
                                                           CONTROL 17 DE OCTUBRE DE 2019

CUESTIONES TEÓRICAS (1 PUNTO CADA CUESTIÓN)

1.  Sea A, B y C tres sucesos incompatibles,  con P(A) 0,5= ,  P(B) 0,25=  , P(C) 0,15= .

Se pide:   a) P(A B) b) P(A B C) c) P(A B C)∩ ∩ ∩ ∩ ∩

2.  Se ha realizado una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamaño 10 de una población considerada
normal, llegando a que la varianza muestral es 4.

Calcular la probabilidad P x 1,51⎡ − μ ≤ ⎤⎣ ⎦

3.  Sea X una variable aleatoria que sigue una distribución  2χ  con 200 grados de libertad.

Calcular, sin recurrrir a las tablas de la Chi‐cuadrado:  (a)  P(X 234)≤  y  (b) P(X 183)≤ .

EJERCICIOS (1,75 PUNTOS CADA EJERCICIO)

1.  Una empresa de mensajería sabe que en condiciones normales un paquete es entregado en plazo el
90% de las veces, aunque si hay sobrecarga de trabajo (que ocurre un 5% de las veces) el porcentaje de
retrasos se eleva al 30%.
a) Cuál es la probabilidad de que un paquete llegue en plazo a su destino.
b) Sabiendo que se ha recibido una queja por retraso en el envío, el mensajero afectado aduce que ese
día hubo sobrecarga de trabajo, aunque realmente no recuerda bien que sucedió. ¿Qué probabilidad hay
de qué efectivamente esté en lo cierto?.

2. Una variable aleatoria continua X tiene por función de distribución:

                                    

0 x 1

F(x) x 1 1 x 2

1 x 2

<⎧
⎪= − ≤ <⎨
⎪ ≥⎩

a)  Calcular la función de densidad o función de cuantía
b)  Calcular la media, mediana y coeficiente de variación

3.  El número de millones de metros cúbicos que tiene un embalse sigue una distribución normal
N(980, 50) . El consumo diario de las poblaciones que sirve es una normal N(85, 30) .  Si se sabe que

durante una tormenta la cantidad de agua que se embolsa es una normal N(50, 25) .

Un día han caído dos tormentas, calcular la probabilidad de que al final del día el agua embalsada sea
menor o igual que 980 metros cúbicos.
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EJERCICIOS (1,75 PUNTOS CADA EJERCICIO)

4. Sea una población que sigue una distribución normal con media μ  de la que se extraen m.a.s. de

tamaño n. Considere los siguientes estimadores de la media:

                            
n

1 2 i

i 1

1
ˆ ˆx x

n 1 =

μ = μ =
+ ∑

a)  Estudiar la insesgadez, la eficiencia relativa y la consistencia de ambos estimadores

b)  Elegir uno de los dos estimadores en término del error cuadrático medio



CUESTIONES TEÓRICAS (1 PUNTO CADA CUESTIÓN)

1.  Sea A, B y C tres sucesos incompatibles,  con P(A) 0,5= ,  P(B) 0,25=  , P(C) 0,15= .

Se pide:    a) P(A B) b) P(A B C) c) P(A B C)∩ ∩ ∩ ∩ ∩

Solución:

a) Incompatibles P(A B) 0P(A B) P(A) P(B) P(A B) P(A B) P(A) P(B)∩ =∪ = + − ∩ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ∪ = +

P(A B) P(A B) 1 P(A B) 1 P(A) P(B) 1 0,5 0,25 0,25∩ = ∪ = − ∪ = − − = − − =

b) Como son incompatibles:  P(A B C) P(A) P(B) P(C)∪ ∪ = + +

P(A B C) P(A B C) 1 P(A B C) 1 P(A) P(B) P(C) 1 0,5 0,25 0,15 0,1∩ ∩ = ∪ ∪ = − ∪ ∪ = − − − = − − − =

c) Teniendo en cuenta que A, B y C  son incompatibles, se tiene:

A B A C B C A B C∩ = φ ∩ = φ ∩ = φ ∩ ∩ = φ

A C C A
A C C B C C A B C C

B C C B

∩ = φ → ⊂⎧
→ ∩ = ∩ = ∩ ∩ =⎨ ∩ = φ → ⊂⎩

P(A B C) P(C) 0,15∩ ∩ = =

2.  Se ha realizado una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamaño 10 de una población
considerada normal, llegando a que la varianza muestral es 4.

Calcular la probabilidad P x 1,51⎡ − μ ≤ ⎤⎣ ⎦

Solución:

        

[ ]9 9

x 1,51
P x 1,51 P P t 2,265 P 2,265 t 2,265

2 / 3 2 / 3

⎡ − μ ⎤
⎡ − μ ≤ ⎤ = ≤ = ⎡ ≤ ⎤ = − ≤ ≤ =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]9 9 9 9 9P t 2,265 P t 2,265 P t 2,265 P t 2,265 1 2P t 2,265 0,95= ≥ − − ≥ = ≤ − ≥ = − ≥ =



3.  Sea X una variable aleatoria que sigue una distribución  2χ  con 200 grados de libertad.

Calcular, sin recurrrir a las tablas de la Chi‐cuadrado:  (a)  P(X 234)≤  y  (b) P(X 183)≤ .

Solución:

La distribución  2χ  es, asintóticamente,  ( )N n, 2n , es decir,  ( )2
200 N 200 , 400χ ∼

a) X 200 234 200
P(X 234) P P(z 1,7) 0,9554

400 400

⎛ ⎞− −
≤ = ≤ = ≤ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

b)  
X 200 183 200

P(X 183) P P(z 0,85) P(z 0,85) 0,1977
400 400

⎛ ⎞− −
≤ = ≤ = ≤ − = ≥ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

EJERCICIOS (1,75 PUNTOS CADA EJERCICIO)

1.  Una empresa de mensajería sabe que en condiciones normales un paquete es entregado en
plazo el 90% de las veces, aunque si hay sobrecarga de trabajo (que ocurre un 5% de las veces) el
porcentaje de retrasos se eleva al 30%.
a) Cuál es la probabilidad de que un paquete llegue en plazo a su destino.
b) Sabiendo que se ha recibido una queja por retraso en el envío, el mensajero afectado aduce que
ese día hubo sobrecarga de trabajo, aunque realmente no recuerda bien que sucedió. ¿Qué
probabilidad hay de qué efectivamente esté en lo cierto?.

Solución:

Sean los sucesos:

E = "Entrega a tiempo del paquete"

S = "Hay sobrecarga de trabajo"

a)   X X X XP(E) P(S) P(E / S) P(S) P(E/ S) 0,05 0,7 0,95 0,9 0,89= + = + =

b) 
X0,05 0,3P(S E)

P(S/ E) 0,136
P(E) 1 0,89
∩

= = =
−



2. Una variable aleatoria continua X tiene por función de distribución:

                                    

0 x 1

F(x) x 1 1 x 2

1 x 2

<⎧
⎪= − ≤ <⎨
⎪ ≥⎩

a)  Calcular la función de densidad o función de cuantía
b)  Calcular la media, mediana y coeficiente de variación

Solución:

a)  La función de densidad  o función de cuantía es la derivada de la función de distribución en los
puntos donde exista la derivada, entonces:

      

0 x 1
1 1 x 2dF(x)

f(x) 1 1 x 2 f(x)
0 en otro casodx

0 x 2

<⎧
≤ <⎧⎪= = ≤ < ⎯⎯→ =⎨ ⎨

⎩⎪ ≥⎩

b)   Media: 
22 2

1 X
1 1

x 1 3
E(X) x f(x)dx xdx 2 1,5

2 2 2

∞

−∞

⎡ ⎤
α = μ = = = = = − = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
  La Mediana de una distribución es el valor que deja el 50% de la distribución a la derecha y el
otro 50% a la izquierda, por lo que:

[ ]
e e

e

e e e

M M
M

e e1
1 1

F(M ) 0,5 M 1 0,5 M 1,5             

f(x) 0,5 dx 0,5 x 0,5 M 1 0,5 M 1,5

= ⇒ − = ⇒ =⎧
⎪⎪
⎨
⎪ = ⇒ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =⎪⎩ ∫ ∫
  Coeficiente de variación:  X

X
X

CV
σ

=
μ

22 3
2 2 2

2
1 1

x 8 1 7
E(X ) x f(x)dx x dx

3 3 3 3

∞

−∞

⎡ ⎤
α = = = = = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
2

2 2
X 2 1 x

7 3 7 9 1 1
0,288

3 2 3 4 12 12
⎛ ⎞σ = α − α = − = − = → σ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

X
X

X

0,288
CV 0,19

1,5
σ

= = =
μ



3.  El número de millones de metros cúbicos que tiene un embalse sigue una distribución normal
N(980, 50) . El consumo diario de las poblaciones que sirve es una normal N(85, 30) .  Si se sabe que

durante una tormenta la cantidad de agua que se embolsa es una normal N(50, 25) .

Un día han caído dos tormentas, calcular la probabilidad de que al final del día el agua embalsada
sea menor o igual que 980 metros cúbicos.

Solución:

Agua del embalse:   1 1 1X N( , ) N (980,50)μ σ ≡∼

Consumo diario:   2 2 2X N( , ) N(85,30)μ σ ≡∼

[ ]
[ ]

3 3 3

3 3
2

3 3

x

x

Agua una tormenta: X N( , ) N(50,25)                  

E(2X ) 2E X 2 50 100
Agua dos tormentas:   

Var(2X ) 4Var X 4 25

μ σ ≡⎧
⎪

⎧ = = =⎨ ⎪
⎨⎪ = =⎪⎩⎩

∼

2 2
2 2

3 i i i i
i 1 i 1

X X2X N , N(2 0 , 2 25)
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟λ μ λ σ ≡
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑∼

Agua embalse un día con dos tormentas:  
3 3

2 2
1 2 3 i i i i

i 1 i 1

Y X X 2X  siendo  Y N ,
= =

⎛ ⎞
= − + λ μ λ σ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∼

( )2 2 2xY N 980 85 100, 50 30 4 25 N(995, 76,81)− + + + ≡∼

Y 995 980 995
P(Y 980) P P(z 0,19) P(z 0,19) 2P(z 0,19) 0,4247

76,81 76,81
− −⎡ ⎤≤ = ≤ = ≤ − = ≥ = ≥ =⎢ ⎥⎣ ⎦

4.  Sea una población que sigue una distribución normal con media μ  de la que se extraen m.a.s.

de tamaño n. Considere los siguientes estimadores de la media:

                                             
n

1 2 i

i 1

1
ˆ ˆx x

n 1 =

μ = μ =
+ ∑

a)  Estudiar la insesgadez, la eficiencia relativa y la consistencia de ambos estimadores

b)  Elegir uno de los dos estimadores en término del error cuadrático medio

Solución:



a)  Insesgadez:
n n n

1 i i i

i 1 i 1 i 1

1 1 1 1
ˆE( ) E(x) E x E x E(x ) (n )

n n n n= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
• μ = = = = = μ = μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

Sesgo:    1 1ˆ ˆb( ) E( ) 0μ = μ − μ = μ − μ =

n n n

2 i i i

i 1 i 1 i 1

n1 1 1 1
ˆE( ) E x E x E(x )   (n )

n 1 n 1 n 1 n 1 n 1= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ μ
• μ = = = = μ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

Sesgo:     2 2

    

0 cuando n

esgado
asintoticamente

n n n
ˆ ˆb( ) E( )

n 1 n 1 n 1
s

→ → ∞

μ μ − μ − μ μ
μ = μ − μ = − μ = = −

+ + +

Eficiencia:

Sean dos estimadores insesgados  1θ̂  y   2θ̂  de un parámetro desconocido θ . Se dice  1θ̂  es  más

eficiente  que  2θ̂  si se verifica:  1 2
ˆ ˆVar( ) Var( )θ < θ .

 La eficiencia relativa  se mide por la ratio  1

2

ˆVar( )
ˆVar( )

θ
θ

n n 2
2

1 i i2 2

i 1 i 1

1 1 1
ˆV( ) V(x) V x V(x ) (n )

n n n n= =

⎛ ⎞ σ⎜ ⎟μ = = = = σ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

n n
2 2

2 i i2 2 2

i 1 i 1

1 1 1 n
ˆV( ) V x V(x ) (n )

n 1 (n 1) (n 1) (n 1)= =

⎛ ⎞
μ = = = σ = σ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠

∑ ∑

Eficiencia relativa:

2 2
1

1 22 2 2
2

ˆVar( ) / n (n 1)
ˆ ˆ1 Var( ) Var( )

ˆVar( ) n / (n 1) n
μ σ +

= = > → μ > μ
μ σ +

El estimador  2μ̂  tiene menor varianza, por lo que es más eficiente que  1μ̂

Consistencia:

Un estimador  θ̂  es  consistente  cuando 
n n

ˆ ˆlim E( ) y lim V( ) 0
→ ∞ → ∞

θ = θ θ =



 
1n n

21

1n n

ˆlim E( ) lim E(x)   

ˆ
ˆlim V( ) lim 0

n

→ ∞ → ∞

→ ∞ → ∞

μ = = μ⎧
⎪μ ≡ ⎨ σ

μ = =⎪
⎩

   es consistente

  
2n n

2
2

2 2n n

1
ˆlim E( ) lim

n 1
ˆ

n
ˆlim V( ) lim 0

(n 1)

→ ∞ → ∞

→ ∞ → ∞

⎧ ⎛ ⎞μ = μ − μ = μ⎜ ⎟⎪ +⎝ ⎠⎪μ ≡ ⎨
⎡ ⎤⎪ μ = σ =⎢ ⎥⎪ +⎣ ⎦⎩

es consistente

 b)  
2

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆECM( ) E( ) V( ) b( ) sesgo b( ) E( )⎡ ⎤ ⎡ ⎤θ = θ − θ = θ + θ θ = θ − θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   
2 2

2

1 1 1ˆ ˆ ˆECM( ) V( ) b( ) 0
n n
σ σ

μ = μ + μ = + =⎡ ⎤⎣ ⎦

   
2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

nn 1
ˆ ˆ ˆECM( ) V( ) b( )

(n 1) n 1 (n 1)
σ + μ⎛ ⎞μ = μ + μ = σ + μ =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ + + +⎝ ⎠

El estimador  1μ̂  será elegido sí  
2 22

1 2 2

n
ˆ ˆECM( ) ECM( )

n (n 1)
σ + μσ

μ ≤ μ → ≤
+

2 2 2 22 2 2

2 2 2 2 2

n n n
(n 1) (n 1) (n 1) n (n 1) (n 1)
σ + μ σ σμ σ μ

= + → ≤ +
+ + + + +

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

n (n 1) n (2n 1)
n (n 1) (n 1) n (n 1) (n 1) n (n 1) (n 1)

(2n 1)
n

σ + σ − σ + σσ μ μ μ
− ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒

+ + + + + +

+ μ
⇒ ≤

σ

2

1 22

2

2 12

2n 1
ˆ ˆSi se elige antes que

n

2n 1
ˆ ˆSi se elige antes que

n

⎧ + μ
≤ → μ μ⎪ σ⎪⎪

⎨
⎪ + μ⎪ > → μ μ
⎪ σ⎩
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CUESTIONES TEÓRICAS (1 PUNTO CADA CUESTIÓN)

1.  Se desea dar una estimación por intervalos de confianza (nivel de significación 0,05)  para la
proporción de alumnos que están a favor de aumentar el número máximo de convocatorias
permitidas por normativa.
¿Qué tamaño de muestra habría que considerar si se desea un intervalo con una amplitud de 0,06?.
Se supone p q 1 / 2= = .

2.  Se desea contrastar si la variable X se ajusta bien a una distribución de Poisson con   4λ = . Para

ello se toma una muestra de tamaño 300 y se obtienen los siguientes resultados:  El estadístico  2χ

del contraste de bondad de ajuste vale 2,38  y tiene ocho sumandos.
Calcula la región crítica  y argumenta qué decisión se tomaría con un 5% de significación.

3.  Dos agencias de viajes siguen distintas estrategias para la venta de paquetes de viajes, siguiendo
la característica en estudio una ley normal, se han introducido los datos en SPSS y aparece en el
Visor la tabla siguiente:

Mediante cálculo razonado, se pide:
a)  Signatura bilateral (p_valor)
b)  Valor de la t de Student
c)  ¿Cuál es el diagnóstico atendiendo al intervalo de confianza?

EJERCICIOS (1,75 PUNTOS CADA EJERCICIO)

1.  Una agencia de alquiler de automóviles necesita estimar el número medio de kilómetros diarios
que realiza su flota de automóviles. A tal fin, en varios días de la semana toma los recorridos de
cien vehículos de su flota y obtiene que la media muestral es de 165 km/día, y la cuasidesviación
estándar muestral de 6 km/día. Se pide:
a)  Bajo la hipótesis de normalidad de la característica en estudio (número de kilómetros por día),
construir un intervalo de confianza para la media de dicha distribución a un nivel de confianza del
95 por 100.
b)  Bajo la misma hipótesis de normalidad del apartado anterior, construir un intervalo de onfianza
del 90 por 100 para la varianza de dicha distribución.
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EJERCICIOS (1,75 PUNTOS CADA EJERCICIO)

2.  Una Fábrica de Muebles manifiesta que  la satisfacción de sus empleados sigue una ley normal y
es idéntica en las distintas secciones. El jefe de recursos humanos para decidir si la afirmación es
correcta  toma una muestra aleatoria de 100 trabajadores de barnizado encontrando 80 satisfechos
y  otra de 200 trabajadores de cortado encontrando 140 empleados satisfechos. Con un nivel de
significación del 5% se puede admitir la afirmación de la Fábrica de Muebles

3.  En una población N(10 , )σ   se desea contrastar la hipótesis nula  2
0H :  3σ =  frente a la

hipótesis alternativa  2
1H :  3σ ≠  con un nivel de significación del 5%. En una muestra aleatoria

simple de tamaño 4 se obtuvieron los resultados:  10 , 8 , 12 , 14

4.  Se desea analizar si los estudiantes de universidades privadas preferentemente son de los
estratos económicos altos del país. Para ello, se ha tomado la siguiente muestra:

Grupos socioeconómicos
Universidades

Alto Medio alto Medio bajo Bajo

    Estado

13

11e 19,26=

11g 5,11= −

17

12e 13,59=

12g 3,80=

4 3

   Privadas

38

21e 31,74=

21g 6,84=

19

22e 22,41=

22g 3,14= −

2 2

a)  Para validar el análisis con un nivel de confianza del 95%, realizar un contraste por la razón de
verosimilitud (test G).
b)  Estudiar el grado de dependencia entre el tipo de universidad y el estrato socioeconómico.

 
Solución
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CUESTIONES TEÓRICAS (1 PUNTO CADA CUESTIÓN)

1.  Se desea dar una estimación por intervalos de confianza (nivel de significación 0,05)  para la
proporción de alumnos que están a favor de aumentar el número máximo de convocatorias
permitidas por normativa.
¿Qué tamaño de muestra habría que considerar si se desea un intervalo con una amplitud de
0,06?.  Se supone p q 1 / 2= = .

Solución:

. .
.

/ 2 / 2 0,025

ˆ ˆp . q 1
A 2 . z . z z 1,96 0,06 2 1,96

n 4 nα α= = = =

.

1 10,06 1
0,0153 0,000234 n 1068

2 1,96 4 . n 4 . n 4 . n
= → = → = → =

2.  Se desea contrastar si la variable X se ajusta bien a una distribución de Poisson con   4λ = .
Para ello se toma una muestra de tamaño 300 y se obtienen los siguientes resultados:  El

estadístico  2χ  del contraste de bondad de ajuste vale 2,38  y tiene ocho sumandos.

Calcula la región crítica  y argumenta qué decisión se tomaría con un 5% de significación.

Solución:

Estadístico observado 
2 28 8

i i i2 2
8 1 7

i ii 1 i 1

(n e ) n
n 2,38

e e−
= =

−
χ = χ = = − =∑ ∑

Estadístico teórico:  2
0,05 , 7 14,067χ =

La región crítica viene determinada para los valores donde   2 2
7 0,05 , 7χ ≥ χ ,  por lo que con un nivel

de confianza del 95%  se acepta la hipótesis nula  0H  al ser  2 2
7 0,05 , 72,38 14,067χ = < = χ
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3.  Dos agencias de viajes siguen distintas estrategias para la venta de paquetes de viajes,
siguiendo la característica en estudio una ley normal, se han introducido los datos en SPSS y
aparece en el Visor la tabla siguiente:

Mediante cálculo razonado, se pide:
a)  Signatura bilateral (p_valor)
b)  Valor de la t de Student
c)  ¿Cuál es el diagnóstico atendiendo al intervalo de confianza?

Solución:

a)     p / 2

p
1 2

x y 0,63867
t 0,7337

0,870451 1
s .

n n

−
= = =

+

p 28 28P t 0,734 2 .P t 0,734 2 . 0,235 0,47⎡ ⎤α = > = > = =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

0,8546 0,6834 0,734 0,6834 0,1712 0,0506
0,200 0,250 x 0,250 0,05 x 0,250

0,05 . 0,0506
x 0,250 0,235

0,1712

− −
= → =

− − − −

= − =

b)   / 2 , 28 / 2 , 28L.I 1,14436 0,63867 t . 0,87045 t 2,0484 0,05α α= − = − → = → α =

c)  L.S 0,63867 2,0484 . 0,87045 2,42170= + =

El intervalo de confianza  I 1,14436 , 2,42170= −⎡ ⎤⎣ ⎦  cubre el 0, con lo que con una significación

0,05α = , se puede afirmar que no existe diferencia entre la venta de paquetes de viajes de las

dos agencias.
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EJERCICIOS (1,75 PUNTOS CADA EJERCICIO)

1.  Una agencia de alquiler de automóviles necesita estimar el número medio de kilómetros diarios
que realiza su flota de automóviles. A tal fin, en varios días de la semana toma los recorridos de
cien vehículos de su flota y obtiene que la media muestral es de 165 km/día, y la cuasidesviación
estándar muestral de 6 km/día. Se pide:
a)  Bajo la hipótesis de normalidad de la característica en estudio (número de kilómetros por día),
construir un intervalo de confianza para la media de dicha distribución a un nivel de confianza del
95 por 100.
b)  Bajo la misma hipótesis de normalidad del apartado anterior, construir un intervalo de onfianza
del 90 por 100 para la varianza de dicha distribución.

Solución:

a)  Se trata de construir un intervalo de confianza para la media de una distribución normal
N( , )μ σ  de varianza desconocida. Como el tamaño de la muestra es grande, se tiene que el

intervalo de confianza será:

                                                / 2
s

I( ) x z .
n

α

⎡ ⎤
μ = ±⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

en este caso:  0,025x 165 s 6 n 100 z 1,96= = = =

                             
6

I( ) 165 1,96 . 163,82 , 166,18
100

⎡ ⎤
μ = ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦

b)  El intervalo de confianza para la varianza poblacional: 
2 2

2 x x
2 2

/ 2 , ( n 1 ) 1 / 2 , ( n 1 )

(n 1) . s (n 1) . s
I( ) ;

− − −

⎡ ⎤− −
σ = ⎢ ⎥

χ χ⎢ ⎥⎣ ⎦α α

2 2
0,05 , 99 0,95 , 99124 77χ = χ =

con lo cual,   2 99 . 36 99 . 36
I( ) ; 28,74 ; 46,29

124 77
⎡ ⎤σ = = ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

2.  Una Fábrica de Muebles manifiesta que  la satisfacción de sus empleados sigue una ley normal y
es idéntica en las distintas secciones. El jefe de recursos humanos para decidir si la afirmación es
correcta  toma una muestra aleatoria de 100 trabajadores de barnizado encontrando 80 satisfechos
y  otra de 200 trabajadores de cortado encontrando 140 empleados satisfechos. Con un nivel de
significación del 5% se puede admitir la afirmación de la Fábrica de Muebles

Solución:
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Se contrasta la hipótesis nula de que no existen diferencias entre las proporciones de trabajadores

satisfechos en ambas secciones:    0 x yH : p p=   frente a la hipótesis alternativa de que si existen

diferencias   1 x yH : p p≠ .  El contraste es bilateral o de dos colas.

Las variables aleatorias X ≡ " Trabajador de la sección de barnizado"  e  Y ≡ " Trabajador de la sección de
cortado’, respectivamente,  siguen una distribución de Bernouilli que toman el valor uno si el trabajador
está satisfecho, y el valor cero en caso contrario.

Proporciones muestrales obtenidas son:   x y

80 140ˆ ˆp 0,8 p 0,7
100 200

= = = =

Bajo la hipótesis nula la diferencia de las proporciones muestrales  x y
ˆ ˆ(p p )− , teniendo en cuenta el

tamaño de las muestras (TCL) siguen una distribución

y yx x
x y

x y

ˆ ˆp . qˆ ˆp . q 0,8 . 0,2 0,7 . 0,3
ˆ ˆ(p p ) N 0, N 0, N 0 , 0,05

n n 100 200

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− + ≡ + ≡ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∼

Regla de decisión:

x y 0 1 x y 2 0

x y 1 x y 2 0x y 0

ˆ ˆp p k Se acepta H (RA)   ˆ ˆk p p k Se acepta H (RA) 
ˆ ˆ ˆ ˆp p k  ó  p p k   Se rechaza H (RC)ˆ ˆp p k Se rechaza H (RC) 

⎧ − ≤ ≤ − ≤⎧⎪ →⎨ ⎨ − < − >− > ⎩⎪⎩

Los valores críticos k se determinan mediante el nivel de significación  0,05α =

x y
0 0 x y

1 2 1 2

ˆ ˆp p 0 k 0ˆ ˆP(Rechazar H H Cierta) P p p k / N 0 , 0,05 P
0,05 0,05

k k k kk
P z P z z P z P z 0,025 0,025 0,05

0,05 0,05 0,05 0,05 0,05

⎡ − − ⎤−⎡ ⎤α = = − > = > =⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= > = < ∪ > = > − + > = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

1 1
1

k k
P z 0,025 1,96 k 0,098

0,05 0,05
⎡ ⎤> − = → − = → = −⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2
2

k k
P z 0,025 1,96 k 0,098

0,05 0,05
⎡ ⎤> = → = → =⎢ ⎥⎣ ⎦
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Región de aceptación:   x y
ˆ ˆ0,098 p p 0,098− < − <

La evidencia empírica (estadístico observado)  x y
ˆ ˆp p 0,8 0,7 0,1− = − =  no se encuentra en la región

de aceptación, por lo que no se admite la hipótesis nula. La satisfacción entre los trabajadores de las
distintas secciones no es la misma.

 Aceptando la hipótesis nula  0H  cuando el estadístico observado o de contraste es menor que el

estadístico teórico:

p p

x y

/2 /2 /2

y yx x

x y

ˆ ˆp p 0,8 0,7
z z z 2

ˆ ˆ 0,05p . qˆ ˆp . q
n n

α α α

− −
= ≤ → = = <

+
0, 025

0

1,96 z

Se rechaza la hipótesis nula H La satisfacción de los trabajadores no es 

                                                                              la misma en las secciones de la Fáb

= →

→ ⇒
rica de Muebles 

 Rechazando la hipótesis nula   0H  al verificarse la región de rechazo:

( )

y yx x
x y / 2

x y

0

ˆ ˆp . qˆ ˆp . q 0,8 . 0,2 0,7 . 0,3
ˆ ˆR.C p p z (0,8 0,7) 1,96

n n 100 200

      0,1 0,098 Se acepta la región de rechazo de H

α

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − > + → − > + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

= > →

 Elaborando un intervalo de confianza para la diferencia de parámetros  x y
ˆ ˆ(p p )−  de dos

distribuciones binomiales

y yx x
x y x y / 2

x y

0

ˆ ˆp . qˆ ˆp . q 0,8 . 0,2 0,7 . 0,3
ˆ ˆI(p p ) p p z 0,1 1,96

n n 100 200

                 0,002 , 0,198 0 0,002 , 0,198 Se rechaza H

α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− = − ± + = ± + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
= → ∉ →⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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3.  En una población N(10 , )σ   se desea contrastar la hipótesis nula  2
0H :  3σ =  frente a la

hipótesis alternativa  2
1H :  3σ ≠  con un nivel de significación del 5%. En una muestra aleatoria

simple de tamaño 4 se obtuvieron los resultados:  10 , 8 , 12 , 14

Solución:

Hipótesis compuesta  2:σ    2
0H :  3σ =     2

1H :  3σ ≠

Como la hipótesis alternativa es  2 3σ ≠  en la decisión deberán ser válidos los valores de  2σ  tanto

mayores o menores que 3, por lo que el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Bajo la hipótesis nula,  las variables aleatorias independientes  ( )iX N 10 , 3∼ con lo que

24
2i i
4

i 1

X 10 x 10
N(0, 1)

3 3=

⎛ ⎞− −
→ = χ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∼

Adviértase que la suma de 4 variables aleatorias N(0 , 1)  independientes entre sí es una distribución Chi‐

cuadrado con  4  grados de libertad.

Regla decisión:
2 24 4

2 2i i
4 0 4 0

i 1 i 1

x 10 x 10
k Se acepta H k Se rechaza H

3 3= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
χ = ≤ → χ = > →⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

Los valores críticos  k  se determina a partir del nivel de significación  0,05α =

24
i 2

0 0 0 4

i 1

2 2 2 2
4 1 4 2 4 1 4 2 1 2

x 10
P Rechazar H / H Cierta P k / H Cierta P k

3

P k ( k ) P k P k 0,025 0,025 0,05( )

=

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥ ⎡ ⎤α = = > = χ > =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= χ < χ > = χ < + χ > = α + α = + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∪

∑
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2 2 2
4 1 4 1 1 0,975 , 4P k 1 P k 1 0,025 0,975 k 0,484⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ < = − χ > = − = → = χ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 2
4 2 2 0,025 , 4P k 0,025 k 11,143⎡ ⎤χ > = → = χ =⎣ ⎦

Región de aceptación:    0,484 , 11,143⎡ ⎤⎣ ⎦

La varianza muestral observada  

4 4
2 2

i i

i 1 i 12
x

(x x ) (x 11)
20

5
4 4 4

= =

− −

σ = = = =
∑ ∑

 se encuentra dentro

de la región de aceptación  2
x0,484 5 11,143< σ = < , aceptando la hipótesis nula con varianza

poblacional 3.

 Se puede plantear que bajo la hipótesis nula la distribución en el muestreo:

        
2 22

n 12 2x
(n 1 ) x2

.Varianza muestral
Varianza teórica n( / n)

−
−

σ χσ
χ = = → σ =

σ

Regla de decisión:  ( ) ( )
2 2
x 0 1 x 2 0

2 22
x 1 x 2 0x 0

k se acepta H k k se acepta H

k k se rechaza Hk se rechaza H

⎧ ⎧σ ≤ ≤ σ ≤⎪ ⎪→⎨ ⎨
σ < ∪ σ >σ > ⎪⎪ ⎩⎩

 

2 2 2 2
0 0 x 1 x 2 x 3

2 2
3 1 3 2 1 2

3
P Rechazar H / H Cierta P k ( k )

4

3 3
     P k P k 0,025 0,025 0,05

4 4

( )⎡ ⎤
α = = σ < σ > σ = χ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= χ < + χ > = α + α = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∪

2 2
3 1 3 1 1 1

3 4 4
P k P k 0,025 k 9,384 k 7,038

4 3 3
⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ < = χ > − = → − = → = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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2 2
3 2 3 2 2 2

3 4 4
P k P k 0,025 k 9,384 k 7,038

4 3 3
⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ > = χ > = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

La varianza  muestral observada   2
x 5σ =  se encuentra dentro de la región de aceptación, aceptando la

hipótesis nula.

  Se podría haber elaborado un intervalo de confianza para la varianza  2σ  de una población normal,

verificando si se acepta la hipótesis nula al encontrarse la varianza σ =2 3  cubierta en el intervalo.

2 2
2 x x
0 2 2

/ 2 , ( n 1 ) 1 / 2 , ( n 1 )

(n 1 ) . s (n 1) . s
I.C ( ) ,

α − − α −

⎡ ⎤− −
σ = ⎢ ⎥

χ χ⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2
x x(n 1 ) . s n . 4 . 5 20− = σ = =

2
0

20 20
I.C ( ) , 2,139 , 92,592

9,348 0,216
⎡ ⎤σ = = ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

Como  03 2,139 , 92,592 Se acepta H∈ →⎡ ⎤⎣ ⎦
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4.  Se desea analizar si los estudiantes de universidades privadas preferentemente son de los
estratos económicos altos del país. Para ello, se ha tomado la siguiente muestra:

Grupos socioeconómicos
Universidades

Alto Medio alto Medio bajo Bajo

    Estado

13

11e 19,26=

11g 5,11= −

17

12e 13,59=

12g 3,80=

4 3

   Privadas

38

21e 31,74=

21g 6,84=

19

22e 22,41=

22g 3,14= −

2 2

a)  Para validar el análisis con un nivel de confianza del 95%, realizar un contraste por la razón de
verosimilitud (test G).
b)  Estudiar el grado de dependencia entre el tipo de universidad y el estrato socioeconómico.

 
Solución

Solución:

a)  El test de contraste de independencias por la razón de verosimilitudes  (test G) es una prueba de
hipótesis de la Chi‐cuadrado que presenta mejores resultados que el de Pearson. Se distribuye

asintóticamente como una variable aleatoria  2χ  con   x( k 1 ) (m 1 )− −  grados de libertad.

El estadístico  . .

k m
ij

i j
i ji 1 j 1

n
G 2 n ln

e
= =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑

Se acepta la hipótesis nula  0H  sí    . .

k m
ij 2

i j , ( k 1 ) . (m 1 )
i ji 1 j 1

n
G 2 n ln

e α − −
= =

⎛ ⎞
= < χ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑

Hipótesis nula  0H :  El tipo de universidad es independiente del grupo socioecónomico



                                                           16  de  Diciembre  de  2019

En un principio, la tabla presenta un 50% de celdas que no verifican que las frecuencias sean mayores que
5, teniendo que agrupar modalidades contiguas en una sola hasta lograr que la nueva frecuencia sea
mayor que cinco.

Grupos socioeconómicos
Universidades

Alto Medio alto Medio bajo ‐ Bajo

    Estado 13 17 7

    Privadas 38 19 4

Se calculan los valores esperados de cada celda, donde 
x

x
i j

i j i j

n n
e p n

n
• •= =

Grupos socioeconómicos
Universidades

Alto Medio alto Medio bajo ‐ Bajo
Total

   Estado

13

11e 19,26=

17

12e 13,59=

7

13e 4,15=

37

37

   Privadas

38

21e 31,74=

19

22e 22,41=

4

23e 6,85=

61

61

   Total 51 36 11 98

11
37 . 51

e 19,26
98

= = 12
37 . 36

e 13,59
98

= = 13
37 . 11

e 4,15
98

= =

21
61 . 51

e 31,74
98

= = 22
61 . 36

e 22, 41
98

= = 23
61 . 11

e 6,85
98

= =

La frecuencia observada   23n 4=   es menor que lo aconsejable en cada celda ( 5≥ ), lo que podría hacer

pensar en una inestabilidad del cálculo. Como la frecuencia esperada   23e 6,85=  se confirma la

estabilidad de la prueba.

Todas las celdas, excepto  13e 4,15 5= < , cumplen con el mínimo aconsejable de 5 en su valor

esperado.  En la práctica se acepta hasta un 20% de las celdas que no cumplen con el requisito de que la
frecuencia esperada sea  5≥

En cada celda se calcula el valor de  x
ij

i j
i j

n
n ln

e

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠



                                                            16  de  Diciembre  de  2019

Grupos socioeconómicos
Universidades

Alto Medio alto Medio bajo ‐ Bajo
Total

   Estado

13

11e 19,26=

11g 5,11= −

17

12e 13,59=

12g 3,80=

7

13e 4,15=

13g 3,66=

37

37
2,35

   Privadas

38

21e 31,74=

21g 6,84=

19

22e 22,41=

22g 3,14= −

4

23e 6,85=

23g 2,15= −

61

61

1,55

   Total
51
1,73

36
0,66

11
1,51

98
3,9

x
13

13 ln 5,11
19,26

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
17

17 ln 3,80
13,59

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
7

7 ln 3,66
4,15

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
38

38 ln 6,84
31,74

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
19

19 ln 3,14
22,41

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
4

4 ln 2,15
6,85

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

Estadístico observado:   . . x

2 3
i j

i j
i ji 1 j 1

n
G 2 n ln 2 3,9 7,8

e
= =

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑

Número de grados de libertad:   x( 2 1 ) ( 3 1) 2− − =

Estadístico teórico:   2
0,05, 2 5,991χ =

Como  2
0,05, 2G 7,8 5,991= > = χ , se rechaza la hipótesis nula de independencia, concluyendo que el tipo

de universidad está asociado al grupo socioeconómico.

  La validez del contraste también se puede hacer con el p‐valor ( pα ):

( )2
p p , 2P 7,8 0,02α = χ > =
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0,025 pα 0,02

7,378 7,8 7,824

     
p

0,025 0,02 7,378 7,824

0,02 7,8 7,824

− ⎯⎯→ −

α − ⎯⎯→ −

x xp p( 0,02 ) ( 7,378 7,824 ) ( 0,025 0,02 ) ( 7,8 7,824) 0,02026α − − = − − → α =

Al ser  p 0,02026 0,05α = < = α  se acepta la hipótesis nula, afirmando que el tipo de universidad

depende del estrato socioeconómico.

b)  El grado de contingencia mide el grado de relación o dependencia:

      
G 7,8

C 0,2715
G n 7,8 98

= = =
+ +

 , hay una dependencia del 27,15%.

NOTA:  Se ha desarrollado el control aplicando varios métodos en cada ejercicio resuelto, como
se he realizado en clase. Con ello, se pretende que sea una forma de repasar la asignatura de
Estadística Teórica y que sea de utilidad para el Examen Ordinario del día 14 de Enero.

Suerte. Feliz Año 2020



EXAMEN CONVOCATORIA ORDINARIA ESTADÍSTICA TEÓRICA (14 DE ENERO DE 2020)

CUESTIONES TEÓRICAS (1 punto cada cuestión)

1.  Un día determinado se producen dos noticias: una subida del IVA y la disminución de las
tasas aeropuertoarias. Las editoriales de los periódicos de mayor tirada se plantean qué noticia
destacar en sus portadas. Finalmente, el 45% de ellos incluye en su portada la noticia de la
subida del IVA, mientras que el 55% incluyen en su portada la disminución de las tasas
aeropuertoarias; y del total, hay un 18% que incluyen en la portada las dos noticias
simultáneamente. Con esta información, ¿cuál es la probabilidad de que al adquirir un periódico
éste destaque sólo una noticia?.

2.  Sean X e Y variables aleatorias cuya distribución se especifica en cada apartado adjunto.

Obtener la esperanza matemática y la varianza de la variable 
X Y

Z
2
+

=  en los siguientes casos:

a)  X N (3, 2)∼  , Y N (5, 1)∼
b)  X B(20 , 0,2)∼  , Y B(140 , 0,2)∼
c)  X P(3)∼  , Y P(5)∼

3. Se seleccionan dos muestras aleatorias independientes del número de puestos de trabajo creados
en el último mes por diferentes empresas de dos sectores económicos (A y B).  Los resultados
obtenidos por seis empresas de cada sector son introducidos en SPSS. Sabiendo que la característica
en estudio sigue una ley normal, con una confianza del 99%,  se desea analizar si ambos sectores son
similares en cuanto al número medio de empleos creados en el último mes. Los resultados obtenidos
en SPSS son:

a)  ¿Generan los sectores A y B un número similar de empleos durante el mes, con un error de
significación de 0,01?.  Utilizar el intervalo de confianza.
b)  ¿Cuál es el la media ponderada de las cuasivarianzas muestrales?

c)  Se acepta la hipótesis nula al plantear:   0 Sector A Sector B 1 Sector A Sector BH : H :μ ≤ μ μ > μ

14 de Enero de 2020
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EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1.  Una empresa aeronáutica vende cilindros para motor en paquetes de 25 unidades. Se sabe
que el peso de cada cilindro es una variable aleatoria que  sigue una ley normal de media 12 Kg,
con desviación típica de 2 Kg. Se pide:
a)  ¿Cuál es la probabilidad de que en un paquete de 25 unidades  escogidas  aleatoriamente, el
peso medio de cada cilindro sea superior a 13 kilogramos?
b)  ¿Cuál sería el resultado si la varianza poblacional fuera desconocida?,  suponiendo entonces
que la cuasidesviación típica es de 3 Kg?

2.  La distribución de ingresos de cierta población sigue una ley normal con media

 μ desconocida y varianza   2σ  también desconocida. Si se quiere estimar el ingreso medio de la

población mediante una m.a.s. de tamaño n, respecto de la insesgadez y de la eficiencia. ¿Cuál
de los dos estimadores elegiríamos?. ¿Son consistentes?

                                   
n n

1 i 2 i

i 1 i 1

1 1
ˆ ˆx x

n 1 n
= =

μ = μ =
− ∑ ∑

3. La distribución del tiempo de apertura de los flaps en aviones
siguen una N( , 5)μ ,  contribuyendo a la aerodinámica del aparato

x(distancia velocidad   tiempo)= .

En segundos, se establece la hipótesis nula  0H :  18μ =  frente a la

alternativa  1H :  18μ ≠ .

Con un nivel de significación  0,01α = , con una muestra de 10 aviones,  siendo los tiempos en

segundos recogidos: 16 12 15 16 20 25 14 18 17 22

¿Se acepta la  hipótesis nula?

4.  En una muestra aleatoria simple de 350 días, el número de quejas diarias en una compañía
aeronáutica queda reflejado en la siguiente tabla:

Nº urgencias 0 – 5 5 – 10 10 – 15 15 – 20 20 – 25 25 ‐ 30 Total días

Nº días 20

1e 17,43=
        65

2 e 59,99=
100

  

95

4e 100,35=
60

5e 48,86=
10

   
350

Contrastar, con un nivel de significación del 5%, si la distribución del número de quejas tratadas
diariamente en la compañía aeronáutica se ajusta a una distribución normal.
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EXAMEN CONVOCATORIA ORDINARIA ESTADÍSTICA TEÓRICA (14 DE ENERO DE 2020)

CUESTIONES TEÓRICAS (1 punto cada cuestión)

1.  Un día determinado se producen dos noticias: una subida del IVA y la disminución de las tasas
aeropuertoarias. Las editoriales de los periódicos de mayor tirada se plantean qué noticia destacar en sus
portadas. Finalmente, el 45% de ellos incluye en su portada la noticia de la subida del IVA, mientras que el
55% incluyen en su portada la disminución de las tasas aeropuertoarias; y del total, hay un 18% que
incluyen en la portada las dos noticias simultáneamente. Con esta información, ¿cuál es la probabilidad de
que al adquirir un periódico éste destaque sólo una noticia?.

Solución:

Sean los sucesos:  
A Subida del IVA                                        

B Diaminuación tasas aeropuertoarias

≡⎧
⎨ ≡⎩

P(1noticia) P(A) P(B) 2 .P(A B) 0,45 0,55 2 . 0,18 0,64= + − ∩ = + − =

2.  Sean X e Y variables aleatorias cuya distribución se especifica en cada apartado adjunto.

Obtener la esperanza matemática y la varianza de la variable 
X Y

Z
2
+

=  en los siguientes casos:

a)  X N (3, 2)∼  , Y N (5, 1)∼
b)  X B(20 , 0,2)∼  , Y B(140 , 0,2)∼
c)  X P(3)∼  , Y P(5)∼

Solución:

a)  
2 2

X Y 1 1 1 3 5
E(Z) E E (X Y) E (X)    E(Y) 4      

X Y 2 2 2 2 2 2
Z

2 X Y 1 1 1 2 1 5
V(Z) V V(X Y) V(X)    V(Y)

2 4 4 4 4 4 4

⎧ +⎛ ⎞= = + = + = + =⎜ ⎟⎪+ ⎝ ⎠⎪= → ⎨
+⎛ ⎞⎪ = = + = + = + =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

b)  X Y B (160 , 0,2)+ ∼

X Y 1 1
E(Z) E E (X Y) . 160 . 0,2 16              

X Y 2 2 2
Z

2 X Y 1 1
V(Z) V V(X Y) . 160 . 0,2 . 0,8 6,4

2 4 4

⎧ +⎛ ⎞= = + = =⎜ ⎟⎪+ ⎪ ⎝ ⎠= → ⎨
+⎛ ⎞⎪ = = + = =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩
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c)  X Y P(8)+ ∼

X Y 1 1
E(Z) E E (X Y) . 8 4   

X Y 2 2 2
Z

2 X Y 1 1
V(Z) V V(X Y) . 8 2

2 4 4

⎧ +⎛ ⎞= = + = =⎜ ⎟⎪+ ⎪ ⎝ ⎠= → ⎨
+⎛ ⎞⎪ = = + = =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

14 de Enero de 2020

3.  Se seleccionan dos muestras aleatorias independientes del número de puestos de trabajo creados
en el último mes por diferentes empresas de dos sectores económicos (A y B).  Los resultados
obtenidos por seis empresas de cada sector son introducidos en SPSS. Sabiendo que la característica
en estudio sigue una ley normal, con una confianza del 99%,  se desea analizar si ambos sectores son
similares en cuanto al número medio de empleos creados en el último mes. Los resultados obtenidos
en SPSS son:

a)  ¿Generan los sectores A y B un número similar de empleos durante el mes, con un error de
significación de 0,01?.  Utilizar el intervalo de confianza.
b)  ¿Cuál es el la media ponderada de las cuasivarianzas muestrales?

c)  Se acepta la hipótesis nula al plantear:   0 Sector A Sector B 1 Sector A Sector BH : H :μ ≤ μ μ > μ

Solución:

a)  En los resultados obtenidos en SPSS la Prueba de Levene permite decidir si las varianzas
poblacionales son iguales. Siendo la probabilidad asociada al estadístico de Levene mayor que 0,05 se
acepta la hipótesis nula de que las varianzas poblacionales son iguales.

A B1 A B A B /2 , (n n 2) p
A B

error típico diferencia

1 1
I ( ) (x y ) t . s .

n n− + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥μ − μ = − ± +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

α α

Se calcula el valor de la t de Student observando el límite inferior del intervalo de confianza:

/ 2 , 10 / 2 , 10L.I 14,092 6,500 t . 2,396 t 3,169α α= − = − − → =
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L.S 6,500 3,169 . 2,396 1,092= − + =

El intervalo de confianza  I 14,092 , 1,092= −⎡ ⎤⎣ ⎦  cubre el 0, con lo que con una significación

0,005α = , se puede afirmar que no existe diferencia en la creación de puestos de trabajo en estos

dos sectores.

Por otra parte,

0 Sector A Sector B

p_valor Sig.(bilateral)  0,022 0,01 Se acepta la hipótesis nula que establece  

H :

= = >
μ = μ

b)    2
ps ≡  Media ponderada cuasivarianzas muestrales:   

2 2
2 A A B B
p

A B

(n 1 ). s (n 1) . s
s

n n 2
− + −

=
+ −

p p
A B

1 1 1 1
Error típico de la diferencia  s . 2,396 s .

n n 6 6
= + → = +

2
p p

2,396 2,396
s 4,145 s 17,222

0,57741 1
6 6

= = = → =
+

También se podía haber resuelto,   A B
p / 2

p

x y 6,500
t 2,713

2,3961 1
s .

6 6

− −
= = = −

+

2
p p p

1 1
s . 2,396 s 4,145 s 17,222

6 6
+ = → = → =

p 28 28P t 0,734 2 .P t 0,734 2 . 0,235 0,47⎡ ⎤α = > = > = =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

La Prueba T se basa en el supuesto de normalidad, el cumplimiento de este supuesto sólo es exigible
con muestras pequeñas. El supuesto de normalidad carece de relevancia en muestras grandes.

c)  SPSS siempre calcula el p_valor para un contraste bilateral o de dos colas, si se desea realizar un
contraste unilateral a la derecha o de cola a la derecha hay que dividir entre 2 el contraste bilateral
(p_valor 0,022 / 2 0,011)= =

Contraste unilateral a la derecha (cola a la derecha) :  1 Sector A Sector BH : μ > μ

0 Sector A Sector Bp_valor Sig.(unilateral derecha)  0,011 0,01 Se acepta  H := = > → μ ≤ μ
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EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1.  Una empresa aeronáutica vende cilindros para motor en paquetes de 25 unidades. Se sabe que el
peso de cada cilindro es una variable aleatoria que  sigue una ley normal de media 12 Kg, con
desviación típica de 2 Kg. Se pide:
a)  ¿Cuál es la probabilidad de que en un paquete de 25 unidades  escogidas  aleatoriamente, el peso
medio de cada cilindro sea superior a 13 kilogramos?
b) ¿Cuál sería el resultado si la varianza poblacional fuera desconocida?,  suponiendo entonces que la
cuasidesviación típica es de 3 Kg?

Solución

Sea la variable aleatoria X = "peso de cada cilindro"

Se trata de una nuestra de una población normal N(12 , 2)  con varianza conocida.

Al ser la varianza poblacional conocida, aunque la muestra es pequeña se supone que el peso medio

muestral  
2

x N 12 , N 12 , 0,4
25

⎡ ⎤
≡ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦
∼

a)   [ ]x 12 13 12
P x 13 P P z 2,5 0,00621

0,4 0,4
− −⎡ ⎤> = > = > =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

b)  En este caso, se trata de una población normal N(12 , )σ con varianza desconocida, en una muestra

de tamaño 25, el peso medio muestral  x  sigue una t de Student con  (n 1) (25 1)− = −  grados de

libertad, es decir:

                   n 1
x

x
x t

s

n

−
− μ

=∼     donde   xs cuasidesviación típica muestral≡

[ ]
25 1

25 1 24

t 5x 12 13 12
P x 13 P P t P t 1,666 0,056

3 3 3
25 25

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − ⎡ ⎤⎢ ⎥> = > = > = > =⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Interpolando:

0,393 0,045 0,05 . 0,0451,318 1,711 1,666 1,711
x 0,05 0,056

0,10 0,05 x 0,05 0,05 x 0,05 0,393
− −− −

= → = → = + =
− − −
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2.  La distribución de ingresos de cierta población sigue una ley normal con media   μ desconocida y

varianza   2σ  también desconocida. Si se quiere estimar el ingreso medio de la población mediante una
m.a.s. de tamaño n, respecto de la insesgadez y de la eficiencia. ¿Cuál de los dos estimadores elegiríamos?.
¿Son consistentes?

                                   
n n

1 i 2 i

i 1 i 1

1 1
ˆ ˆx x

n 1 n
= =

μ = μ =
− ∑ ∑

Solución

La v.a  ix 'Ingresos de ciertapoblación'=  sigue una distribución normal N ( , )μ σ

Para analizar el sesgo de los estimadores, se calcula la esperanza:

 
n n n

i
1 i i

i 1 i 1 i 1

x 1 1 1 n
ˆE ( ) E E x E(x ) (n )

n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
= = =

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥μ = = = = μ = μ

− − − − −⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

El sesgo del estimador  1μ̂  será:   1 1
n 1

ˆ ˆb( ) E( )
n 1 n 1

μ = μ − μ = μ − μ = μ
− −

 
n n n

i
2 i i

i 1 i 1 i 1

x 1 1 1
ˆE ( ) E E x E (x ) (n )

n n n n
= = =

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥μ = = = = μ = μ
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

El estimador  2μ̂ , que es la media muestral, es insesgado (centrado) y el estimador que se elige.

La eficiencia de los estimadores se analiza a través de su varianza:

 
n n n 2

2i
1 i i2 2 2 2

i 1 i 1 i 1

nx 1 1 1
ˆV ( ) V V x V (x ) (n )

n 1 (n 1) (n 1) (n 1) (n 1)
= = =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ σ⎢ ⎥ ⎢ ⎥μ = = = = σ =
−⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

 
n n n 2

2i
2 i i2 2

i 1 i 1 i 1

x 1 1 1
ˆV ( ) V V x V(x ) (n )

n n nn n= = =

⎡ ⎤⎡ ⎤ σ⎢ ⎥⎢ ⎥μ = = = = σ =
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

El estimador más eficiente será el de menor varianza. Comparando las varianzas de los estimadores:

22
2 2

2 12

n
ˆ ˆV ( ) V( ) puesto que (n 1) n

n (n 1)

σσ
μ = < = μ − <

−

El estimador  2μ̂ , que es la media muestral, es el mejor tanto al sesgo como a la eficiencia.

14 de Enero de 2020
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Los dos estimadores son consistentes:

2

1 1 2n n n

2

2 2
n n n

n
ˆ ˆlim E ( ) y lim V ( ) lim 0

(n 1)

ˆ ˆlim E ( ) y lim V ( ) lim 0 
n

→ → →

→ → →

⎧ σ
μ = μ μ = =⎪

−⎪
⎨

σ⎪ μ = μ μ = =⎪⎩

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

3. La distribución del tiempo de apertura de los flaps en los aviones
siguen una N( , 5)μ ,  contribuyendo a la aerodinámica del aparato

x(distancia velocidad   tiempo)= .

En segundos, se establece la hipótesis nula  0H :  18μ =  frente a la

alternativa  1H :  18μ ≠ .

Con un nivel de significación  0,01α = , con una muestra de 10 aviones,  siendo los tiempos en

segundos recogidos: 16 12 15 16 20 25 14 18 17 22

¿Se acepta la  hipótesis nula?

Solución:

a)  Se establecen las hipótesis:   0H :  18μ =      1H :  18μ ≠

Como la hipótesis alternativa es  18μ ≠  en la decisión deberán ser válidos valores de μ   tanto

mayores o menores que 18, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

La muestra bajo la hipótesis nula sigue una distribución 
5

N 18 , N (18, 1,58)
10

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

Regla decisión  0

0

x k Se aceptaH (R.A) 

x k Se rechazaH (R.C)

⎧ ≤⎪
⎨ >⎪⎩

Los valores críticos k se calculan mediante el nivel de significación  0,01α =

0 0 1 2

1 2

P Rechazar H H Cierta P x k N(18, 1,58) P (x k ) (x k

    P(x k ) P(x k ) 0,005 0,005 0,01

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = = > = < ∪ > =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= < + > = + =

1 1 1
1

k 18 k 18 k 18x 18
P(x k ) P P z P z 0,005

1,58 1,58 1,58 1,58
− − −−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤< = < = < = > − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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1
1

k 18
2,575 k 13,9315

1,58
−

− = → =

2 2
2

k 18 k 18x 18
P(x k ) P P z 0,005

1,58 1,58 1,58
− −−⎡ ⎤ ⎡ ⎤> = > = > =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2
2

k 18
2,575 k 22,0685

1,58
−

= → =

En consecuencia, la región de aceptación: 13,9315 x 22,0685< <

La media muestral observada (evidencia empírica)  

10

i
i 1

x

x 17,5
10
== =
∑

  se encuentra dentro de la región

de aceptación, afirmando con un nivel de confianza del 99%, que se verifica la hipótesis nula.

♦ El p_valor ( pα )  es el nivel de significación más pequeño posible que puede escogerse para el que

todavía se aceptaría la hipótesis alternativa con las observaciones actuales.

[ ]p 0p_ valor P Rechazar el estadístico muestral observado  / H  es Ciertaα = =      0x

/ n

− μ

σ

[ ] [ ] [ ]

p

x 18 17,5 18
P x 17,5 N(18, 1,58) P P z 0,316

1,58 1,58

      P z 0,316 P z 0,316 P z 0,316 2P z 0,316 2(0,3745) 0,749

⎡ ⎤− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= > = > = > − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
⎡ ⎤= > = < − + > = > = =⎣ ⎦

α

Tabla N(0,1) 0,31 0,32 0,316 0,32
x 0,3745

0,3783 0,3745 x 0,3745
− −

= → =
− −

Como  p 0,749 0,01α = > = α  se acepta

la hipótesis nula.
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♦ Métodos consecuencia del p_valor:

 El  pp_valor  = α es la abscisa de la distribución normal N(0,1)  que origina el estadístico de

contraste (estadístico empírico u observado), de modo que en un contraste bilateral (o de dos colas)

para la media poblacional se acepta la hipótesis nula cuando 
p / 2 /2z zα α≤

p

0
/ 2 /2

x
z z

/ n
α α

− μ
= ≤

σ
  

pp / 2 /2/ 2 / 2 z zα α→ α > α ⇒ ≤

p

0
/ 2 0,005 0

x 17,5 18
z 0,316 2,575 z Se acepta H

1,58/ n
α

− μ −
= = = < = →

σ

Señalar que 
pp / 2 p/ 2 P z 0,316 0,3745 0,749α

⎡ ⎤α = > = → α =⎣ ⎦

♦ Región de Rechazo:  0 /2R x z .
n

α

⎧ ⎫σ⎪ ⎪= − μ >⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

5
R 17,5 18 2,575 . 0,5

10

⎧ ⎫⎪ ⎪= − > = >⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

4,07

No se verifica la región de rechazo,  aceptando la hipótesis nula  18

→

μ =

♦ Observando si  la media de la hipótesis nula   18μ =  se encuentra dentro del intervalo de confianza

para la media poblacional  :μ   /2I.C ( ) x z
n

α

⎡ ⎤σ
μ = ±⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

5
I.C ( ) 17,5 2,575 13,43 , 21,57 18 13,43 , 21,57

10

⎡ ⎤
μ = ± = → μ = ∈⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦
Se acepta la hipótesis nula.
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4.  En una muestra aleatoria simple de 350 días, el número de quejas diarias en una compañía
aeronáutica queda reflejado en la siguiente tabla:

Nº urgencias 0 – 5 5 – 10 10 – 15 15 – 20 20 – 25 25 ‐ 30 Total días

Nº días 20

1e 17,43=
        65

2 e 59,99=
100

  

95

4e 100,35=
60

5e 48,86=
10

   
350

Contrastar, con un nivel de significación del 5%, si la distribución del número de quejas tratadas
diariamente en la compañía aeronáutica se ajusta a una distribución normal.

Solución:

Para decidir si los datos se distribuyen normalmente es necesario calcular la media y desviación típica.

Se establece la hipótesis nula  0H : 'La distribución empírica se ajusta a lanormal'

Se acepta la hipótesis nula, a un nivel de significación α  si

2k
i i2

k p 1
ii 1

estadístico contraste

(n e )

e− −
=

−
χ = ∑     

número intervalos   

númeroparámetros aestimar

k

p

≡
≡

 Se obtiene la media y la desviación típica:

Intervalo ix in i ix n.
ix n2

i .
0 ‐ 5 2,5 20 50 125

5 ‐ 10 7,5 65 487,5 3.656,25

10 ‐ 15 12,5 100 1250 1.5625

15 ‐ 20 17,5 95 1662,5 29.093,75

20 ‐ 25 22,5 60 1350 30.375

25 ‐ 30 27,5 10 275 7.562,5

6

i

i 1=

n = n = 350∑
6

i i

i 1=

x n 5075=∑
6

2
i i

i 1

x . n 86.437,5
=

=∑

6

i i

i 1

x . n

x 14,5
350

== =
∑

     

6 6
2 2

i i i i

i 1 i 1 22
x

(x x) . n x .n

(x ) 36,71
350 250

= =

−

σ = = − =
∑ ∑

      x 6,06σ =

Se procede al ajuste de una distribución normal N (14,5 , 6,06) ,  hallando las probabilidades de cada uno de

los intervalos:
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Intervalos
in ip i ie p . n= 2

i i(n e )− 2
i i i(n e ) / e−

0 ‐ 5 20 0,0498 17,43 6,6 0,38

5 ‐ 10 65 0,1714 59,99 25,1 0,42

10 ‐ 15 100 0,3023 105,81 33,76 0,32

15 ‐ 20 95 0,2867 100,35 28,62 0,29

20 ‐ 25 60 0,1396 48,86 124,1 2,54

25 ‐ 30 10 0,0366 12,81 7,9 0,62

  

n 350=
6

2
i i i

i 1

(n e ) / e 4,57
=

− =∑

0 ‐14,5 x 14,5 5 14,5
P(0 x 5) P P( 2,39 z 1,57)

6,06 6,06 6,06

P(1,57 z 2,39) P(z 1,57) P(z 2,39) 0,0582 0,00842 0,04978

⎡ ⎤− −
< < = < < = − < < − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= < < = > − > = − =

5 14,5 x 14,5 10 14,5
P(5 x 10) P P( 1,57 z 0,74)

6,06 6,06 6,06

P(0,74 z 1,57) P(z 0,74) P(z 1,57) 0,2296 0,0582 0,1714

⎡ ⎤− − −
< < = < < = − < < − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= < < = > − > = − =

10 14,5 x 14,5 15 14,5
P(10 x 15) P P( 0,74 z 0,08)

6,06 6,06 6,06

P(0,08 z 0,74) 1 P(z 0,74) P(z 0,08) 1 0,4681 0,2296 0,3023

⎡ ⎤− − −
< < = < < = − < < =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= < < = − > − > = − − =

15 14,5 x 14,5 20 14,5
P(15 x 20) P P( 0,08 z 0,91)

6,06 6,06 6,06

P(z 0,08) P(z 0,91) 0,4681 0,1814 0,2867

⎡ ⎤− − −
< < = < < = < < =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= > − > = − =

20 14,5 x 14,5 25 14,5
P(20 x 25) P P( 0,91 z 1,73)

6,06 6,06 6,06

P(z 0,91) P(z 1,73) 0,1814 0,0418 0,1396

⎡ ⎤− − −
< < = < < = < < =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= > − > = − =

25 14,5 x 14,5 30 14,5
P(25 x 30) P P(1,73 z 2,56)

6,06 6,06 6,06

P(z 1,73) P(z 2,56) 0,0418 0,0052 0,0366

⎡ ⎤− − −
< < = < < = < < =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= > − > = − =

Se calculan las frecuencias esperadas, multiplicando las probabilidades por el número total de datos  i ie p . n=
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 Se calcula el estadístico de contraste  2χ , donde el número de grados de libertad es

k p 1 (nº intervalos) (nº parámetros a estimar) 1 6 2 1 3− − = − − = − − = , con lo cual,

                        
26

i i2
3

ii 1

(n e )
4,57

e
=

−
χ = =∑

Adviértase que las modalidades son independientes, con lo que el número de grados de libertad son

(k p 1 )− − . Se han tenido que calcular dos parámetros:  yμ σ

Por otra parte, el estadístico teórico  2
0,05 , 3 7,815χ =

Como  2 2
3 0,05 , 34,57 7,815χ = < χ = , se acepta la hipótesis nula a un nivel de significación del 5%. En

consecuencia, la variable aleatoria número de quejas diarias en la compañía aeronáutica sigue una distribución

N (14,5 , 6,06) .
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 EXAMEN EXTRAORDINARIO DE  ESTADÍSTICA TEÓRICA (18 DE JUNIO DE 2020. DE 16.00 – 18.00 HORAS)

CUESTIONES TEÓRICAS (1 punto cada cuestión)

1.  El índice de cotización diaria de ciertas acciones en la Bolsa de Madrid, se distribuye según una  distribución
N(50, 2,5) . Un inversor decide invertir un día si el índice se sitúa entre 52,5 y 57,5. ¿Cuál es la probabilidad de

que un día invierta?. ¿Cuál es la probabilidad de que de 200 días invierta a lo sumo en 20 días?

2.  Justificar las siguientes respuestas, diciendo si verdadera o falsa.

a)  Para un tamaño muestral dado, manteniendo todo los demás constante, si aumenta el tamaño la potencia
   del contraste mejora.

b) Cuando se realiza un contraste al 1% de significación, en lugar de hacerlo al 5%, el p_valor resultante cambia.

c)  La masa de probabilidad de la región de rechazo o crítica es 1−α

d)  Si aumenta el valor de la desviación típica de la población, manteniendo los demás valores constantes,
   el p_valor aumenta en un contraste para la media poblacional.

3.  Se quiere analizar el tiempo que los niños españoles dedican a ver la televisión durante la semana. En una
muestra aleatoria simple (m.a.s) de 16 niños se ha obtenido que el tiempo medio dedicado a ver la televisión es
de 18,36 horas a la semana, con una cuasidesviación típica de 3,92 horas. Se supone que la variable aleatoria
“número de horas dedicadas semanalmente a ver la televisión"  sigue una distribución normal.

a)  Calcular un intervalo de confianza al 90% para el tiempo medio que los niños españoles (variable 1) dedican a
   ver la televisión.
b)  Se obtiene la salida de SPSS o Excel, correspondiente a un contraste bilateral realizado sobre la muestra
   anterior. Indicar las hipótesis nula y alternativa de dicho contraste, y la conclusión a la que llegar (para un nivel
   de significación del 10 %).

Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas desiguales

Variable 1 Variable 2

Media 18,3625 17

Varianza 15,3665 0

Observaciones 16 16

Diferencia hipotética de las medias 0

Grados de libertad 15

Estadístico t 1,3903016

P(T t)≤  una cola 0,09236181

Valor crítico de t (una cola) 1,75305036

P(T t)≤  dos colas 0,18472363

Valor crítico de t (dos colas) 2,13144955

c)  En una investigación similar realizada hace 5 años, se concluyó que el tiempo medio dedicado a ver la
   televisión por los niños españoles era de 16 horas a la semana. Con un nivel de significación del 1 %, ¿se
   puede afirmar que el tiempo medio dedicado a ver la televisión ha aumentado en estos 5 años?.
   Explicar los supuestos que se emplean, los diferentes pasos del proceso y sus conclusiones.



EXAMEN EXTRAORDINARIO DE  ESTADÍSTICA TEÓRICA (18 DE JUNIO DE 2020. DE 16.00 – 18.00 HORAS)

EJERCICIOS (1,75 punto cada ejercicio)

1.  El domingo 100 personas van al kiosco: 70 compran periódicos, 30 compran chicles y 10 cosas
variadas, 20 periódicos y revistas, 20 periódicos y chicles, y 15 chicles y revistas.
a)  Calcula la probabilidad de no comprar nada
b)  La probabilidad de comprar las tres cosas
c)  La probabilidad de comprar una sola cosa
d)  La probabilidad de comprar al menos dos cosas

2.  Una fábrica produce una pieza para el motor de un avión, la longitud de a pieza es una variable aleatoria

con función de densidad  f(x) k(x 1)(3 x)= − −  en el intervalo   [ ]1, 3  y  cero en el resto. Una pieza es válida si su

longitud está comprendida entre 1,7 y 2, 4 m. Se pide:

a)  ¿Cuál es la probabilidad de que una determinada pieza sea válida?

b)  Si las piezas se empaquetan en lotes de 5 unidades y pasan al Departamento de Calidad, que acepta el lote
   para la venta si contiene menos de 2 piezas defectuosas. ¿Cuál es la probabilidad de que un lote concreto
   sea rechazado?
c)  Si se han preparado 1000 lotes en el mes, cuyo coste de fabricación es de 20.000 euros por lote y cuyo
   precio de venta es de 30.000 euros. ¿Qué beneficio medio obtendrá la empresa?

3.  En la fabricación de un producto se hacen controles diarios para garantizar su calidad. El sistema de control
consiste en seleccionar una muestra aleatoria de la producción diaria, y estudiar el porcentaje de piezas cuyo
nivel de defectos supera un cierto umbral.
a)  Se ha analizado una muestra de 50 piezas correspondientes a la producción del último día, siendo el
   resultado del análisis que 7 piezas superaban el valor umbral de defectos. Construir un intervalo de
   confianza al 95% para el porcentaje de piezas defectuosas en la producción de ese día.
b)  La empresa ha decidido que descartaría la producción de un día determinado si el porcentaje de piezas
   defectuosas ese día supera el 8%. Utilizando los datos de la muestra del apartado (a), realizar el contraste
   oportuno (usando α = 0,05) para saber si la empresa debe descartar la producción de ese día.

4.  Para una muestra aleatoria simple de 125 empresarios de un país A (35 mujeres  y 90 hombres) se ha
obtenido que el número medio de cambios de trabajo en un periodo de 5 años fue de 1,91, con una
cuasidesviación típica de 1,32. Se ha tomado otra muestra aleatoria simple de 86 empresarios de otro país  B
(38 mujeres y 48 hombres), en la que el número medio de cambios de empleo en el mismo periodo fue de
0,21, con una cuasidesviación típica de 0,53.
Sabiendo que la característica en estudio sigue una ley normal. Se pide:

a)  ¿Se puede afirmar que, en media, los empresarios del país A cambian un mayor número de veces de
   empleo que los empresarios del país B? . Se asume un nivel de significación  0,05α =
b)  Indicar una cota (lo más ajustada posible) para la potencia del test cuando las medias de ambas
   poblaciones sean iguales.

c)  ¿Se puede afirmar que la proporción de hombres empresarios es igual para ambas nacionalidades?. Se
   asume un nivel de significación  0,05α = . Indicar los supuestos necesarios para realizar este contraste.
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CUESTIONES TEÓRICAS RESUELTAS (1 punto cada cuestión)

1.  El índice de cotización diaria de ciertas acciones en la Bolsa de Madrid, se distribuye según una  distribución
N(50, 2,5) . Un inversor decide invertir un día si el índice se sitúa entre 52,5 y 57,5. ¿Cuál es la probabilidad de

que un día invierta?. ¿Cuál es la probabilidad de que de 200 días invierta a lo sumo en 20 días?

Solución:

Sea X la variable "índice de cotización". La probabilidad de que un día invierta es:

52,5 50 X 50 57,5 50
P(52,5 X 57,5) P P(1 z 3) 0,1573

2,5 2,5 2,5
− − −⎛ ⎞< < = < < = < < =⎜ ⎟

⎝ ⎠

Sea ahora, η  la variable "número de días que invierte, de los 200 días elegidos".

Siendo η  una variable binomial B(200, 0,1573) , con media  x200 0,1573 31,46μ = =  y con desviación típica

x x200 0,1573 0,8427 5,1489σ = =

En consecuencia,  N(31,46 , 5,1489)η∼

La probabilidad de que invierta a lo sumo 20 días, aplicando la corrección por continuidad:

31,46 20 31,46
P( 20) (corrección continuidad) P( 20,5) P P(z 2,23) 0,0129

5,1489 5,1489
η− −⎛ ⎞η≤ = = η≤ = ≤ = ≤ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2.  Justificar las siguientes respuestas, diciendo si verdadera o falsa.

a)  Para un tamaño muestral dado, manteniendo todo los demás constante, si aumenta el tamaño la
potencia del contraste mejora.
b) Cuando se realiza un contraste al 1% de significación, en lugar de hacerlo al 5%, el p_valor resultante
cambia.
c)  La masa de probabilidad de la región de rechazo o crítica es 1−α

d)  Si aumenta el valor de la desviación típica de la población, manteniendo los demás valores constantes,
el p_valor aumenta en un contraste para la media poblacional.

Solución:

a) Verdadera:  La potencia aumenta con el tamaño de la muestra.

b) Falsa:  El p_valor es independiente del nivel de significación utilizado, ya que corresponde al valor en
probabilidad de la muestra bajo la hipótesis nula.

c) Falsa:  La masa de probabilidad de la región crítica o región de rechazo es α .

d) Verdadera:  Al dividir el estadistico de contraste ‐  por  / nσ  (varianza poblacional conocida)  o por

xs / n  (varianza poblacional desconocida)  ‐  aumenta al dividir por una cantidad menor.
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3.  Se quiere analizar el tiempo que los niños españoles dedican a ver la televisión durante la semana. En una
muestra aleatoria simple (m.a.s) de 16 niños se ha obtenido que el tiempo medio dedicado a ver la televisión es
de 18,36 horas a la semana, con una cuasidesviación típica de 3,92 horas. Se supone que la variable aleatoria
“número de horas dedicadas semanalmente a ver la televisión"  sigue una distribución normal.

a)  Calcular un intervalo de confianza al 90% para el tiempo medio que los niños españoles (variable 1) dedican a
   ver la televisión.
b)  Se obtiene la salida de SPSS o Excel, correspondiente a un contraste bilateral realizado sobre la muestra
   anterior. Indicar las hipótesis nula y alternativa de dicho contraste, y la conclusión a la que llegar (para un nivel
   de significación del 10 %).

Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas desiguales

Variable 1 Variable 2

Media 18,3625 17

Varianza 15,3665 0

Observaciones 16 16

Diferencia hipotética de las medias 0

Grados de libertad 15

Estadístico t 1,3903016

P(T t)≤  una cola 0,09236181

Valor crítico de t (una cola) 1,75305036

P(T t)≤  dos colas 0,18472363

Valor crítico de t (dos colas) 2,13144955

c)  En una investigación similar realizada hace 5 años, se concluyó que el tiempo medio dedicado a ver la
   televisión por los niños españoles era de 16 horas a la semana. Con un nivel de significación del 1 %, ¿se
   puede afirmar que el tiempo medio dedicado a ver la televisión ha aumentado en estos 5 años?.
   Explicar los supuestos que se emplean, los diferentes pasos del proceso y sus conclusiones.

Solución

a)  Sea la v.a. X "número de horas dedicadas semanalmente a ver la televisión" , X N( , )= μ σ∼

Datos obtenidos:   x 15 , 0,05x 18,36 s 3,92 n 16 0,1 t 1,753= = = α = =

[ ] [ ]x
n 1 , / 2

s 3,92
IC ( ) x t . 18,36 1,753. 18,36 1,7179 16,642 , 20,078

n 16
α − α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
μ = ± = ± = ± =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

b)  El contraste es:   0 1H : 17 H : 17μ = μ ≠

Siendo  0p_ valor 0,1847 0,1 No se rechaza la hipótesis nula H= > →

Se puede responder a esta pregunta a partir de la región crítica, pero es necesario utilizar la tabla de la t de
Student, ya que el valor crítico indicado en la salida corresponde a un nivel de significación del 5 %.

c)  El contraste es:   0 0 1H : 16 H : 16μ ≤μ = μ >
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Se acepta la hipótesis nula sí  0
p , n 1 p 0,01 ,152 2

x

x 18,3625 16
t t t 2,408 t 2,602

s 3,92
16n

α −

−μ −
= ≤ → = = ≤ =

Se acepta la hipótesis nula a un nivel de significación  0,01α = , con lo que se concluye que no se puede
afirmar que el tiempo dedicado a ver la televisión haya aumentado respecto al observado hace 5 años.
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EJERCICIOS RESUELTOS (1,75 punto cada ejercicio)

1.  El domingo 100 personas van al kiosco: 70 compran periódicos, 30 compran chicles y 10 cosas
variadas, 20 periódicos y revistas, 20 periódicos y chicles, y 15 chicles y revistas.
a)  Calcula la probabilidad de no comprar nada
b)  La probabilidad de comprar las tres cosas
c)  La probabilidad de comprar una sola cosa
d)  La probabilidad de comprar al menos dos cosas

Solución:
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2.  Una fábrica produce una pieza para el motor de un avión, la longitud de a pieza es una variable aleatoria con

función de densidad  f(x) k(x 1)(3 x)= − −  en el intervalo   [ ]1, 3  y  cero en el resto. Una pieza es válida si su

longitud está comprendida entre 1,7 y 2, 4 m. Se pide:

a)  ¿Cuál es la probabilidad de que una determinada pieza sea válida?

b)  Si las piezas se empaquetan en lotes de 5 unidades y pasan al Departamento de Calidad, que acepta el lote
   para la venta si contiene menos de 2 piezas defectuosas. ¿Cuál es la probabilidad de que un lote concreto
   sea rechazado?

c)  Si se han preparado 1000 lotes en el mes, cuyo coste de fabricación es de 20.000 euros por lote y cuyo
   precio de venta es de 30.000 euros. ¿Qué beneficio medio obtendrá la empresa?

Solución:

a) Se calcula el valor de k para que  f(x)  sea función de densidad:

       
333 3

2 2

1 1
1

4kx 3
1 k(x 1)(3 x)dx k ( x 4x 3)dx k 2x 3x k

3 3 4

⎡ ⎤
= − − = − + − = − + − = → =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫

         [ ]
2,432,4

2 2

1,7
1,7

3 3 x
P Una pieza sea válida ( x 4x 3)dx 2x 3x 0,50225

4 4 3

⎡ ⎤
= − + − = − + − =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫

b) [ ]P Una pieza sea rechazada 1 0,50225 0,49775= − =

Sea la variable aleatoria  "piezas defectuosas en un lote de 5 piezas" , B(5, 0,49775)η≡ η∼

La probabilidad de que un lote sea rechazado:

0 5 1 4
x x

5 5
P( 2) 1 P( 2) 1 0,49775 0,50225 0,49775 0,50225 0,80967

0 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

η≥ = − η< = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

c)  El número  ξ  de lotes rechazados entre los 1000 fabricados en un mes es una variable aleatoria

bidimensional  B(1000 , 0,80967)ξ ∼ . En consecuencia,

xE( ) n.p 1000 0,80967 809,67 10 número medio de lotes rechazados ξμ = ξ = = =

x xBeneficio medio 190 30.000 1000 20.000 14.300.000= − = −
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3.  En la fabricación de un producto se hacen controles diarios para garantizar su calidad. El sistema de control
consiste en seleccionar una muestra aleatoria de la producción diaria, y estudiar el porcentaje de piezas cuyo
nivel de defectos supera un cierto umbral.
a)  Se ha analizado una muestra de 50 piezas correspondientes a la producción del último día, siendo el
   resultado del análisis que 7 piezas superaban el valor umbral de defectos. Construir un intervalo de
   confianza al 95% para el porcentaje de piezas defectuosas en la producción de ese día.
b)  La empresa ha decidido que descartaría la producción de un día determinado si el porcentaje de piezas
   defectuosas ese día supera el 8%. Utilizando los datos de la muestra del apartado (a), realizar el contraste
   oportuno (usando α = 0,05) para saber si la empresa debe descartar la producción de ese día.

Solución:

a) Siendo 
7

p̂ 0,14
50

= = , el intervalo de confianza pedido es:

         [ ]/ 2 0,025

xˆ ˆp .q 0,14 0,86
ˆI(p) p z . 0,14 1,96 . 0,0438 , 0,2361 z 1,96

n 50α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ± = ± = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

b) Es un contraste unilateral a la derecha:   0 0 1 0H : p p 0,08 H : p p≤ = >

Se acepta la hipótesis nula cuando:   0
p p 0,05

x

p̂ p 0,14 0,08
z z z 1,564 z 1,645

ˆ ˆp .q 0,08 0,92
n 50

α

− −
= ≤ → = = ≤ =

Por tanto, se acepta la hipótesis nula al nivel de significación  0,05α = , aceptando la producción de ese día.

4.  Para una muestra aleatoria simple de 125 empresarios de un país A (35 mujeres  y 90 hombres) se ha
obtenido que el número medio de cambios de trabajo en un periodo de 5 años fue de 1,91, con una
cuasidesviación típica de 1,32. Se ha tomado otra muestra aleatoria simple de 86 empresarios de otro país  B
(38 mujeres y 48 hombres), en la que el número medio de cambios de empleo en el mismo periodo fue de
0,21, con una cuasidesviación típica de 0,53.
Sabiendo que la característica en estudio sigue una ley normal. Se pide:

a)  ¿Se puede afirmar que, en media, los empresarios del país A cambian un mayor número de veces de
   empleo que los empresarios del país B? . Se asume un nivel de significación  0,05α =
b)  Indicar una cota (lo más ajustada posible) para la potencia del test cuando las medias de ambas
   poblaciones sean iguales.

c)  ¿Se puede afirmar que la proporción de hombres empresarios es igual para ambas nacionalidades?. Se
   asume un nivel de significación  0,05α = . Indicar los supuestos necesarios para realizar este contraste.

Solución:

a)  Se contrastan las hipótesis:  0 A B 1 A BH :   0 H :   0μ − μ = μ − μ >

 Los datos son:    
A A A A

B B B B

90ˆx 1,91 n 125 s 1,32 p 0,72
125
48ˆx 0,21 n 86   s 0,53 p 0,56
86

= = = = =

= = = = =
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Se  trata de un contraste unilateral a la derecha.  Se acepta  0H  sí   p observadoz z zα= ≤

Estadístico de contraste:  A B
p 2 2 2 2

A B

A B

x x 1,91 0,21
z 12,96

s s 1,32 0,53
125 86n n

− −
= = = ≤

++
0,051,645 z=

Por el teorema Central del Límite (TCL), este estadístico sigue aproximadamente una distribución normal, se
rechaza la hipótesis nula  0H , concluyendo que existe una diferencia significativa en los números medios de

cambios de trabajo en las dos poblaciones a un nivel de significación  0,05α = .
No hace falta asumir la normalidad  dado que las muestras son grandes  (n 30)> .

Además, no hace falta asumir la igualdad de varianzas poblacionales, éstas se estiman a partir de las
cuasivarianzas muéstrales.

b)  La potencia del test de contraste cuando   0 A BH :   0μ − μ =   es  0,05≤ , coincide con el valor de α  bajo la

hipótesis nula.

c)  Se tiene el contraste   0 A B 1 A BH :  p p 0 H :  p p 0− = − ≠

Se  trata de un contraste bilateral.  Se acepta  0H  sí   p / 2 / 2z zα≤

Estadístico de contraste:  A B
p / 2

A A B B

A B

ˆ ˆp p 0,72 0,56
z 2,39

ˆ ˆ ˆ ˆp .q p .q 0,72 . 0,28 0,56 . 0,44
n n 125 86

− −
= = = ≤

+ +
0,0251,96 z=

Por tanto, se rechaza la hipótesis nula, no se puede afirmar que la proporción de hombres empresarios cambien
igual de trabajo en las dos poblaciones a un nivel de significación  0,05α = . Cambian más de trabajo en la
población A.

Se tienen muestras aleatorias simples, con tamaños muestrales grandes, por tanto la suma de las  distribuciones
de Bernouilli se puede aproximar a una distribución normal aplicando el TCL.
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PREGUNTAS TEÓRICAS (1 PUNTO CADA PREGUNTA TEÓRICA)

1.  De una población normal N(0,1)  se toma una muestra aleatoria de tamaño 5, de media  x  y de desviación

típica  xσ . Calcular:   
x

x
P 2,302
⎛ ⎞

>⎜ ⎟σ⎝ ⎠
   ,   

x

x
P 1,388
⎛ ⎞

<⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠

Se sabe que si de una población normal N( , )μ σ  se toma una muestra de tamaño n, la variable

n 1
xx

x x
t . n 1

/ n 1
−

− μ − μ
= = −

σσ −
  es una t de Student con  (n 1)−  grados de libertad.

En consecuencia,  4
x x

x 0 2 x
t . 5 1

−
= − =

σ σ

( )4
x x

2 xx
P 2,302 P 4,604 P t 4,604 0,005
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

> = > = > =⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )4 4
x x

2 xx
P 1,388 P 2,776 P 2,776 t 2,776 1 2. P t 2,776 1 2.0,025 0,95
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≤ = ≤ = − ≤ ≤ = − ≥ = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2.  Una variable aleatoria X sigue una distribución de la t de Student, sabiendo que la varianza 
n

2
t 3σ = . Calcular

los puntos críticos:   0,20 ; nt   ,   0,99 ; nt

Si la variable aleatoria X sigue una distribución t de Student con n grados de libertad, tiene de media 
nt

0μ =  y

varianza  
n

2
t

n
n 2

σ =
−

. Por tanto, 
n

2
t

n
3 n 3n 6 n 3

n 2
σ = = → = − → =

−

0,20 ; n 0,20 ; 3t t 0,978= =

0,99 ; n 0,99 ; 3 1 0,99 ; 3 0,01 ; 3t t t t 4,541−= = − = − = −

3.  Sean  1 2 3 50X , X , X , , X  variables aleatorias N(0,1) , independientes entre sí, siendo las variables

independientes  2 2 2 2
1 2 3 15U X X X X= + + + +   ,   2 2 2 2

1 2 3 25V X X X X= + + + +   e   Y U V= + .  Calcular P(Y 60)≥

Si  1 2 3 nX , X , X , , X son variables aleatorias independientes entre sí N(0,1) ,

la variable  2 2 2 2 2
n 1 2 3 nX X X Xχ = + + + +  es una Chi‐cuadrado de Pearson con n grados de libertad

Si U y V son dos Chi‐cuadrado de Pearson, respectivamente con 15 y 25 grados de libertad, independientes entre
sí, la suma de las dos variables U V+ es una Chi‐cuadrado con 50 grados de libertad:

2 2 2 2
15 25 15 25 50Y U V += + = χ + χ = χ = χ

De otra parte,  ( )2
n

n 30
N n, 2n

>χ ⎯⎯⎯⎯→ , con lo que,  ( ) ( )2
50Y N 50 , 100 N 50 ,10χ ≡ ≡∼

Y 50 60 50
P(Y 60) P P(z 1) 0,1587

10 10
− −⎛ ⎞≥ = ≥ = ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠



EJEERCICIOS (1,75 PUNTO CADA EJERCICIO)

1.  Sean A y B dos sucesos con P(A) 0,5= ,  P(B) 0,3=  y  P(A B) 0,1∩ =

Calcular la probabilidad de que ocurra exactamente uno de los dos sucesos.

Sea  E = suceso exactamente ocurre uno: E (A B) (A B)= ∩ ∪ ∩

P(E) P (A B) (A B) P(A B) P(A B)= ∩ ∪ ∩ = ∩ + ∩⎡ ⎤⎣ ⎦  ya que  (A B) y (A B)∩ ∩  son incompatibles.

Por otra parte, A B A (A B) P(A B) P(A) P(A B)∩ = − ∩ → ∩ = − ∩

Del mismo modo: A B B (A B) P(A B) P(B) P(A B)∩ = − ∩ → ∩ = − ∩

con lo cual, P(E) P(A B) P(A B) P(A) P(B) 2.P(A B) 0,5 0,3 2.0,1 0,6= ∩ + ∩ = + − ∩ = + − =

2.  Una variable aleatoria continua X tiene por función de densidad:  

2k . x
0 x 6             

f(x) 36
0 restantes valores

⎧
⎪ ≤ ≤= ⎨
⎪⎩

a)  Encontrar k  para que  f(x)  sea función de densidad. Representarla.

b)  Hallar la función de distribución de X. Representarla.

c)  Hallar la media y desviación típica.

d)  Calcular las probabilidades:  P(0 X 1)< ≤   y  P( X 2)≤

a)  Para que  f(x)  sea función de densidad debe verificarse:

0 6

0 6
1 f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx

∞ ∞

−∞ −∞
= = + +∫ ∫ ∫ ∫

Como la primera y la tercera integral son iguales a cero, se tiene:
62 36

0 0

k . x k x k 1
1 dx .72 2k k

36 36 3 36 2

⎡ ⎤
= = = = ⇒ =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫

Por tanto, 

2x
0 x 6             

f(x) 72
0 restantes valores

⎧
⎪ ≤ ≤= ⎨
⎪⎩

b)  La función de distribución será:

Sí 
0

x 0 F(x) f(t)dt 0
−∞

< = =∫
Sí 

x2 3 3x x

0 0

t t x
0 x 6 F(x) f(t)dt dt

72 216 216−∞

⎡ ⎤
≤ ≤ = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫



Sí 
62 3x 6

0 0

t t
x 6 F(x) f(t)dt dt 1

72 216−∞

⎡ ⎤
> = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫

Luego, 
3

0 x 0      

x
F(x) 0 x 6

216
1 x 6     

<⎧
⎪
⎪= ≤ ≤⎨
⎪

>⎪⎩

c)  Media: 
62 46 6

1 X
0 0 0

x 1 x
E(X) x. f(x)dx x. dx 4,5

72 72 4

⎡ ⎤
α = μ = = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
62 56 6

2 2 2
2

0 0 0

x 1 x
E(X ) x . f(x)dx x . dx 21,6

72 72 5

⎡ ⎤
α = = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
Varianza:    2 2 2

X 2 1 21,6 4,5 1,35σ = α −α = − =

Desviación típica:    2
X X 1,35 1,16σ = σ = =

d)  
1 0 1

P(0 X 1) F(1) F(0)
216 216 216

< ≤ = − = − =

      
32 8 1

P( X 2) P( 2 X 2) F(2) F( 2) 0
216 216 27

≤ = − ≤ ≤ = − − = − = =

3.  Una compañía de seguros garantiza pólizas de seguros individuales contra un cierto tipo de accidentes. Una
encuesta ha permitido estimar que a lo largo de un año cada persona tiene una posibilidad de cada mil de ser
víctima de un accidente que esté cubierto de pólizas y que la compañía podrá vender una media de cuatro mil
pólizas de seguros de este tipo al año. Se pide:

a)  Probabilidad de que el número de accidentes, cubiertos por la póliza, no pase de cuatro por año.

b)  Número de accidentes esperados por año.

c)  Probabilidad de que el número de accidentes sea superior a dos por año.

d)  Probabilidad de que ocurran doce accidentes por año.

a)  La variable X = "Número de accidentes por año de un grupo de 4.000 personas que esté cubierto por póliza"

sigue una distribución binomial B(4.000 , 0,001)  de parámetros n 4.000=  y 
1

p 0,001
1.000

= =

4000 kk4.000
P(X k) . (0,001) . (0,999)

k
−⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Es necesario buscar una distribución que sea una buena aproximación de ésta.

La distribución de Poisson es una buena aproximación, ya que p 0,001=  es muy pequeño y

n.p 4.000.0,001 4 5= = < . Por tanto, la variable aleatoria X P( n.p 4)λ = =∼



k
44

P(X k) .e
k!

−= = . Se tiene entonces que,

0 2 3 4
4 4 4 4 4

0 2 3 4
4

P(X 4) P(X 0) P(X 1) P(X 2) P(X 3) P(X 4)

4 4 4 4 4
             .e .e .e .e .e

0! 1! 2! 3! 4!

4 4 4 4 4
             .e 34,34.0,0183 0,6289

0! 1! 2! 3! 4!

− − − − −

−

≤ = = + = + = + = + = =

= + + + + =

⎡ ⎤
= + + + + = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

b)  El número de accidentes esperados por año que están cubiertos por la póliza es igual a su media, es decir:

      X 4μ = λ =

0 2
4 4 4

c)  P(X 2) 1 P(X 2) 1 P(X 0) P(X 1) P(X 2)

4 4 4
                  1 .e .e .e 1 0,0183 0,0733 0,1465 1 0,2381 0,7619

0! 1! 2!
− − −

> = − ≤ = − = + = + = =⎡ ⎤⎣ ⎦
⎡ ⎤

= − + + = − + + = − =⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎣ ⎦

d)  
12

44
P(X 12) .e 0,0006

12!
−= = =

4.  El número de millones de metros cúbicos que tiene un embalse sigue una distribución normal  N(980, 50) .

El consumo diario de las poblaciones que sirve es una normal N(85, 30) .  Si se sabe que durante una tormenta la

cantidad de agua que se embolsa es una normal N(50, 25) .

Un día han caído dos tormentas, calcular la probabilidad de que al final del día el agua embalsada sea menor o
igual que 980 metros cúbicos.

Agua del embalse:   1 1 1X N( , ) N (980,50)μ σ ≡∼

Consumo diario:   2 2 2X N( , ) N(85,30)μ σ ≡∼

  [ ]
[ ]

3 3 3

3 3
2

3 3

x

x

Agua una tormenta: X N( , ) N(50,25)                                

E(2X ) 2E X 2 50 100            
Agua dos tormentas:   

Var (2X ) 4 Var X 4 25 2.500

μ σ ≡⎧
⎪

⎧ = = =⎨ ⎪
⎨⎪ = = =⎪⎩⎩

∼

Agua con dos tormentas:  32X N(100 , 2.500) N(100 , 50)≡∼

Agua embalse un día con dos tormentas:

[ ]
[ ]

( )

1 2 1 1 3
1 2 3 2 2 2

1 2 1 1 3

E(Y) E X X 2X E(X ) E(X ) E(2X ) 980 85 100 995               
Y X X 2X  

Var (Y) V X X 2X V(X ) V(X ) V(2X ) 50 30 4.25 5.900

Y N 995, 5.900 N(995, 76,81)                                        

⎧ = − + = − + = − + =⎪= − + ⎨ = − + = + + = + + =⎪⎩

≡∼                                                       

Y 995 980 995
P(Y 980) P P(z 0,19) P(z 0,19) 2P(z 0,19) 0,4247

76,81 76,81
− −⎡ ⎤≤ = ≤ = ≤ − = ≥ = ≥ =⎢ ⎥⎣ ⎦
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II CONTROL DE  ESTADÍSTICA TEÓRICA (Hora: 16.00 ‐ 17.30)

CUESTIONES TEÓRICAS (1 punto cada cuestión)

1.  Una variable aleatoria sigue la distribución de una F de Fisher‐Snedecor, con media  3μ = ,

     calcular los puntos críticos  0,05 , n , nF   y    0,95 , n , nF

2.  Analizar la verdad o no de las siguientes afirmaciones y explicar por qué:

a)  P(Error  tipo I)   P(Error  Tipo II)   1+ =

b)  Cuando disminuye la probabilidad de cometer un Error de Tipo I, también disminuye la
     probabilidad de cometer un Error de Tipo II.

3.  Determina el tamaño de muestra necesario para obtener un intervalo de amplitud 10, con una
     significación  0,05α = , para la media de una población normal con  varianza 100.

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1.  La distribución del peso de los dispositivos de un motor de avión sigue una distribución normal
N( , 7)μ . Se pide analizar cuál de los dos estimadores  1μ̂ y   2μ̂ del peso medio es mejor respecto del

sesgo y de la eficiencia, para una muestra aleatoria simple de tamaño cinco.

                             

5

i

i 1
1

X

ˆ
5

=μ =
∑

   y       2 1 2 3 4 5ˆ X 2X 3X 4X Xμ = + + − −

2.  La empresa Embraer S.A. está desarrollando un nuevo dispositivo en el motor de aviones, para
ello trabaja con dos  muestras de esquemas transitorizados que siguen una ley normal.
La primera muestra, de tamaño 13, tiene una vida media de 1.200 horas con una cuasidesviación
típica de 20 horas. La segunda muestra, de tamaño 16, presenta una vida media de 1.000 horas, con
una cuasidesviación típica de 25 horas.  Con un nivel de confianza del 90%, ¿existe diferencia
significativa entre la media de vida de los dos esquemas?

3.  La característica  en estudio  de una población X N( , )μ σ∼ , contrastar con un nivel de

significación del 20%, las hipótesis nula   2
0H :  10σ =  y la alternativa  2

1H :  10σ ≠ . Se toma una

muestra aleatoria simple de tamaño 7, cuyo resultado es:   7,1 5,3 4,7 8 9,9 3,4 3,6
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II CONTROL DE  ESTADÍSTICA TEÓRICA (Hora: 16.00 ‐ 17.30)

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

4.  Una empresa dedicada a la fabricación de artículos deportivos dispone de dos máquinas para el
inflado de balones. La presión en Kg del inflado de la máquina A sigue una ley normal  AN( , 1,6)μ  y

la presión en Kg del inflado de la máquina B se distribuye según una ley  BN( , 1,2)μ .

Contrastar con un nivel de significación del 5% sí   0 A BH : 1μ − μ ≥  frente a   1 A BH : 1μ − μ < .

Para ello se toman dos muestras aleatorias simples de balones que dan las siguientes presiones de
inflado:

Máquina A   4 5 3 6 7 5,5 4,5 6 4

Máquina B 3 5 7 3,5 4 4,5 6

¿Cuál es el resultado del contraste?
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SOLUCIÓN II CONTROL DE  ESTADÍSTICA TEÓRICA

CUESTIONES TEÓRICAS (1 punto cada cuestión)

1.  Una variable aleatoria sigue la distribución de una F de Fisher‐Snedecor, con media  3μ = ,

     calcular los puntos críticos  0,05 , n , nF   y    0,95 , n , nF

Sean  2
nχ  y   2

mχ  dos variables  2χ de Pearson, respectivamente, con n y m grados de libertad,

independientes entre sí, se denomina F de Fisher‐Snedecor con n y m grados de libertad a la
variable:

2
n
2
m

/ n
F

/m

χ
=
χ

.   Tiene por media 
n

n 2
μ =

−
 sí n 2>

n n
3 3n 6 n n 3

n 2 n 2
μ = ⇒ = ⇒ − = ⇒ =

− −

0,05 , 3 , 3 0,95 , 3 , 3
0,05 , 3 , 3

7
1 1

F 9,2766 F 0,107
F 9,2766

= = = =

2.  Analizar la verdad o no de las siguientes afirmaciones y explicar por qué:

a)  P(Error  tipo I)   P(Error  Tipo II)   1+ =

b)  Cuando disminuye la probabilidad de cometer un Error de Tipo I, también disminuye la
     probabilidad de cometer un Error de Tipo II.

a)  Error Tipo I:  0 0P(ET I) P(Rechazar H / H cierta)α = =

Un Error Tipo I es un falso positivo, como una alarma de fuego que suena cuando no existe tal fuego.

Error Tipo II:  0 0P(ET II) P(Aceptar H / H falsa)β = =

Un Error Tipo II es el caso de un falso negativo, como una alarma que falla y no suena cuando existe
un fuego.

Un Error Tipo I puede tener consecuencias menos aceptables que las que tendría un Error Tipo II. En
términos económicos, cometer un Error Tipo II podría ser menos costoso que un Error Tipo I

No es verdad P(Error  tipo I)   P(Error  Tipo II)   1+ =  porque no son complementarios.
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b)  No es verdad. Se encuentran inversamente
relacionados.

3.  Determina el tamaño de muestra necesario para obtener un intervalo de amplitud 10, con una
     significación  0,05α = , para la media de una población normal con  varianza 100.

/2 / 2 0,025A 2z z z 1,96
n

α α
σ

= = =

2
x x x

10
10 2 1,96 n 2 1,96 n 3,92 15,36 16

n
= → = → = = ≈

EJERCICICOS (1,75 punto cada ejercicio)

1.  La distribución del peso de los dispositivos de un motor de avión sigue una distribución normal
N( , 7)μ . Se pide analizar cuál de los dos estimadores  1μ̂ y   2μ̂ del peso medio es mejor respecto del

sesgo y de la eficiencia, para una muestra aleatoria simple de tamaño cinco.

                             

5

i

i 1
1

X

ˆ
5

=μ =
∑

   y       2 1 2 3 4 5ˆ X 2X 3X 4X Xμ = + + − −

 INSESGADEZ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ]

5 5

1 i i 1 2 3 4 5
i 1 i 1

1 1
ˆE( ) E X / 5 E X E X E X E X E X E X

5 5

1
        

5

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎡ ⎤μ = = = + + + + =⎣ ⎦⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= μ + μ + μ + μ + μ = μ

∑ ∑

1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆE( ) b( ) Sesgo b( ) E( ) 0μ = μ + μ → μ = μ −μ = μ −μ =

2 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

ˆE( ) E(X 2X 3X 4X X ) E(X ) E(2X ) E(3X ) E(4X ) E(X )

         E(X ) 2E(X ) 3E(X ) 4E(X ) E(X ) 2 3 4

μ = + + − − = + + − − =
= + + − − = μ + μ+ μ − μ − μ = μ

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆE( ) b( ) Sesgo b( ) E( ) 0μ = μ + μ → μ = μ −μ =μ − μ =
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Por tanto, ambos estimadores son insesgados o centrados.

 EFICIENCIA:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ]

5 5

1 i i
i 1 i 1

1 2 3 4 5

1
ˆVar( ) Var X / 5 Var X

25

1
             Var X Var X Var X Var X Var X

25
1 49

             49 49 49 49 49
25 5

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤= + + + + =⎣ ⎦

= + + + + =

∑ ∑

2 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

ˆVar( ) Var (X 2X 3X 4X X )

              Var(X ) Var(2X ) Var(3X ) Var(4X ) Var(X )

              Var(X ) 4 Var(X ) 9Var(X ) 16Var(X ) Var(X )

              49 4.49 9.49 16.49 49 31.49 1.519

μ = + + − − =
= + + + + =
= + + + + =
= + + + + = =

El primer estimador es más eficiente   1 2
49

ˆ ˆVar( ) Var( ) 1.519
5

μ = < μ = , se elige el primer

estimador, que es el peso medio de la muestra de los dispositivos de un motor.

2.  La empresa Embraer S.A. está desarrollando un nuevo dispositivo en el motor de aviones, para
ello trabaja con dos  muestras de esquemas transitorizados que siguen una ley normal.
La primera muestra, de tamaño 13, tiene una vida media de 1.200 horas con una cuasidesviación
típica de 20 horas. La segunda muestra, de tamaño 16, presenta una vida media de 1.000 horas, con
una cuasidesviación típica de 25 horas.  Con un nivel de confianza del 90%, ¿existe diferencia
significativa entre la media de vida de los dos esquemas?

Sea la variable aleatoria  1X   ≡  'Vida media del primer esquema'  que sigue una distribución normal

1 1N( , )μ σ . Análogamente, la variable aleatoria  2X   ≡  'Vida media del segundo esquema  sigue una

distribución normal  2 2N( , )μ σ

Hay que construir un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales  1 2( )μ − μ

con varianzas poblacionales desconocidas, y se desconoce si distintas o no, siendo las muestras
pequeñas   1 2n n 13 16 29 30+ = + = <

Para dilucidar si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas, se construye primero

un intervalo de confianza para el cociente de varianzas  2 2
1 2( )σ σ , de modo que si el intervalo cubre

al punto 1  se puede partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.

Para construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas se emplea la fórmula:
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1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 22 2

1 1 2
/ 2 ; ( n 1 ) , (n 1 ) ( 1 / 2 ) ; (n 1 ) , ( n 1 )

s s s s
I ( ) ,

F F−
− − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥σ σ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

α
α α

1 2
2 1

1 / 2 ; ( n 1 ) , ( n 1 )
/ 2 ; ( n 1) , ( n 1)

1
siendo, F

F− − −
− −

=α
α

2 22 2 2 2
1 1 2 2 1 2s 20 400 n 13         s 25 625 n 16 s / s 400 / 625 0,64

1 0,90    / 2 0,05

⎧ = = = = = = = =⎪
⎨

− α = =⎪⎩ α

0,05 ; 12 , 15 0,95 ; 12 , 15 0,05 ; 15 , 12F 2,4753 F 1 / F 1 / 2,6169 0,382= = = =

de donde,   2 2
0,90 1 2

0,64 0,64
I ( ) , 0,260 , 1,675

2,4573 0,382

⎡ ⎤
σ σ = = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

El intervalo cubre el punto uno  0,260 1 1,675< < ,  por tanto las varianzas poblacionales son

desconocidas pero iguales con una fiabilidad del 90%.

La pregunta se contesta mediante un intervalo de confianza para la diferencia de medias
poblacionales  1 2( )μ − μ  con varianzas poblacionales desconocidas pero iguales, con muestras

pequeñas  1 2n n 30+ <

1 21 1 2 / 2 , ( n n 2 ) p
1 2

1 1
I ( ) ( x y ) t . s .

n n− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ±
⎢ ⎥⎣ ⎦

α α + +

donde,   2
ps ≡media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:

2 2
1 1 2 2 22

p p p
1 2

( n 1 ) . s ( n 1 ) . s 12 . 400 15 . 625
s s 525 s 22,91

n n 2 13 16 2

− + − +
= → = = =

+ − + −

1 21 2 1 2 / 2 , ( n n 2 ) 0,05 , 27n n 2 27 x 1.200 x 1.000 t t 1,703+ −+ − = = = = =α

0,90 1 2
1 1

I ( ) (1.200 1.000) 1,703 . 22,91 . 185,432 , 214,568
13 16

⎡ ⎤
μ − μ = − ± + = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

El intervalo de confianza no cubre el cero, por lo que existe diferencia significativa entre la
diferencia media de vida entre los dos esquemas, siendo superior la vida media del primer esquema.
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3.  La característica  en estudio  de una población X N( , )μ σ∼ , contrastar con un nivel de

significación del 20%, las hipótesis nula   2
0H :  10σ =  y la alternativa  2

1H :  10σ ≠ . Se toma una

muestra aleatoria simple de tamaño 7, cuyo resultado es:   7,1 5,3 4,7 8 9,9 3,4 3,6

Se trata de un contraste bilateral o de dos colas:   2
0H :  10σ =     2

1H :  10σ ≠

Se puede plantear que bajo la hipótesis nula la distribución en el muestreo:

0

2 2 22
n 12 2 2 6x

n 1 x x2 H

. 10.Varianza muestral
Varianza teórica n 7( / n)

−
−

σ χ χσ
χ = = → σ = → σ =

σ

Regla de decisión:  ( ) ( )
2 2
x 0 1 x 2 0

2 22
x 1 x 2 0x 0

k se acepta H k k se acepta H

k k se rechaza Hk se rechaza H

⎧ ⎧σ ≤ ≤ σ ≤⎪ ⎪→⎨ ⎨
σ < ∪ σ >σ > ⎪⎪ ⎩⎩

         

            2 2
x x( n 1 ) . s n . 7 . 5,017 35,119− = σ = =

Los valores críticos  k  se determina a partir del nivel de significación  0,20α =

 

2 2 2 2
0 0 x 1 x 2 x 6

2 2
6 1 6 2

10
P Rechazar H / H Cierta P k ( k )

7

10 10
     P k P k / 2 / 2 0,1 0,1 0,2

7 7

( )⎡ ⎤
α = = σ < σ > σ = χ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= χ < + χ > = α + α = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∪

2 2
6 1 6 1 1 1

10 7 7
P k P k 0,1 k 10,645 k 15,207

7 10 10
⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ < = χ > − = → − = → = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 2
6 2 6 2 2 2

10 7 7
P k P k 0,1 k 10,645 k 15,207

7 10 10
⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ > = χ > = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

La varianza  muestral observada   2
x15,207 5,017 15,207− ≤ σ = ≤  se encuentra en la región de

aceptación, aceptando la hipótesis nula.

 Se podría haber elaborado un intervalo de confianza para la varianza  2σ  de una población

normal, verificando si se acepta la hipótesis nula al encontrarse la varianza  2 10σ =  cubierta en

el intervalo.                                                                                                                        
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2 35,119 35,119
I.C ( ) , 3,299 , 15,934

10,645 2,204
⎡ ⎤σ = = ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

Como  010 3,299 , 15,934 Se acepta H∈ →⎡ ⎤⎣ ⎦

 Con un contraste del p‐valor para la varianza de una población normal:

Se acepta   2
0H :  10σ =  sí   

2
2 2x
1 / 2 , ( n 1 ) / 2 , ( n 1 )2

( n 1 ) . s
,− α − α −

− ⎡ ⎤∈ χ χ⎣ ⎦σ

Como 2,204 3,511 10,645≤ ≤  se acepta la hipótesis nula.
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4.  Una empresa dedicada a la fabricación de artículos deportivos dispone de dos máquinas para el
inflado de balones. La presión en Kg del inflado de la máquina A sigue una ley normal  AN( , 1,6)μ  y

la presión en Kg del inflado de la máquina B se distribuye según una ley  BN( , 1,2)μ .

Contrastar con un nivel de significación del 5% sí   0 A BH : 1μ − μ ≥  frente a   1 A BH : 1μ − μ < .

Para ello se toman dos muestras aleatorias simples de balones que dan las siguientes presiones de
inflado:

Máquina A   4 5 3 6 7 5,5 4,5 6 4

Máquina B 3 5 7 3,5 4 4,5 6

¿Cuál es el resultado del contraste?

Hipótesis nula planteada  0 A BH : 1 0μ − μ − ≥ .  Se trata de un contraste unilateral con cola a la

izquierda  1 A BH : 1 0μ − μ − <

( )
2 2 2 2
A B

A B
A B

1,6 1,2
(x x ) N 0, N 0, N 0,0,7

n n 9 7

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ σ
− + ≡ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∼

Bajo la hipótesis nula:     ( ) ( ) ( )A B A B(x x ) N 0,0,7 x x 1 N 1, 0,7− − − −∼ ∼

Regla decisión

A B A B

A B A B

0 0

0 0

(x x 1) k se acepta H (R.A.)  (x x ) 1 k se acepta H (R.A.) 

(x x 1) k se rechazaH (R.C.) (x x ) 1 k se rechazaH (R.C.)

− − ≥ − ≥ +⎧ ⎧
→⎨ ⎨− − < − < +⎩ ⎩

0 0 A B

A B
A B

P(Rechazar H H Cierta) P (x x 1) k / N 1 , 0,7

x x 0 k 1 0 k 1
   P (x x ) k 1 / N 0 , 0,7 P P z

0,7 0,7 0,7

k 1 k 1
   P z 0,05 1,645 1 k 1,1515

0,7 0,7

⎡ ⎤α = = − − < − =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦
− − + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= − < + = < = < =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− − − −⎡ ⎤= > = → = → + = −⎢ ⎥⎣ ⎦
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Regla decisión:   A B

A B

0

0

(x x ) 1,1515 se acepta H (R.A.) 

(x x ) 1,1515 se rechazaH (R.C.)

− ≥ −⎧
⎨ − < −⎩

De otra parte, en la muestra:  
2

A A
A B2

B B

ˆx 5 1,3889
(x x ) 0,2857

ˆx 4,7143 1,7041

⎧ = σ =
→ − =⎨

= σ =⎩

Siendo   A B 0(x x ) 0,2857 1,1515 Se acepta H− = ≥ − →

 Con un contraste unilateral a la izquierda

 Se acepta  0H  cuando 
estadístico estadístico

contraste teórico
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≥ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

p 0,05 022

5 4,7143 1
z 1,020 1,645 z Se acepta H

1,2 1,6
7 9

− −
= = − ≥ − = − →

+




