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VARIABLE ESTADÍSTICA BIDIMENSIONAL

Cuando se consideran situaciones en la que el estadístico realiza la observación simultanea de dos
caracteres en el individuo, se obtienen pares de resultados.                
Los distintos valores de las modalidades que pueden adoptar estos caracteres forman un conjunto de
pares, que representamos por (X, Y), y llamaremos variable estadística bidimensional.
Los dos caracteres observados no tienen por qué ser de la misma clase, pudiendo presentarse
distintas situaciones:

 Dos caracteres cualitativos: El sexo y color del pelo de una persona.
 Dos caracteres cuantitativos: El peso y la estatura de una persona.
 Uno cuantitativo y otro cualitativo: La profesión y los años de servicio.

Las variables (X, Y) que representan los valores de  dos caracteres cuantitativos, pueden clasificarse:

• X discreta e Y discreta: Número de hijos y número de hermanos de una persona.
• X continua e Y continua: Perímetro craneal y perímetro torácico de una persona.
• X discreta e Y continua: Hijos de una familia y estatura del padre.
• X continua e Y discreta: Temperatura y pulsaciones.

ORDENACIÓN DE LOS DATOS: TABLA DE DOBLE ENTRADA

El par (X, Y) es la unidad del estudio y dos pares serán repetidos solo cuando sus respectivas
componentes sean iguales. De otra parte, el número de modalidades que adopta el carácter X no
tiene por qué ser el mismo que el que adopta el carácter Y:

                                       )y,,y,y(Y)x,,x,x(X m21k21 ==

Para ordenar los datos se utiliza una tabla de doble entrada donde tengan cabida los k valores
distintos de la variable X y los m valores distintos de la variable Y. En la tabla se puede expresar el
número de veces que se repite cada para de valores posibles  )y,x( ji  formado en el producto

cartesiano de los dos conjuntos numéricos.

    TABLA DE DOBLE ENTRADA
       Y
  X 1y 2y … jy … my

1x 11n 12n … … … m1n

2x 21n 22n … … … m2n

… … … … … … …

ix …… …… …… …  ijn … imn

… … … … … …

kx 1kn 2kn … … kmn

N ≡ número total observaciones

ijn  ≡ frecuencia absoluta, número de

veces que aparece repetido el par
)y,x( ji .

La frecuencia relativa del par se

define: 
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DISTRIBUCIONES MARGINALES

        Y
  X 1y 2y … jy … my •in
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• DISTRIBUCIÓN  MARGINAL  DE  LA  VARIABLE  X
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• DISTRIBUCIÓN  MARGINAL  DE  LA  VARIABLE  Y
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Las variables (X, Y) son independientes cuando:  j,i
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0sntesindependie)Y,X(Si yx =
ntesindependieNo)Y,X(0sSi yx =

• DISTRIBUCIÓN  CONDICIONADA  DE  LA  VARIABLE  X para un valor  jyY =

       Y
  X 1y 2y … yj … my •in

x1 11n 12n … n1j … m1n •1n

x2 21n 22n … n2j … m2n •2n

… … … … … … … …

xi 1in 2in … nij … imn •in

… … … … … … … …

xk 1kn 2kn … nkj … kmn •kn
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• DISTRIBUCIÓN  CONDICIONADA  DE  LA  VARIABLE  Y  para un valor  ixX =

        Y
  X

Y1 Y2 … yj … ym •in
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xi ni1 ni2 … nij … nim •in

… … … … … … … …

xk 1kn 2kn … nkj … kmn •kn

jn• 1n• 2n• … jn• … mn• ∑∑
=

•
=

• ==
m

1j
j

k

1i
i nnN

Y 1y 2y … jy … my

)xX/Y(n i= 1in 2in … jin … imn

)xX/Y(f i= 1if 2if … jif … imf
•

=
==

i

i
i n

)xX/Y(n
)xX/Y(f



4

MOMENTOS

Se define el  momento respecto al par de valores (c, v) de órdenes r y s:
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Tienen especial interés dos casos particulares para los valores c y v

• MOMENTOS RESPECTO AL ORIGEN (c, v) = (0, 0)
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• MOMENTOS CENTRALES O RESPECTO A LAS MEDIAS  )y,x()v,c( =
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Ydeianzavars
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DEPENDENCIA ENTRE LAS VARIABLES (X, Y)

Al observar dos caracteres en cada individuo se presenta el problema de determinar la existencia de
algún tipo de dependencia entre ellos. En este sentido, conviene destacar dos tipos de dependencia:

 Dependencia funcional: Entre dos variables X e Y existe dependencia funcional cuando hay una
expresión matemáticas que las relacione. Por ejemplo, los radios de una circunferencia (X) y las
longitudes (Y).

 Dependencia aleatoria: Entre dos variables X e Y existe dependencia aleatoria cuando no existe
una expresión matemática que las relacione. Por ejemplo, la edad de los niños (X) y la edad (Y).

Señalar que existen variables entre las que no existe ningún tipo de dependencia, lo que conlleva a
decir que los dos conceptos anteriores no son complementarios.

REGRESIÓN O AJUSTE

La observación de una variable estadística bidimensional (X, Y) comporta la representación de los
puntos obtenidos en una nube o diagrama de dispersión. El problema general de regresión se plantea
en el intento de ajustar una función de ecuación conocida (recta, parábola, exponencial, hipérbola,
polinómica, etc.) a la nube de puntos con el interés de poder obtener una predicción aproximada de
una de las variables a partir de la otra.

Naturalmente, que entre todas las funciones que se pueden elegir para ajustar a la nube de puntos,
hemos de seleccionar la óptima, esto es, la que mejor encaje sobre los puntos que tenemos, para lo
cual recurriremos al método de los mínimos cuadrados.

MÉTODO: Dependiendo de la forma que adopte la nube de puntos, en un principio sabremos si hemos
de emplear una recta, una parábola, una función mixta, etc.
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Una vez elegida la función, se estiman los parámetros correspondientes de la misma a partir de los
datos observados. Por ejemplo, si la función elegida es una parábola:

2xcxbay ++=        hemos de estimar    c,b,a

Por último, una vez realizada la estimación hay que comprobar si efectivamente el ajuste era el
idóneo o no. Para ello se emplean cualquiera de los tests construidos para estudiar la bondad del

ajuste. El modelo más utilizado es el de la  2χ   (chi‐cuadrado).

REGRESIÓN LINEAL MÍNIMO CUADRÁTICA

En el supuesto de que sea la recta la función que mejor se comporta con arreglo a la forma de la nube
de puntos, nos encontramos ante una problema de regresión lineal, distinguiendo entre:

 Recta de regresión de Y sobre X: Obteniendo valores aproximados de la Y conocidos los de la X
 Recta de regresión de X sobre Y: Obteniendo valores aproximados de la X conocidos los de la Y

RECTA DE REGRESIÓN DE Y SOBRE X

En cada par (X,Y) al valor observado  ix  le corresponde un
valor observado  jy  y otro valor teórico  iŷ  que sería el que

le correspondería en la recta como función, es decir:

ii xbaŷ +=

A la distancia entre estos dos valores (teórico y
experimental), la denotamos por  jiij yŷd −=

Para obtener los parámetros a y b, se toman las distancias (errores) al cuadrado para que no se

contrarresten los signos positivos y negativos, haciendo mínima su suma:  ∑∑ −==
j,i

2
ji

j,i

2
j,i )yŷ(dM

Por otra parte, para simplificar el mecanismo para obtener la recta de regresión de Y (variable
dependiente) sobre X (variable independiente), se descartan multiplicidades y suponemos que cada
par se repite una sola vez.

Considerando que   ii xbaŷ += ,    ∑∑ −+==
j,i

2
ji

j,i

2
j,i )yxba(dM

Para hallar los valores de  a  y  b que hagan mínima esta función hemos de hallar las derivadas,
igualando a cero las ecuaciones resultantes:
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Por las propiedades del sumatorio, se obtienen las ecuaciones normales de la regresión:
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Dividiendo las expresiones anteriores por N (número total de datos), habiendo supuesto que la
frecuencia absoluta de cada par (X, Y) es la unidad, resulta:
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Considerando los momentos, se tiene:   
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Finalmente, sustituyendo los  valores obtenidos en la ecuación de la recta   xbay +=
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NOTA.‐ En el supuesto de que no hubiéramos partido de las hipótesis iniciales para el desarrollo, es
decir, si hay multiplicidades de  )y,x( ji  y si cada par se repite  ijn  veces, la ecuación a minimizar sería

∑∑ −+==
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RECTA DE REGRESIÓN DE X SOBRE Y

Si en lugar de tomar las distancias  ijd  sobre las verticales

(esto es, sobre la Y) se toman sobre las horizontales ( sobre la
X) y se utiliza el mismo método de los mínimos cuadrados,
por un proceso idénticamente igual se llega a la ecuación de
regresión de X sobre Y:

)yy(
s

s
xx

2
y

xy −=−

COEFICIENTES DE REGRESIÓN LINEAL

• La recta de regresión de Y sobre X:    )xx(
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Recta de regresión de Y sobre X, según el coeficiente de regresión 
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Recta de regresión de X sobre Y, según el coeficiente de regresión 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
=
>

≡
edecrecient0

vertical0

creciente0

bxy

CORRELACIÓN

Así como la regresión estudia la posible predicción de los valores de una variable a partir de la otra, la
correlación estudia el tipo de dependencia que existe entre ambas variables, intentando cuantificarla
mediante el cálculo de los coeficientes de correlación.
A continuación se estudian los coeficientes de determinación y correlación lineal.

COEFICIENTE DE CORRELACIÓN LINEAL

 El coeficiente de correlación lineal  R es un número abstracto que determina el grado de ajuste
entre una nube de puntos y una recta de regresión. Se define como la media geométrica de los
coeficientes de correlación lineal

yx

xy
2
y

xy
2
x

xy
xyyx ss

s

s

s

s

s
b.br ===
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 RELACIÓN ENTRE LOS COEFICIENTES DE REGRESIÓN Y DE CORRELACIÓN

♦ Recta de regresión de Y sobre X:   )xx(
s

s
yy

2
x

xy −=− ,  coeficiente de regresión lineal  
2
x

xy
yx

s

s
b =

(pendiente de la recta), coeficiente de correlación 
yx

xy

ss

s
r =  (grado de ajuste)

yx
2
xyx

yxxy

2
xyxxy

yx

xy

2
x

xy
yx

ssrsb
ssrs

sbs

ss

s
r

s

s
b

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=

=

x

y
yx s

s
rb =

se observa que los dos coeficientes (regresión lineal y correlación lineal) tienen el mismo signo.

♦ Recta de regresión de X sobre Y:   )yy(
s

s
xx

2
y

xy −=− ,  coeficiente de regresión lineal 
2
y

xy
xy

s

s
b =

(pendiente de la recta), coeficiente de correlación 
yx

xy

ss

s
r =  (grado de ajuste)

yx
2
yxy

yxxy

2
yxyxy

yx

xy

2
y

xy
xy

ssrsb
ssrs

sbs

ss

s
r

s

s
b

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=

=

y

x
xy s

s
rb =

     los dos coeficientes (regresión lineal y correlación lineal) tienen el mismo signo.

VARIANZA RESIDUAL

Es la dispersión de los errores cometidos entre
los residuos, dispersión de la suma de las
distancias de los valores observados ( o
experimentales) y los valores teóricos (en la recta
de regresión).

* Las diferencias se toman al cuadrado para que
no se puedan contrarrestar los signos positivos y
negativos.

N

nd

s
ij

j,i

2
j,i

2
r

∑
=

Para simplificar el mecanismo suponemos que el centro de gravedad se encuentra en el origen
)0y,0x( == , con lo que la ecuación de la recta  xbay +=   se reduce a  xby = , partiendo que cada

par   )y,x( ji  se repite una sola vez  (descartando multiplicidades).
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Con las hipótesis planteadas:

)0y,0x( ==    
2
x

xy

s

s
b= ⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=−=
=−=

=−=

02
2

02
2
y

20
2

20
2
x

1111xy

ayas

axas

ayxas

Con lo cual,

∑∑∑∑∑∑∑ −+=−+=−=−=
ij

ji
j

2
j

i

2
i

2

j,i
ji

2
j

2
i

2

j,i

2
ji

ij

2
ji

j,i

2
j,i yxb2yxb)yxb2yxb()yxb()yŷ(d

yx
2
y

2
x

2
110220

2ij
ji

j

2
j

i

2
i

2j,i

2
j,i

2
r sb2ssbab2aab

N

yx

b2
N

y

N

x

b
N

d

s −+=−+=−+==
∑∑∑∑

[ ] [ ]22
y2

y
2
x

2
xy2

y
2
y2

x

2
xy2

yxyxy2
x

xy

2
yxy

2
x2

x

xy
2
x

xy2
yxy

2
xyx

2
y

2
x

22
r

r1s
ss

s
1ss

s

s
ss2s

s

s

ss2s
s

s

s

s
s)s2sb(bsb2ssbs

−=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=+−=+−=

=+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=+−=−+=

 La cota máxima de la varianza residual  2
rs  es la varianza que tratamos de explicar mediante el

modelo de regresión, es decir, la varianza de la variable dependiente. En este caso,  2
y

2
r ss = , hecho

que sucede cuando  0r = , esto es cuando las variables son incorreladas.

 La cota mínima de la varianza residual  2
rs  se obtendrá cuando las variables tienen una

dependencia funcional   1r2 =

 
2
y

2
r

s

s
100licadoexpnoiacionesvar% =

 Una forma de definir el coeficiente de determinación:  
2
y

2
r2

s

s
1r −=       1r0 2 ≤≤

INTERPRETACIÓN COEFICIENTE DE CORRELACIÓN LINEAL

Se hace una interpretación a partir de la relación con la varianza residual  )r1(ss 22
y

2
r −= :

• 0by0byss0rSi xyyx
2
y

2
r ===⇒= .

Las dos rectas son perpendiculares y las variables son INCORRELADAS

• 0s1rSi 2
r =⇒= .

Todos los puntos se encuentran situados sobre la recta de regresión, existiendo
entre las dos variables una DEPENDENCIA FUNCIONAL (recta de regresión
creciente).
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• 0s1rSi 2
r =⇒−= .

Todos los puntos se encuentran situados sobre la recta de regresión, existiendo
entre las dos variables una DEPENDENCIA FUNCIONAL (recta de regresión
decreciente).

 

• 1r0ó0r1Si <<<<−
Las variables están tanto más correladas en cuanto el coeficiente
se aproxima más a ‐1 ó 1, respectivamente.
En ambos casos, existe una DEPENDENCIA ALEATORIA entre las
variables.

Resaltar que no puede darse el caso de que una recta
de regresión sea creciente y la otra decreciente ⎩

⎨
⎧

<⇔<⇔<
>⇔>⇔>
0b0r0b

0b0r0b

xyyx

xyyx

DESCOMPOSICIÓN DE LA VARIABILIDAD:
COEFICIENTE DE CORRELACIÓN ‐ VARIANZA RESIDUAL

Sea  iŷ  el valor teórico que correspondería en la recta de regresión de Y sobre X:  ii xbaŷ += .

Elevando al cuadrado la descomposición  )yŷ()ŷy()yy( iiii −+−=− , se obtiene:

  [ ]

0

n

1i
iii

n

1i

2
i

n

1i

2
ii

2n

1i
iii

2
n

1i
i )yŷ).(ŷy(2)yŷ()ŷy()yŷ()ŷy()yy(SCT

=

=====
∑∑∑∑∑ −−+−+−=−+−=−=

Observemos que,   =−+−−=−− ∑∑
==

n

1i
iii

n

1i
iii )yxba).(xbay()yŷ).(ŷy(

                                           

0

n

1i
ii

0

n

1i
iii

0

n

1i
ii )xbay(y)xbay(xb)xbay(a

=
=

=
=

=
=

∑∑∑ −−+−−+−−=

con lo cual, 

licadaexpcuadradossumaresidualcuadradossumatotalcuadradossuma
SCE

)yŷ(

SCR

)ŷy(

SCT

)yy(
n

1i

2
i

n

1i

2
ii

2
n

1i
i ∑∑∑

===
−+−=−

Por otro lado,  

SCT/SCEr

)yy(

)yŷ(

SCT/SCR

)yy(

)ŷy(

1)yŷ()ŷy()yy(

2

2
n

1i
i

n

1i

2
i

2
n

1i
i

n

1i

2
ii

SCE

n

1i

2
i

SCR

n

1i

2
ii

SCT

2
n

1i
i

=

−

−
+

−

−
=⇒−+−=−

∑

∑

∑

∑
∑∑∑

=

=

=

=

===

Una vez estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste

realizado. Un estadístico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinación ( 2r ), que se
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define:  
2

n

1i
i

n

1i

2
i

2

)yy(

)yŷ(

SCT
SCE

r

−

−
==

∑

∑

=

=

El Coeficiente de Determinación permite, además, seleccionar entre modelos clásicos que tengan el
mismo número de regresores, ya que la capacidad explicativa de un modelo es mayor cuanto más
elevado sea el valor que tome este coeficiente.

De otra parte,  )r1(ss
s

s
1

N)yy(

N)ŷy(
1

SCT
SCR

1r

residualianzavar

22
y

2
r2

y

2
r

s

2
i

s

2
ii2

2
y

2
r

−=−=
−

−
−=−=
∑
∑

Considerando la recta de regresión de Y sobre X, el coeficiente de determinación  2r  puede
expresarse:

 

ncorrelacióecoeficient

yx

xy
2
y

2
x

2
xy

2
i

2
i

2

2
x

xy

2
i

2

i2
x

xy

2
i

2
i2

ss

s
r

ss

s

N

)yy(

N

)xx(

s

s

)yy(

)xx(
s

s

)yy(

)yŷ(
r ==

−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

=
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
−

−
=

∑

∑

∑

∑

∑
∑

El coeficiente de correlación lineal r  es un número abstracto que determinará el grado de ajuste entre
una nube de puntos y una recta de regresión. Se define como la media geométrica de los coeficientes
de regresión lineal:

                                        
yx

yx
2
y

yx
2
x

yx
xyyx ss

s

s

s

s

s
bbr ===

Adviértase que si la varianza residual es cero,   0s2r = , se tiene,  0r10)r1(ss 222
y

2
r =−=−=

con lo cual,  yxxy
2 sss1r ±=⇒=



13

EJERCICIOS RESUELTOS DE VARIABLE ESTADÍSTICA BIDIMENSIONAL

1.  Dada la variable estadística bidimensional (X, Y) con la tabla de frecuencias

X  \  Y 1 2 4 6
1 2 0 1 1
3 3 1 0 1
5 0 1 0 5

Se pide:

a)  ∑∑
= =

3

1i

4

1j
ijn b)  213423 f,f,f c) ∑

=
•

3

1i
in  y  ∑

=
•

4

1j
jn d)   )2Y/x(f i =   y    )3X/y(f j =

e)   0110 aya f)   11a g)   xys

Solución:

a)

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] 15501010131102

nnnnnnnnnnnnnnnnn 343332312423222114131211

3

1i
4i3i2i1i

3

1i

4

1j
ij

=+++++++++++=

=+++++++++++=+++=∑∑∑
== =

b)  Cada  ijn  representa la frecuencia absoluta del par  )y,x( ji ,  la frecuencia relativa se define 
N

n
f ij
ij = ,

donde   15nN
3

1i

4

1j
ij ==∑∑

= =

0
15
0

N
n

f 23
23 ===

15
5

N
n

f 34
34 ==

15
3

N
n

f 21
21 ==

c)
X  \  Y 1 2 4 6 •in

1 2 0 1 1 4
3 3 1 0 1 5
5 0 1 0 5 6

jn• 5 2 1 7 15

[ ] [ ] ∑∑∑
= =

•••
=

• ==++=++=
3

1i

4

1j
ij321

3

1i
i n15654nnnn

[ ] [ ] ∑∑∑
= =

••••
=

• ==+++=+++=
3

1i

4

1j
ij4321

4

1j
j n157125nnnnn
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d)

X  \  Y 1 2 4 6 •in

1 2 0 1 1 4
3 3 1 0 1 5
5 0 1 0 5 6n3 =•

jn• 5 2n 2 =• 1 7 15

Las frecuencias relativas condicionadas  )2Y/x(f i =   y   )3X/y(f j = :

X )2Y/x(n i =
2

i
i n

)2Y/x(n
)2Y/x(f

•

=
==

1 0 0
2 1 1/2
3 1 1/2

2n 2 =• 1

Y )3X/y(n j =
•

=
==

3

j
j n

)3X/y(n
)3X/y(f

1 0 0
2 1 1/6
4 0 0
6 5 5/6

6n3 =• 1

e)

[ ]
[ ](

[ ] [ ] )=++++++++

++++=
+++

==
∑∑∑
== =

343333323313242232222212

141131121111

3

1i
143i2i1ii

3

1i

4

1j
iji

10

nxnxnxnxnxnxnxnx

nxnxnxnx
N
1

N

nnnnx

N

nx

a

       
[ ] [ ] [ ]

26,3
15
49

15
5.50.51.50.51.30.31.33.31.11.10.12.1

==
+++++++++++

=

o también,  26,3
15
49

15
6.55.34.1

N

nx

a

3

1i
ii

10 ===
++

==
∑
=

•

6,3
15
55

15
7.61.42.25.1

N

ny

a

4

1j
jj

01 ==
+++

==
∑
=

•

f)

==
∑∑
= =

N

nyx

a

3

1i

4

1j
ijji

11
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[ ] [ ] [ ]
66,13

15
205

15
5.6.50.4.51.2.50.1.51.6.30.4.31.2.33.1.31.6.11.4.10.2.12.1.1

==
+++++++++++

=

g)   924,16,3.26,366,13aaas 011011xy =−=−=

2.  Las calificaciones obtenidas por un grupo de alumnos en Estadística (E) y Macroeconomía (M):

E 3 4 6 7 5 8 7 3 5 4 8 5 5 8 8 8 5
M 5 5 8 7 7 9 10 4 7 4 10 5 7 9 10 5 7

a)  Hallar la tabla de frecuencias
b) Hallar las distribuciones marginales, media y varianza de las mismas
c) Covarianza

Solución:

a)   La variable E (Estadística) toma seis valores diferentes. La variable M (Macroeconomía) toma siete
valores distintos, por lo que para formar la tabla bastará hacer el recuento de las veces que se repite
cada par.

    E \ M 4 5 6 7 8 9 10 •in

3 1 1 2
4 1 1 2
5 1 4 5
6 1 1
7 1 1 2
8 1 2 2 5

jn• 2 4 0 5 1 2 3 17

b)

iE •in •ii nE •i
2
i nE jM jn• jj nM • j

2
j nM •

3 2 6 18 4 2 8 32
4 2 8 32 5 4 20 100
5 5 25 125 6 0 0 0
6 1 6 36 7 5 35 245
7 2 14 98 8 1 8 64
8 5 40 320 9 2 18 162

17 99 629 10 3 30 300
17 119 903

• Distribución Marginal de Estadística:

82,5
17
99

N

nE

aE

6

1i
ii

10 ====
∑
=

•

         37
17
629

N

nE

a

6

1i
i

2
i

20 ===
∑
=

•

          13,382,537aas 22
1020

2
E =−=−=
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• Distribución Marginal de Macroeconomía:

7
17
119

N

nM

aM

7

1j
jj

01 ====
∑
=

•

       11,53
17
903

N

nM

a

7

1j
j

2
j

02 ===
∑
=

•

       11,4711,53aas 22
0102

2
M =−=−=

c)  Para hallar la covarianza:   011011xy aaas −=

17
2.10.82.9.81.5.81.10.71.7.71.8.64.7.51.5.51.5.41.4.41.5.31.4.3

N

nME

a

6

1i

7

1j
ijji

11
+++++++++++

==
∑∑
= =

47,43
17
739

a11 ==              73,27.82,547,43aaas 011011xy =−=−=

3.   Dada la tabla de correlaciones. Hallar  21n  para que las dos variables sean estadísticamente
independientes y calcular su covarianza en este caso.

X  \  Y 5 7
100 8 4
200 21n 6

Solución:

X  \  Y 5 7 •in

100 8 4 12
200 21n 6 6n21 +

jn• 8n21 + 10 18n21 +

Por ser independientes:  j,i
N

n
.

N
n

N

n jiij ∀= ••

[ ] →=+→
+

=→
++

=
+

12018n4
18n

120
4

18n
10

18n
12

18n
4

21
21212121

12
4
72120

n21 =
−

=

X   \   Y 5 7 •in

100 8 4 12
200 12 6 18

covarianza:   011011xy aaas −=

jn• 20 10 30

      160
30

18.20012.100
N

nx

xa

2

1i
ii

10 =
+

===
∑
=

•

            67,5
30

10.720.5
N

ny

ya

2

1j
jj

01 =
+

===
∑
=

•

67,906
30

27200
30

6.7.20012.5.2004.7.1008.5.100
N

nyx

a

2

1i

2

1j
ijji

11 ==
+++

==
∑∑
= =

53,067,5.16067,906aaas 011011xy −=−=−=
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4.  A partir de la siguiente distribución bidimensional  ),n;Y,X( ijji  calcular:  xy
2
y

2
x sys,s,y,x . ¿Son

independientes las variables X e Y?

X  \  Y 1 2 3
‐1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

Solución:

X  \  Y 1 2 3 •in

‐1 0 1 0 1
0 1 0 1 2
1 0 1 0 1

jn• 1 2 1 4

Las variables X e Y son independientes

cuando se verifica  j,i
N

n

N
n

N

n jiij ∀⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ••

No son independientes porque no se verifica la relación:  
4
2
.

4
2

4
0
≠       ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≠ ••

N
n

N
n

N
n 2222

[ ] 01.2.11.2.1
4
1

N

nyx

a

3

1i

3

1j
ijji

11 =+−==
∑∑
= =

[ ] 01.12.01.1
4
1

N

nx

xa

3

1i
ii

10 =++−===
∑
=

•

        [ ] 5,0
4
2

1.12.01.)1(
4
1

N

nx

a 22

3

1i
i

2
i

20 ==++−==
∑
=

•

7,05,0s5,005,0aas x
2
1020

2
x ===−=−=

[ ] 21.32.21.1
4
1

N

ny

ya

3

1j
jj

01 =++===
∑
=

•

        [ ] 5,4
4
18

1.32.21.1
4
1

N

ny

a 222

3

1j
j

2
j

02 ==++==
∑
=

•

7,05,0s5,025,4aas y
22

0102
2
y ===−=−=

covarianza  02.00a.aas 011011xy =−=−=

Adviértase que la covarianza es cero por la simetría de la distribución.

0sntesindependie)Y,X(Si yx =
ntesindependieNo)Y,X(0sSi yx =
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5.  Se han observado, durante un mes determinado, el gasto en el teléfono móvil y el ingreso total en
seis familias. Los resultados obtenidos, expresados en unidades monetarias corrientes, han sido:

Gasto teléfono  móvil Ingreso total (miles euros)
Familia 1 2 4
Familia 2 3 6
Familia 3 6 8
Familia 4 9 10
Familia 5 10 12
Familia 6 11 20

a)  Calcular la covarianza entre el gasto y el ingreso. A la vista de este resultado, ¿puede afirmar que
      las variables sean dependientes e independientes?
b)  Para estas 6 familias ¿Qué variable se distribuye de forma más homogénea, el gasto en móvil o en
      los ingresos totales?

Solución:

a)

Gasto teléfono móvil

iy
Ingreso total

ix
2
ix

2
iy ii y.x

2 4 16 4 8
3 6 36 9 18
6 8 64 36 48
9 10 100 81 90
10 12 144 100 120
11 20 400 121 220
41 60 760 351 504

La primera columna ( iy ), gasto del teléfono móvil,

corresponde a la variable que se estudia, dependiendo
de la variable ingreso total de las familias ( ix )

83,6
6
41

N

y

ya

6

1i
i

01 ====
∑
= 5,58

6
351

N

y

a

6

1i

2
i

02 ===
∑
=

85,1183,65,58aas 22
0102

2
y =−=−=

10
6
60

N

x

xa

6

1i
i

10 ====
∑
= 67,126

6
760

N

x

a

6

1i

2
i

20 ===
∑
=

67,261067,126aas 22
1020

2
x =−=−=

84
6
504

N

y.x

a

6

1i
ii

11 ===
∑
=

7,1583,6.1084a.aas 011011xy =−=−=    covarianza

b)

83,6y = 44,385,11sy == 5037,0
83,6
44,3

y

s
CV y

y ===   (50,37% de dispersión)

10x = 16,567,26sx == 516,0
10
16,5

x
s

CV x
x ===   (51,6% de dispersión)

Se distribuye de forma más homogénea el ingreso total de las familias.
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6.  Un psicólogo afirma, basándose en los datos obtenidos, que a medida que el niño crece menores
son las respuestas inadecuadas que da en el transcurso de una situación experimental:

Edad
Número respuestas

inadecuadas
Edad

Número respuestas
inadecuadas

2 11 7 12
3 12 9 8
4 10 9 7
4 13 10 3
5 11 11 6
5 9 11 5
6 10 12 5
7 7

a)   Determinar la validez de las conclusiones del psicólogo
b)   María, de diez años y medio, participa en el experimento, ¿cuál es el número de respuestas
       inadecuadas que se puede predecir para ella?
c)   Hallar la varianza residual

Solución:

a)   La validez de la afirmación se obtendrá en función del coeficiente de correlación: 
yx

xy

ss

s
r =

Como no hay pares repetidos se entiende que son 15 pares de la forma  )y,x( ji  que representará

edad:xi  e  sinadecuadarespuestasnúmero:yi  de modo que la frecuencia de cada par es la unidad.

ix 2 3 4 4 5 5 6 7 7 9 9 10 11 11 12

iy 11 12 10 13 11 9 10 7 12 8 7 3 6 5 5

6,52
15
789

15
5.125.1110.412.311.2

N

yx

a

15

1i
ii

11 ==
+++++

==
∑
=

7
15
105

15
12111154432

N

x

xa

15

1i
i

10 ==
++++++++

===
∑
=

6,8
15
129

15
55613101211

N

y

ya

15

1i
i

01 ==
+++++++

===
∑
=

En consecuencia,  6,76,8.76,52aaas 011011xy −=−=−=

Para el cálculo de las desviaciones típicas  :)s,s( yx
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46,58
15
877

15
12111154432

N

x

a
22222222

15

1i

2
i

20 ==
++++++++

==
∑
=

46,82
15
1237

15
55613101211

N

y

a
2222222

15

1i

2
i

02 ==
+++++++

==
∑
=

07,346,9s46,9746,58aas x
22

1020
2
x ===−=−=

91,25,8s5,86,846,82aas y
22

0102
2
y ===−=−=

El coeficiente de correlación:  85,0
91,2.07,3
6,7

ss

s
r

yx

xy −=
−

==   correlación inversa del 85%

La validez solicitada es del 85% en correlación inversa, es decir, a medida que aumenta la edad del
niño (X) disminuye las respuestas inadecuadas (Y).

b)  Para poder predecir el número de respuestas para cada edad determinada (caso de María) será
necesario hallar la ecuación de regresión de Y (nº respuestas inadecuadas) sobre X (edad del niño):

)xx(
s

s
yy 2

x

xy −=−          pendiente de la recta ≡ coeficiente de regresión:  2
x

xy
yx

s

s
b =

  Adviértase que la pendiente de la recta o coeficiente de regresión  yxb  viene determinado

  por el signo de la covarianza  xys

80,0
46,9
6,7

s

s
b 2

x

xy
yx −=

−
==     (recta de regresión decreciente)

La ecuación de la recta de regresión será:    x80,02,14y)7x(80,06,8y −=−−=−

En consecuencia, para la edad de María  )5,10x( =  el número de respuestas inadecuadas que se puede
predecir será:

                 68,55,10.80,02,14y ≅=−=  respuestas inadecuadas.

c)  La varianza residual  )r1(ss 22
y

2
r −=

Coeficiente de Determinación:  7225,0)85,0(r 22 =−=

                                           35875,2)7225,01(50,8)r1(ss 22
y

2
r =−=−=

%75,27
50,8

35875,2
100

s

s
100licadoexpnoiacionesvar% 2

y

2
r ===
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7.   De una variable estadística bidimensional (X, Y) se conoce  3sx = :

 Recta de regresión de Y sobre X:   x
2
1

2y +=

 Recta de regresión de X sobre Y:  y24x +−=

a)  Hallar el coeficiente de correlación
b)  Si  2x = , determinar  110220 aya,a,y

Solución:

a)  La recta de regresión de Y sobre X:  x
2
1

2y +=  puede escribirse:

2
1

b)x4(
2
1

0yx
2
1

2y yx =⇒+=−+=

Análogamente, la recta de regresión de X sobre Y:  y24x +−=

2b)y2(20xy24x xy =⇒+−=−+−=

Sabemos que  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=======

=→=→==

5,125,2s25,2
2
5,4

s2
s

5,4
2

s

s
b

5,4s
2
1

9

s

2
1

s

s
b

y
2
y2

y
2
y

xy
xy

xy
xy

2
x

xy
yx

1
5,1.3

5,4
ss

s
r

yx

xy ===   con lo que existe una dependencia funcional, cosa que no es de extrañar por

tratarse de única recta de regresión. Adviértase que las rectas:  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

+=

y24x

x
2
1

2y  son la misma recta,

basta con multiplicar la primera recta por 2 y despejar la x:

y24xx4x
2
1

22y2 +−=+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

b)     32
2
1

2yx
2
1

2yx
2
1

2y
2x

=+=+=+=
=

         1323a2a3aas 22
20

2
20

22
1020

2
x =+=−=−=

         25,11325,2a3a25,2aas 2
02

2
02

2
0102

2
y =+=−=−=

         5,1065,4a3.2a5,4aaas 1111011111xy =+=−=−=
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8.   En una experimentación sobre el sector turístico se han observado dos caracteres cuantitativos (X,
Y), obteniéndose los siguientes resultados:

(0, 2),     (1,6),     (3, 14),     (‐1, ‐2),     (2, 10)

a)  Hallar las distribuciones marginales
b)  Correlación entre ambos caracteres
c)  ¿Cómo completaríamos los pares (‐3,  •),  (•,  4)?. Utilizar para ello la recta de regresión ajustada a
los datos observados.

Solución:

a)   Como no hay repetición de los pares, la tabla de doble entrada de frecuencias absolutas vendrá
dada de la forma:

X \ Y 2 6 14 ‐2 10 •in

0 1 1
1 1 1
3 1 1
‐1 1 1
2 1 1

jn• 1 1 1 1 1 5

Las distribuciones marginales de la X e Y, respectivamente, serán:

ix 0 1 3 ‐1 2 jy 2 6 14 ‐2 10

•in 1 1 1 1 1 jn• 1 1 1 1 1

b)  Para estudiar  la correlación se forma la tabla adjunta, donde no figura la columna de las
frecuencias absolutas por ser la unidad para todos los pares

ix iy ii yx 2
ix

2
iy

0 2 0 0 4
1 6 6 1 36
3 14 42 9 196
‐1 ‐2 2 1 4
2 10 20 4 100

5 30 70 15 340

14
5
70

N

yx

a

5

1i
ii

11 ===
∑
=

1
5
5

N

x

ax

5

1i
i

10 ====
∑
= 3

5
15

N

x

a

5

1i

2
i

20 ===
∑
= 213aas 22

1020
2
x =−=−= 41,12sx ==
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6
5
30

N

y

ay

5

1i
i

01 ====
∑
= 68

5
340

N

y

a

5

1i

2
i

02 ===
∑
=

32668aas 22
0102

2
y =−=−= 66,532sy ==

86.114aaas 011011xy =−=−= 1
32.2

8

ss

s
r

2
y

2
x

xy ===

Como el coeficiente de correlación es igual a 1, indica que existe una dependencia funcional entre las
variables (X, Y) estudiadas.

c)    Para completar el par  (‐3,  •) hay que hallar la ecuación de la recta de regresión de Y sobre X.
Análogamente, para completar el par (•,  4) hay que hallar la ecuación de la recta de regresión de X
sobre Y.

♦ Recta de regresión de Y sobre X:

)xx(
s

s
yy 2

x

xy −=− , donde el coeficiente de regresión   2
x

xy
yx

s

s
b =   (pendiente de la recta)

1x =        6y =          4
2
8

s

s
b 2

x

xy
yx ===

x42y)1x(46y)xx(
s

s
yy 2

x

xy +=−=−−=−

El par (‐3,  •) se completa:  )10,3(10)3(42y −−→−=−+=

♦ Recta de regresión de X sobre Y:

)yy(
s

s
xx 2

y

xy −=− , donde el coeficiente de regresión   2
y

xy
xy

s

s
b =   (pendiente de la recta)

1x =        6y =         
4
1

32
8

s

s
b 2

y

xy
xy ===

)y2(
4
1

x)6y(
4
1

1x)yy(
s

s
xx 2

y

xy +−=−=−−=−

El par (•,  4) se completa:   [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡→=+−= 4,
2
1

2
1

42
4
1

x
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9.  Se desea estudiar la relación que existe entre la variable X (porcentaje de la población urbana en
las distintas provincias) e Y (renta media por hogar). La tabla adjunta contiene datos referentes a
treinta provincias:

X \ Y 1 ‐ 16 16 ‐ 31 31 ‐ 46 46 ‐ 60
10 ‐ 19 1 1 1
19 ‐ 28 8 3
28 ‐ 37 3 7 1
37 ‐ 45 2 3

a)  Calcular las rectas de regresión

Solución:

a)
X \ Y 1 ‐ 16 16 ‐ 31 31 ‐ 46 46 ‐ 60 •in

10 ‐ 19 1 1 1 3
19 ‐ 28 8 3 11
28 ‐ 37 3 7 1 11
37 ‐ 45 2 3 5

jn• 1 14 14 1 30

♦ Las distribuciones marginales de X e Y, respectivamente:

Intervalos ix •in •ii nx •i
2
i nx

10 ‐ 19 14,5 3 43,5 630,75
19 ‐ 28 23,5 11 258,5 6074,75
28 ‐ 37 32,5 11 357,5 11618,75
37 ‐ 45 41 5 205 8405

30 864,5 26729,25

81,28
30

5,864
N

nx

ax

4

1i
ii

10 ====
∑
=

•

975,890
30

25,26729
N

nx

a

4

1i
i

2
i

20 ===
∑
=

•

959,6081,28975,890aas 22
1020

2
x =−=−= 807,7959,60sx ==

Intervalos jy jn• jj ny • j
2
j ny •

1 ‐ 16 8,5 1 8,5 72,25
16 ‐ 31 23,5 14 329 7731,5
31 ‐ 46 38,5 14 539 20751,5
46 ‐ 60 53 1 53 2809

30 929,5 31364,25

98,30
30

5,929
N

ny

ay

4

1j
jj

01 ====
∑
=

•

475,1045
30

25,31364
N

ny

a

4

1j
j

2
j

02 ===
∑
=

•
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7146,8598,30475,1045aas 22
0102

2
y =−=−= 258,97146,85sy ==

♦ La distribución conjunta

ix \  jy 8,5 23,5 38,5 53

14,5 1 1 1
23,5 8 3
32,5 3 7 1
41 2 3

65,919
30

5,27589
30

3.5,38.418.5,23.5,231.5,38.5,141.5,23.5,141.5,8.5,14
N

nyx

a

4

1i
iiii

11 ==
+++++

==
∑
=

1162,2798,30.81,2865,919aaas 011011xy =−=−=

 Recta de regresión de Y sobre X:    )81,28x(
959,60
1162,27

98,30y)xx(
s

s
yy 2

x

xy −=−−=−

                                                                                                                     x44,030,18y +=

       Coeficiente de regresión:  044,0
959,60
1162,27m

b 2
x

11
yx >==

σ
=  (recta de regresión creciente)

 Recta de regresión de X sobre Y:    )98,30y(
7146,85
1162,27

81,28x)yy(
s

s
xx 2

y

xy −=−−=−

                                                                                                                     y31,020,19x +=

      Coeficiente de regresión:  031,0
7146,85
1162,27

s

s
b 2

y

xy
xy >===  (recta de regresión creciente)

10.   Justifique las razones por las cuales debe aceptarse o rechazarse que las dos rectas siguientes
sean, respectivamente, las líneas de regresión mínimo‐cuadráticas de Y sobre X y de X sobre Y de una
serie de observaciones.

Y/X:   1X2Y +=    X/Y:   10Y5X +−=

Solución:

⎩
⎨
⎧

<−=→−=
>=→+=

05bY510X

02bX21Y

xy

yx
Los coeficientes de regresión deben tener el mismo signo, al
depender ambos de la misma covarianza.
Con lo cual, no pueden ser rectas de regresión.
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11.   Justifique las razones por las cuales debe aceptarse o rechazarse que las dos rectas siguientes
sean, respectivamente, las líneas de regresión mínimo‐cuadráticas de Y sobre X y de X sobre Y de una
serie de observaciones.

Y/X:   1X2Y +=    X/Y:   10Y5X +=

Solución:

⎩
⎨
⎧

>=→+=
>=→+=
05bY510X

02bX21Y

xy

yx Los coeficientes de regresión tienen el mismo signo, lo que es
lógico al depender ambos de la misma covarianza.

De otra parte, el coeficiente de correlación:   16,35.2b.br xyyx === , resultado absurdo cuando

el coeficiente de correlación  1r1 ≤≤− , concluyendo que no pueden ser rectas de regresión.

 12.   El coeficiente de correlación entre dos variables X e Y es 0,6. Sabiendo además que,
           2s20y5,1s10x yx ====

a)  Hallar las rectas de regresión de Y/X  y de X/Y
b)  Calcular la varianza residual para las dos regresiones anteriores

Solución:

 Recta de regresión de Y sobre X:   2
x

xy
yx2

x

xy

s

s
b)xx(

s

s
yy =−=−   (coeficiente regresión)

 Recta de regresión de X sobre Y:   2
y

xy
xy2

y

xy

s

s
b)yy(

s

s
xx =−=−   (coeficiente regresión)

El coeficiente de correlación:   8,1s
2.5,1

s
6,0

s.s

s
b.br xy

xy

yx

xy
xyyx ====

En consecuencia,    8,0
5,1

8,1

s

s
b 22

x

xy
yx ===                 45,0

2

8,1

s

s
b 22

y

xy
xy ===

Las rectas de regresión serán:  
y45,01x)20y(45,010x:Y/X

x8,012y)10x(8,020y:X/Y

+=→−=−
+=→−=−

b)  Varianza residual 

[ ]

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

22
x

2
r

22
y

2
r

r1ssY/X

r1ssX/Y

        Error típico estimación 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

2
xr

2
yr

r1ssY/X

r1ssX/Y

por tanto, 

[ ]

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==→=−=

==→=−=

2,144,1s44,1s6,015,1sY/X

6,156,2s56,2s6,012sX/Y

r
2
r

222
r

r
2
r

222
r
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13.   En una distribución bidimensional se conoce:

            Y44,06,0X:Y/X4y2,1s7,0R x +====

Obtener:

a)   Media de X
b)   Recta de regresión de Y/X
c)   Varianza de Y
d)   Covarianza de ambas variables

Solución:

a)  Recta de regresión de X sobre Y:  
⎩
⎨
⎧

=+=
+=

+=
36,24.44,06,0X

Y44,06,0X
Y44,06,0X

b)  La recta de regresión de Y/X:

      siendo   
⎩
⎨
⎧

=
=

+=
44,0b

6,0a
Y44,06,0X

xy

     114,1
44,0
7,0

b44,0.b7,0b.br
2

yxyx
2

xyyx
2 ====

con lo cual, la recta de regresión de Y sobre X:   )xx(
s

s
yy

yxb

2
x

xy −=−  será:   )36,2x(114,14y −=−

                                                                                                                                    x114,1370,1y +=

c)  Varianza de la Y:   Sabemos que,  114,1b44,0b2,1s yxxyx ===

     604,12,1.114,1s
2,1

s
114,1

m
b 2

xy2
xy

2
x

11
yx ===

σ
=

     recurriendo a   2
y

2
y

xy
xy

s

604,1
44,0

s

s
b == 645,3

44,0
604,1

s2y ==

d)  La covarianza de ambas ya se ha calculado:   604,1sxy =
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14.   Sean las variables estadísticas bidimensionales (X, Y), donde X = "PIB per cápita (en miles de
dólares) e  Y = "Tasa natural de crecimiento demográfico de 162 países del mundo". Se conocen los
datos siguientes:

9,978x =∑ 4,2886y =∑ ∑ = 4,8938xy

9,17569x2 =∑ 2,172291y2 =∑

a)  Obtener la recta de regresión que pretende explicar la tasa natural de crecimiento en función de la
renta del país.
b)  Interpretar los coeficientes de la recta estimada.
c)  Obtener una medida de bondad del ajuste e interpretar si éste es bueno.

Solución:

a)   Se trata de encontrar la recta de regresión de Y sobre X:  )xx(
s

s
yy

yxb

2
x

xy −=−

04,6
162

9,978
N

x
xa10 ==== ∑             456,108

162
9,17569

N

x
a

2

20 === ∑

97,7104,6456,108aas 22
1020

2
x =−=−=

82,17
162

4,2886
N

y
ya01 ==== ∑         526,1063

162
2,172291

N

y
a

2

02 === ∑

97,74582,17526,1063aas 22
0102

2
y =−=−=

175,55
162

4,8938
N

yx
a11 === ∑         46,5282,17.04,6175,55aaas 011011xy −=−=−=

El coeficiente de regresión de Y sobre X (pendiente de la recta):   729,0
97,71
46,52

s

s
b 2

x

xy
yx −=

−
==

Adviértase que la pendiente de la recta  )729,0(− en el signo depende de la covarianza  )s( xy , al ser

negativa la recta de regresión será decreciente, esto es, a medida que aumenta los valores de la
variable X (PIB per cápita) disminuyen los valores de la variable Y (tasa natural de crecimiento
demográfico).

La recta de regresión solicitada será:   )04,6x(729,082,17y −−=− x729,022,22y −=

c)  El Coeficiente de determinación  lineal:   xyyx
2 b.br =

07,0
97,745
46,52

s

s
b 2

y

xy
xy −=

−
==

con lo que,  051,0)07,0(.)729,0(r2 =−−=  ( 5,1% grado de fiabilidad)
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El coeficiente de correlación lineal:   226,0051,0r ==  (no existe apenas correlación lineal entre las

variables, pudiendo existir otro tipo de correlación)

15.  La siguiente distribución bidimensional se expresa en la siguiente tabla de correlaciones. La
variable X representa los ingresos familiares mensuales en unidades de 10 euros. La variable Y
representa, a su vez, los metros cuadrados de la vivienda familiar.

X/ Y < 60 60 ‐ 80 80 ‐ 100 100 ‐ 150 > 150
50 ‐ 100 20 18 2 1 0
100 ‐ 200 25 40 30 2 1
200 ‐ 350 5 10 15 25 3
350 ‐ 500 0 5 15 20 8
> 500 0 1 2 7 10

a)  Calcular la distribución marginal de las dos variables. ¿Son independientes los ingresos familiares
      y el tamaño de la vivienda donde habitan?
b)  Obtener la distribución de la superficie de la vivienda condicionada al intervalo modal de los
      ingresos familiares.
c)   Calcular la distribución de los ingresos condicionada al intervalo mediano de la vivienda familiar.

Solución:

a)

X/ Y < 60 60 ‐ 80 80 ‐ 100 100 ‐ 150 > 150 •in
N

n
f i
i

•
• =

50 ‐ 100 20 18 2 1 0 41 0,155
100 ‐ 200 25 40 30 2 1 98 0,370
200 ‐ 350 5 10 15 25 3 58 0,219
350 ‐ 500 0 5 15 20 8 48 0,181
> 500 0 1 2 7 10 20 0,075

jn• 50 74 64 55 22 N= 265 1

N

n
f j
j

•
• = 0,189 0,279 0,242 0,208 0,083 1

Para que los ingresos familiares (X) y el tamaño de la vivienda familiar (Y) sean independientes debe

verificarse  j,i
N

n

N
n

N

n jiij ∀⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ••

No son independientes porque 
265
64

265
48

265
15

N
n

4
n

N
n 3443 ≠≠ ••
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DISTRIBUCIÓN MARGINAL DE LA VARIABLE X

Intervalos ix •in ic N
n

f i
i

•
• = iN N

N
F i
i

•
• =

i

i
i c

n
h =

50 ‐ 100 75 41 50 0,155 41 0,155 0,82
100 ‐ 200 150 98 100 0,370 139 0,525 0,98
200 ‐ 350 275 58 150 0,219 197 0,744 0,39
350 ‐ 500 425 48 150 0,181 245 0,925 0,32
> 500 ‐‐‐‐‐ 20 ‐‐‐‐‐ 0,075 265 1 ‐‐‐‐‐

265 1

DISTRIBUCIÓN MARGINAL DE LA VARIABLE Y

Intervalos jy jn• jc
N

n
f j
j

•
• = jN

N

N
F j

j
•

• =
j

j
j c

n
h =

< 60 ‐‐‐‐‐ 50 ‐‐‐‐‐ 0,189 50 0,189 ‐‐‐‐‐
60 ‐ 80 70 74 20 0,279 124 0,468 3,7
80 ‐ 100 90 64 20 0,242 188 0,71 3,2 mediano
100 ‐ 150 125 55 50 0,208 243 N

/2
=1
32
,

0,918 1,1
> 150 ‐‐‐‐‐ 22 ‐‐‐‐‐ 0,083 265 1 ‐‐‐‐‐

265 1

b)   X = "ingresos familiares"  e   Y = "metros cuadrados de la superficie"

jy 10050/nj − 200100/nj − 350200/nj − 500350/nj − 500/nj >

< 60 20 25 5 0 0
60 ‐ 80 18 40 10 5 1
80 ‐ 100 2 30 15 15 2
100 ‐ 150 1 2 25 20 7
> 150 0 1 3 8 10

41 98 58 48 20

Con los datos disponibles no se puede calcular el intervalo modal de la variable X, al no poder calcular
todas las densidades de frecuencias marginales, es imposible hacerlo en el tramo (> 500) que tiene
una amplitud ilimitada.

c)  La distribución condicionada de la variable X al intervalo mediano de la Y (vivienda familiar):

X / Y < 60 60 ‐ 80 80 ‐ 100 100 ‐ 150 > 150 Intervalos )10080/n(n i3i −•

50 ‐ 100 20 18 2 1 0 50 ‐ 100 2
100 ‐ 200 25 40 30 2 1 100 ‐ 200 30
200 ‐ 350 5 10 15 25 3 200 ‐ 350 15
350 ‐ 500 0 5 15 20 8 350 ‐ 500 15
> 500 0 1 2 7 10 > 500 2
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16.  Se conocen las regresiones 
⎩
⎨
⎧

+=
+=

Y3,02X:Y/X

X23Y:X/Y

Sabiendo además que  2,3sxy = . Obtener la varianza residual de las dos rectas de regresión.

Solución:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==⎯⎯⎯ →⎯=

==⎯⎯⎯ →⎯=

⎩
⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
⎧

+=
+=

=

=

67,103,0/2,3ss/sb

6,12/2,3ss/sb
3,0b

2b

Y3,02X:Y/X

X23Y:X/Y
2
y

2,3s2
yxyxy

2
x

2,3s2
xxyyx

xy

yx

xy

xy

Por otra parte, el coeficiente de determinación:   6,03,0.2b.bR xyyx
2 ===

Varianza residual 

[ ] [ ]

[ ] [ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−=→−=

=−=→−=

64,06,016,1sr1ss:Y/X

268,46,0167,10sr1ss:X/Y

2
r

22
x

2
r

2
r

22
y

2
r

Error típico estimación 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==→−=

==→−=

8,064,0sr1ss:Y/X

066,2268,4sr1ss:X/Y

r
2

xr

r
2

yr

17.  Sean las siguientes ecuaciones las rectas de regresión de una variable bidimensional (Y, X; nij)

                                                       
⎩
⎨
⎧

=−
=−
2Y4X

3Y2X

    a)  ¿Cuál de estas rectas corresponde a la regresión de Y/X  y  cuál a la regresión de  X/Y?
    b)  Hallar las medias aritméticas de Y sobre X
    c)  ¿Cuánto vale el coeficiente de correlación lineal?

Solución:

a)

• Sea   )b(signo)b(signo

4/1b

2/1a
X

4
1

2
1

Y

2b

3a
Y23X

2Y4X

3Y2X
yxxy

yx

'
xy

X/Yregresiónrecta

Y/Xregresiónrecta

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−=

+−=

⎩
⎨
⎧

=
=

+=

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=−
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=−

Coeficiente de determinación   15,0
4
1
.2b.br yxxy

2 <===
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• Sea   )b(signo)b(signo

4b

2a
Y42X

2/1b

2/3a
X

2
1

2
3

Y

2Y4X

3Y2X
xyyx

xy

'
yx

Y/Xregresiónrecta

X/Yregresiónrecta

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

+=

⎩
⎨
⎧

=
−=

+−=

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=−
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=−

Coeficiente de determinación   124.
2
1

b.br xyyx
2 >===  cosa que no es posible    )1r0( 2 ≤≤

En consecuencia 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+−=

+=

X
4
1

2
1

Y:X/Y

Y23X:Y/X

18.  En una distribución bidimensional (Xi, Yj , nij) se conoce  10x =  y   10sxy = . Ambas rectas de

regresión pasan por el punto (0, 0). ¿Cuál es el grado de bondad del ajuste?.

Solución:

Las rectas de regresión de Y/X  e  X/Y  se cortan en  )y,x( , en este caso en el punto  )y,10( .

Por otra parte, según el enunciado se cortan en (0, 0), por lo que se puede concluir que ambas rectas
coinciden al tener dos puntos distintos en común.

En consecuencia, R2=1 → R=1 (100% grado de ajuste).

19.  A partir de un conjunto de datos sobre las variables X e Y se ha calculado la regresión de Y sobre
X, obteniéndose los siguientes resultados:

                                        20x9,0rX45,010Y 2 ==+=

Calcular los parámetros de regresión de X sobre Y

Solución:

⇒==⎯⎯⎯⎯ →⎯
⎩
⎨
⎧

=
=

+=
=

xy
2b.br

yx
b.45,09,0r

45,0b

10a
X45,010Y xyyx

2

)rectapendiente(2
45,0
9,0

bxy ==

De otra parte,   1920.45,010yx.bay x.bay
byx

=+=⎯⎯⎯ →⎯+= +=

Análogamente,  ⇒−=⎯⎯⎯⎯ →⎯+= += y.'bx'ay.'b'ax
xyxy b

y.'b'ax
b

1819.220'a −=−=

La recta de regresión de X/Y:   X218Y +−=
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20.  ¿Cuáles de los siguientes pares de posibles rectas de regresión de Y/X  y de  X/Y realmente
pueden serlo?. Razone la respuesta.

a)  X43Y +=  siendo  Y2X += b)  X23Y +=  siendo  Y3,02X −= c)  X23Y +=  siendo  Y2,02X +=

Solución:

 
⎩
⎨
⎧

>===

=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>=
=

+=

>=
=

+=

ióncontradicc141.4b.br

)b(signo)b(signo

01b

2'a
Y2X:Y/X

04b

3a
X43Y:X/Y

xyyx
2

xyyx

xy

yx

 ióncontradicc)b(signo)b(signo

03,0b

2'a
Y3,02X:Y/X

02b

3a
X23Y:X/Y

xyyx

xy

yx ≠

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<−=
=

−=

>=
=

+=

 coherentesescoeficient
14,02,0.2b.br

)b(signo)b(signo

02,0b

2'a
Y2,02X:Y/X

02b

3a
X23Y:X/Y

xyyx
2

xyyx

xy

yx

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<===

=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>=
=

+=

>=
=

+=

21.  Comprobar si son coherentes los resultados obtenidos al ajustar la recta de regresión:

         a)    3a4x8y10s20sXbAY 2
xxy =====+=

         b)   5s4,0s4s4sXbAY 2
x

2
ryxy

2
y ====+=

Solución:

a)

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎯→⎯
≠=−=−=+=

====

+=
regresiónderectalaa

encorrespondnodatosLos

304.28xbyaxbay

2
10
20

s

s
bb

XbAY

2
x

xy
yx

b)   Los datos no corresponden a una recta de regresión como puede observarse.
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−=−≠==−==

====

==−=−=−=

+=

9,0
4
4,0

1
s

s
18,0

4.5
4

r
s

s
1

s.s

s
r

8,0
5
4

s

s
bb

94,0r9,0r)r1(1,0)r1(44,0)r1(ss

XbaY

2
y

2
ry

2
2

2
y

2
ry

2
y

2
x

2
xy2

2
x

xy
yx

22222
y

2
ry

22.  En una distribución bidimensional (X, Y) se ha ajustado una regresión lineal entre las dos
variables. Se sabe que  2y,4s,8,0r x ===  y que la recta de regresión de X sobre Y ajustada es

X4Y = . Se pide:

a)  Calcular los valores de  xys,s 2
yxy

b)  Calcular la recta de regresión de Y sobre X
c)  Calcular la varianza residual en la regresión de X sobre Y

Solución:

a)

Recta de regresión de X sobre Y
  X4Y =

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

==
=

⎯⎯⎯ →⎯=

−=−

+=

)rectapendiente(4/1b'b

0'a
Y

4
1

X

)yy(
s

s
xx

xy

y'b'ax

2
y

xy

 covarianza  )s( xy

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

====

===

96,404.)56,2(ss.bs
s

s
b

56,2b
4
1
.b8,0b.br

2
xy

2
xyxxy2

x

xy
b

yx

yxyx
2

'b

xy

b

yx
2

 Varianza Y  )s( 2
y 84,163

4/1
96,40

s
b

s
s

s

s
b 2

y
xy

xy2
y2

y

xy
'b

xy ====

 Media X  )x( [ ] [ ] 5,02.
4
1

0xy'b'ax y'b'axy'b'aExE =+=⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯+= +=+=

b)

Recta de regresión de Y sobre X

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+=−=−

+=−=−

=

x56,272,0y)5,0x(
4

96,40
2y

xbay)xx(
s

s
yy

2

bb

2
x

xy

yx

c) Varianza residual de X: 76,5)64,01(16s)r1(ss 2
rx

22
x

2
rx =−=−=
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23.  Se desea estudiar la repercusión que tiene los días de lluvia en el número de visitas al zoo. Para
ello, se observaron las siguientes variables, durante los últimos diez años, siendo Y="nº visitas
anuales, en miles" y  X="nº de días de lluvia al año":

Año 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
X 18 26 30 33 38 39 42 44 46 49
Y 107 105,5 105 104,4 104,3 104 103,7 103,4 103,1 103

a)  Coeficiente de correlación lineal e interpretar el resultado.
b)  Recta de regresión que explique el número de visitas anuales en función del número de lluvia.
c)  ¿Qué previsión de visitas habrá para el año próximo si el Instituto Meteorológico informa que
      lloverá 40 días?. ¿Qué grado de fiabilidad tendrá esta predicción?.
d)  Hallar la varianza residual del número de visitas anuales.
e)  Obtener la recta de regresión X/Y.

Solución:

Año ix iy ii y.x 2
ix

2
iy

1994 18 107 1926 324 11449
1995 26 105,5 2743 676 11130,25
1996 30 105 3150 900 11025
1997 33 104,4 3445,2 1089 10899,36
1998 38 104,3 3963,4 1444 10878,49
1999 39 104 4056 1521 10816
2000 42 103,7 4355,4 1764 10753,69
2001 44 103,4 4549,6 1936 10691,56
2002 46 103,1 4742,6 2116 10629,61
2003 49 103 5047 2401 10609
10 365 1043,4 37978,2 14171 108881,96

Distribución marginal de X

5,36
10
365

N

x

xa

10

1i
i

10 ====
∑
= 1,1417

10
14171

N

x

a

10

1i

2
i

20 ===
∑
=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==
=−=−=

21,985,84s

85,845,361,1417aas

x

22
1020

2
x

Distribución marginal de Y

34,104
10

4,1043
N

y

ya

10

1i
i

01 ====
∑
= 196,10888

10
96,108881

N

y

a

10

1i

2
i

02 ===
∑
=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==
=−=−=

17,136,1s

36,134,104196,10888aas

y

22
0102

2
y
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Covarianza ‐ Coeficientes regresión lineal ‐ Coeficiente correlación lineal

82,3797
10

2,37978
N

y.x

a

10

1i
ii

11 ===
∑
=

Covarianza: 59,1034,104.5,3682,3797a.aas 011011xy −=−=−=

Coeficientes regresión lineal:

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=
−

==

−=
−

==

79,7
36,1
59,10

s

s
b:Y/X

125,0
85,84
59,10

s

s
b:X/Y

2
y

xy
'b

xy

2
x

xy
b

yx

Coeficiente de correlación lineal: 986,0)79,7()125,0(b.br xyyx =−−==

Observando la gráfica de la nube de puntos a más días de lluvia
menor número de visitas. El grado de ajuste entre la nube de
puntos y la recta de regresión es del 98,6%.

b)  Recta de regresión de Y sobre X:

                 x125,090,108y)5,36x(125,034,104y)xx(
s

s
yy

yxbb

2
x

yx −=−−=−−=−

=

c)  Si en 2007 se estiman 40 días de lluvia se estiman un número de visitas:

                 104)40(125,090,108y ≈−= días

d)  La varianza residual de la Y:

                 0378,0)986,01(36,1s)r1(ss 22
ry

22
y

2
ry =−=−=  (3,78%  causas ajenas a la regresión)

e)  Recta de regresión de X sobre Y:

                 y79,731,849x)34,104y(79,75,36x)yy(
s

s
xx

xyb'b

2
y

yx −=−−=−−=−

=

79,7
x31,849

ŷy79,731,849x:Y/X
−

=−=    

NOTA.‐ Para representar conjuntamente en EXCEL las dos rectas de regresión (Y/X,  X/Y) se han de
introducir dos series:  Serie1 (X, Y),  Serie2 (X,  )Ŷ
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24.  Las notas en Estadística (X) y en Matemáticas (Y) obtenidas por 10 alumnos elegidos al azar en un
grupo de primer curso de la Facultad de Ciencias Económicas y Empresariales han sido las siguientes,
según el orden de selección de la muestra:

Nº orden 1º 2º 3º 4º 5º 6º 7º 8º 9º 10º
X 9 7 3 6 7 5 10 8 3 5
Y 8 5 4 2 9 6 10 9 1 5

a)  Representar la nube de puntos correspondiente a esta distribución. ¿Qué hipótesis pueden
      hacerse a la vista de la representación?.
b)  Estimar los parámetros de la recta de regresión Y/X. Interpretar los coeficientes calculados.
c)  Estimar los parámetros de la recta de regresión de X/Y y comparar ambas rectas.
d)  Representar las dos rectas de regresión junto a la nube de puntos.
e)  Calcular la varianza residual en la regresión Y/X. ¿Coincidirá con la varianza residual en la
     regresión X/Y?
f)  Para un alumno que haya obtenido un 7 en Matemáticas, ¿qué nota se le pronosticaría en
     Estadística?
g)  Para un alumno que haya obtenido un 4 en Estadística, ¿qué nota se le pronosticaría en
     Matemáticas?

Solución:

a)

Observando la nube de puntos (diagrama de dispersión) se
puede establecer la hipótesis de que existe correlación lineal
creciente entre las variables.

b) Estimar los parámetros de la recta de regresión Y/X

Nº orden 1º 2º 3º 4º 5º 6º 7º 8º 9º 10º

ix 9 7 3 6 7 5 10 8 3 5 63

iy 8 5 4 2 9 6 10 9 1 5 59

ii y.x 72 35 12 12 63 30 100 72 3 25 424
2
ix 81 49 9 36 49 25 100 64 9 25 447
2
iy 64 25 16 4 81 36 100 81 1 25 433

Distribución marginal de X

3,6
10
63

N

x

xa

10

1i
i

10 ====
∑
= 7,44

10
447

N

x

a

10

1i

2
i

20 ===
∑
= ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==
=−=−=

24,201,5s

01,53,67,44aas

x

22
1020

2
x



38

Distribución marginal de Y

9,5
10
59

N

y

ya

10

1i
i

01 ====
∑
= 3,43

10
433

N

y

a

10

1i

2
i

02 ===
∑
= ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==
=−=−=

91,249,8s

49,89,53,43aas

y

22
0102

2
y

Covarianza ‐ Coeficientes regresión lineal ‐ Coeficiente correlación lineal

4,42
10
424

N

y.x

a

10

1i
ii

11 ===
∑
=

Covarianza:  23,59,5.3,64,42a.aas 011011xy =−=−=

Parámetros regresión lineal Y/X
X044,1677,0YXbaY +−=+=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=====

−=−=−=+=

>====

80,0643,0r643,0
49,8
23,5

.
01,5
23,5

s

s
.

s

s
r

677,03,6.044,19,5xbyaxbay

0044,1
01,5
23,5

s

s
bb

2
y

xy
2
x

xy2

2
x

xy
yx

El coeficiente de regresión b es positivo, con lo
que a mayor nota en estadística mayor nota en
matemáticas. De otra parte, el coeficiente de
correlación r es 0,80, con lo que la fiabilidad del
modelo es del 80%.

c)

Parámetros regresión lineal X/Y
Y616,0665,2XY'b'aX +=+=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=====

=−=−=+=

>====

80,0643,0r643,0
49,8
23,5

.
01,5
23,5

s

s
.

s

s
r

665,29,5.616,03,6y'bx'ay'b'ax

0616,0
49,8
23,5

s

s
b'b

2
y

xy
2
x

xy2

2
y

xy
xy

El coeficiente de regresión b' es positivo, con lo que a
mayor nota en matemáticas mayor nota en estadística.

De otra parte, 
616,0
665,2X

ŶY616,0665,2X
−

=+=   se

utiliza para representar en Excel la serie  )Ŷ,X( , que junto

a la serie (X, Y),  permite la gráfica conjunta de la nube de
puntos y las dos rectas de regresión.
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d)  Para representar en Excel las dos rectas de regresión junto a la nube de puntos.

 X 9 7 3 6 7 5 10 8 3 5
Y 8 5 4 2 9 6 10 9 1 5

Ŷ 10,28 7,04 0,54 5,41 7,04 3,79 11,91 8,66 0,54 3,79

Diagrama dispersión: Series (X, Y), (X,  )Ŷ

616,0/)665,2X(Ŷ −=

e)  Varianzas residuales

Varianza residual de Y/X:   49,8s643,0r 2
y

2 == 03,3)643,01(49,8s)r1(ss 2
ry

22
y

2
ry =−=−=

Varianza residual de X/Y:   01,5s643,0r 2
y

2 == 79,1)643,01(01,5s)r1(ss 2
rx

22
x

2
rx =−=−=

f)  Un alumno con un 7 en Matemáticas  )7,(•  para pronosticar la nota en Estadística habría que

recurrir a la recta de regresión de X/Y:   Y616,0665,2X +=

                                               98,67.616,0665,2X =+=  en estadística

g)  Un alumno con un 4 en Estadística  ),4( •  para pronosticar la nota en Matemáticas habría que

recurrir a la recta de regresión de Y/X:   X044,1677,0Y +−=

                                            50,34.044,1677,0Y =+−=  en matemáticas
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MODELO DE REGRESIÓN: HERRAMIENTAS DE SOFTWARE

• EXCEL Y LA REGRESIÓN LINEAL

Se puede utilizar el análisis de la regresión lineal para estimar la velocidad de reacción en μ‐
moles/minuto (Y) basándose en la variable X = 'Cantidad de glucogenasa'

Excel dispone de análisis de Regresión para ajustar
el modelo de regresión simple, simultáneamente
proporciona las estimaciones de los parámetros, la
contrastación individual, y el análisis de los
residuos.

En el menú Herramientas, tenemos el diálogo
Análisis de datos, donde elegimos Regresión,
obteniéndose un cuadro de diálogo que permite
realizar un ajuste para la regresión múltiple.

Los Campos de Entrada tienen las funcionalidades:

Rango Y de entrada: Introducir la referencia correspondiente
al rango de datos dependientes. El rango debe estar
formado por una única columna.

Rango X de entrada: Introducir la referencia correspondiente
al rango de datos independientes. Excel ordenará las
variables independientes de este rango en orden ascendente
de izquierda a derecha. El número máximo de variables
independientes es 16.

Rótulos: Activar esta casilla cuando la primera fila o la primera columna del rango (o rangos) de
entrada tienen rótulos. No activar en el caso de que el rango de entrada carezca de rótulos. Excel
genera los rótulos de datos correspondientes  para la tabla de resultados.

Nivel de confianza: Activar esta para incluir más niveles de confianza en la tabla de resúmenes de
resultados. Introducir el nivel de confianza a aplicar además del nivel predeterminado del 95%.



41

Constante igual a cero: Activar esta casilla para que la línea de regresión pase por el origen.
Rango de salida: Introducir la referencia correspondiente a la celda superior izquierda de la tabla de
resultados. Dejar por lo menos siete columnas disponibles para la tabla de resultados sumarios, donde
aparecen: tabla de análisis, número observaciones, coeficientes, error típico del pronóstico Y, valores
de R2  y error típico de coeficientes.

En una hoja nueva: Hacer clic en esta opción para insertar una hoja nueva en el libro actual y pegar los
resultados, comenzando por la celda A1 de la nueva hoja de cálculo. Para dar un nombre a la nueva
hoja de cálculo, anotarlo en el cuadro.

En un libro nuevo: Hacer clic  para crear un nuevo libro y pegar los resultados en una hoja nueva del
libro creado. Si desea incorporar la opción gráfica tiene que teclear esta opción.

Residuos: Activar esta casilla para incluir los residuos en la tabla de resultados.

Residuos estándares: Activar esta casilla para incluir residuos estándares en la tabla de resultados de
residuos.

Gráficos de residuos: Si activa esta casilla se genera un gráfico por cada variable independiente frente
al residuo.

Curva de regresión ajustada: Si activa esta casilla se genera  un gráfico con los valores pronosticados
frente a los valores observados.

Trazado de probabilidad normal: Activando esta casilla se genera un gráfico con probabilidad normal.

Finalmente, con las opciones activadas en la figura anterior, en la tabla de resultados aparecen los
estadísticos de regresión, cuadro de análisis de la varianza del modelo, estimadores, contrastes de
significación de F‐Snedecor y de t‐Student con sus p‐valores asociados, intervalos de confianza para
los parámetros y para las predicciones al 95%, y residuos.
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La figura adjunta presenta el gráfico de la variable
independiente (X) contra los residuos, lo que se
utiliza para detectar el problema de no linealidad,
heteroscedasticidad, y autocorrelación en el
modelo del ajuste.

Lo mejor es que la gráfica presente una estructura
aleatoria de puntos.

La figura adjunta presenta el gráfico para detectar
la hipótesis de normalidad en el modelo.

La gráfica ideal es la diagonal del primer
cuadrante.

La gráfica visualiza la variable independiente
contra los valores predichos, lo que sirve para
detectar problemas de heteroscedasticidad.

Lo ideal es que todas las gráficas presenten una
estructura aleatoria de puntos.

Para obtener la recta de regresión, se
seleccionan los datos

Y hacemos clic en el icono de Asistente para
Gráficos.
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Previsualizamos  la Gráfica Hacer clic en Siguiente Se ajustan los detalles de la Gráfica, Títulos,
nombre de los ejes, etc. Hacer clic en Siguiente

Con la opción que figura seleccionada se obtiene la
Gráfica en la misma hoja. Hacer clic en Terminar.

La Gráfica nos permite visualizar cierta
relación lineal. Para encontrar la
ecuación de la recta que mejor la
modela se posiciona el cursor sobre
alguno de los puntos de la Gráfica de
Dispersión, y se hace clic con el Botón
Derecho del Mouse.
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'Agregar línea de tendencia ...'.
Después 'Línea de Tendencia o
regresión lineal.

Pasando a la solapa 'Opciones' Se tildan las opciones y se hace clic en 'Aceptar'

Resultando, finalmente:

  Ejercicio Excel
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EJERCICIO EXCEL:  REGRESIÓN LINEAL

En la tabla adjunta se recogen dos años, el gasto mensual en publicidad (X) y las ventas mensuales (Y)
de una empresa, ambas en miles de euros, calcular la recta de regresión que explique las ventas en
función del gasto de publicidad, así como su representación gráfica.

X 15,2 14,9 15 14,9 14,2 14,6 15,5 15,1 15,4 14,7 14,3 15,7
Y 715 705 704 715 654 698 758 708 714 703 676 771

X 15,2 14,8 152 14,2 15,7 14 14,7 16,7 14,9 15 13,6 14,7
Y 726 721 701 656 743 644 676 813 710 712 648 719

Solución:

1º Opción en Excel

Para construir un diagrama de dispersión, se introducen las
observaciones en dos columnas, teniendo la precaución de
colocar las observaciones de la variable independiente X en
la primera columna (A6:A30), de forma que el rango de los
datos sea A6:B30 (incluyendo los rótulos X e Y de las
observaciones).

Una vez introducidas las observaciones, se selecciona en el
menú Insertar/Gráfico, seleccionando Tipo de Gráfico (XY
dispersión), y el Subtipo de gráfico (Dispersión). Una vez
seleccionado, se hace clic en Siguiente >.

En la pestaña Rango de datos, se introduce el rango en el que están
contenidos los datos (incluyendo los subtítulos), indicando si éstos
están en filas o columnas. De este modo, se tiene A6:B30.
En la pestaña Serie se comprueba si las series X (variable
independiente) e Y (variable dependiente) se corresponden con las
observaciones. Una vez comprobado se hace clic en Siguiente >.



46

En el paso siguiente, se permite modificar distintos
elementos del gráfico, como se puede deducir de las
pestañas disponibles en la ventana de la izquierda.
Finalizadas las modificaciones, clic en Siguiente >.

Finalmente, se selecciona una ubicación para el gráfico. En
este caso, Como objeto en: Hoja1, de forma que se inserta
en la misma hoja de cálculo donde se esta trabajando. Para
terminar, clic en Terminar >.

Aparece el diagrama de dispersión que aparece a la izquierda.
Modificando algunas opciones de formato en el gráfico, se
consigue mejorar y clarificar el aspecto. Más concretamente,
eliminando las líneas de división y el fondo del área de trazado,
corrigiendo las escalas de los ejes para centrar la nube de puntos,
el gráfico podía adoptar el aspecto siguiente:

Obtenido el diagrama de dispersión, se puede proceder a agregar
la recta de regresión. Para ello, o se seleccionan las observaciones
que aparecen en el gráfico, haciendo clic en cualquiera de ellas, y
se pulsa el botón derecho del ratón, para seleccionar Agregar línea
de tendencia. O bien, se utiliza el menú Gráfico/Agregar línea de
tendencia.

En la ventana que aparece a continuación, hay dos pestañas, Tipo y Opciones. En la ventana Tipo se
selecciona el tipo de tendencia o regresión (en este caso, Lineal), y en la pestaña Opciones se
selecciona Presentar ecuación en el gráfico y Presentar el valor R cuadrado en el gráfico. Finalmente, se
hace clic en Aceptar. De esta forma, aparece el modelo seleccionado representando gráficamente
junto con la expresión de la función ajustada y la bondad de ajuste (coeficiente de determinación) R2.
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El resultado aparece en la figura adjunta, se puede
observar que junto a la nube de puntos aparece la recta
de regresión  x.996,5675,142y +−= , así como el valor del

coeficiente de determinación  881,0R2 = .

El diagrama de dispersión, la línea de tendencia (recta de
regresión) y la información que aparece en el cuadro de
texto se actualizan automáticamente si se modifican los
datos originales.

2º OPCIÓN EXCEL

Al estar los datos sin tabular, la forma más eficiente de obtener en Excel la recta de regresión mínimo
cuadrática de las ventas mensuales (Y) sobre el gasto mensual de publicidad (X),  x.baŷ +=  es utilizar

la función ESTIMACIÓN.LINEAL, o bien la herramienta para análisis Regresión en el menú
Herramientas/Análisis de datos.

Habiendo introducido los datos; por ejemplo, primero los correspondientes a la variable
independiente X (en el rango A7:A30) y después los de la variable dependiente Y (rango B7:B30),
reservando A6 y B6 para los nombres de las variables.

1º.  La primera opción corresponde a la función

ESTIMACION.LINEAL(conocido_y;conocido_x;constante;estadística), donde conocido_y   y conocido_x
hacen referencia a los datos de las variables Y y X, a partir de los cuales se va a estimar la recta de
regresión de Y sobre X.

Si se omite conocido_x se aume que ésta es la matriz con valores (1, 2, 3, ... ) y con el mismo tamaño
que conocido_y. Respecto a constante y estadística, ambos son valores lógicos que se especifican; en
particular, si constante es igual a VERDADERO  o se omite, es estima un modelo con constante, y si es
igual a FALSO se estima una recta de regresión que pasa por el origen de coordenadas; por otra parte,
si estadística toma el valor VERDADERO se devuelven las estadísticas de regresión, y si estadística es
igual a FALSO o se omite, sólo se calculan los dos parámetros (a, b) de la recta de regresión.

Ahora bien, ESTIMACION.LINEAL, es una forma matricial, por ello hay que seleccionar primero el rango
de las celdas en el que se desea que aparezcan los resultados y, después completar los distintos
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argumentos de la función. Finalmente, pulsar simultáneamente la combinación de las teclas
Control+Mayúsculas+Intro.

Más concretamente:

Se seleccionan diez celdas como aparece en la figura adjunta (filas y columnas
necesarias como parámetros a estimar, cuando el argumento estadística =
VERDADERO) , y después en pegar función/ESTIMACION.LINEAL

Habiendo completado los argumentos, se pulsa
simultáneamente las teclas
Control+Mayúsculas+Intro

La salida completa de ESTIMACION.LINEAL (estadística = VERDADER0) rellena
las celdas seleccionadas anteriormente, consta de cinco filas y tantas
columnas como parámetros a estimar, en particular tres, en el caso de la
regresión lineal.

La salida de Excel, en este caso, será la contenida en la siguiente información:

b a
ETb ETa
R2 ETreg
F g. libertad

SCR SCE

 Adviértase que,
  7533,142a996,56b −==
 recta regresión:   x.996,5675,142y +−=

 coef. determinación:  881,0R2 =

Los estadísticos que nos interesan en este enfoque descriptivo de la regresión lineal, destacados en
azul, son la ordenada en el origen (a), la pendiente de la recta de regresión (b) de Y sobre X, el
coeficiente de determinación (R2), la suma de los cuadrados de la variación residual (SCR) y la suma de
los cuadrados de la variación explicada (SCE), donde

                       

licadaexpcuadradossumaresidualcuadradossumatotalcuadradossuma
SCE

)yŷ(

SCR

)ŷy(

SCT

)yy(
n

1i

2
i

n

1i

2
ii

2
n

1i
i ∑∑∑

===
−+−=−

Señalar que, el coeficiente de determinación: 
SCT
SCE

1R2 −=

NOTA.‐ Se podía haber optado porque la salida de ESTIMACION.LINEAL hubiera sido únicamente la
ordenada en el origen (a), la pendiente de la recta de regresión (b) de Y sobre X.

Para ello, se seleccionan dos celdas como aparece en la figura adjunta.
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Después en pegar función/ESTIMACION.LINEAL, con
el argumento estadística = FALSO.

Finalmente, se pulsa simultáneamente las teclas
Control+Mayúsculas+Intro

La salida de Excel, en este caso, será (b, a): 7533,142a996,56b −==

La recta regresión:   x.996,5675,142y +−=

La segunda opción corresponde a la herramienta Regresión.

En el menú Herramientas/Análisis de datos  se
selecciona Regresión, se hace clic en Aceptar  y
aparece un cuadro de diálogo.

En el cuadro de diálogo, entre otras cosas, se introducen los
rangos de las variables (X, Y), no se han introducido los Rótulos
porque no tenían los nombres de las variables. Como opciones
de salida, En una hoja nueva, solicitando Residuos y Curva de
regresión ajustada.

Señalar que para esta opción, los datos de X e Y deben estar
obligatoriamente en columnas, lo que no sucedía con
ESTIMACION.LINEAL, donde los datos de las distintas variables
podían estar dispuestos tanto en filas como en columnas.

Se puede estimar un modelo sin constante, sin más que pinchar en el recuadro de la izquierda de
Constante igual a cero.

Con las especificaciones anteriores se obtiene una salida con muchos estadísticos, al nivel descriptivo
de la regresión nos interesan los coeficientes  )996,56b,7533,142a( =−= y el coeficiente de

determinación  881,0R2 = . En Pronósticos para Y aparecen los valores estimados de la variable
dependiente Y según la recta de regresión:  x.996,5675,142y +−=

Por otra parte, en el caso de la regresión lineal simple que se estudia en este caso, el coeficiente de
correlación múltiple de salida no es más que el coeficiente de correlación lineal de Pearson:

9385,0CV =

Como salida también aparece el diagrama de dispersión y la recta de regresión.
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PRONÓSTICO ó TENDENCIA

Una vez calculada la recta de regresión  x.996,5675,142y +−= , se pueden calcular las ventas

mensuales de la empresa (Y) en función del gasto en publicidad (X). Para ello, si deseamos saber las
ventas mensuales para un gasto en publicidad de 15.000 euros  )15x( = , se sustituye en la recta de
regresión el valor de la x:  175,71215.996,5675,142y =+−=  (miles de euros).

Excel, proporciona funciones como llevar a cabo predicciones: PRONOSTICO y TENDENCIA.

La función PRONOSTICO(x; conocido_y; conocido_x), donde (conocido_y; conocido_x) son los valores
que se utilizan para estimar la recta de regresión de Y sobre X, mientras que x es el nuevo valor de la
variable X para el que se va a obtener un pronóstico ‐ PRONOSTICO(15;B7:B30;A7:A30)

La función PRONOSTICO no es matricial, de modo que si se desea el pronóstico para distintos valores
de la X, lo más cómodo es calcular el primero y utilizar la opción de llenado automático, manteniendo
finos los datos correspondientes a (conocido_y; conocido_x):
PRONOSTICO(A7;$B$7:$B$30;$A$7:$A$30)

La función TENDENCIA es de carácter matricial, por lo que se puede utilizar una sola vez para llevar a
cabo varias predicciones al mismo tiempo, sin más que seleccionar previamente el rango donde se
quieren obtener los resultados, completar los argumentos y pulsar simultáneamente las teclas
Control+Mayúsculas+Intro
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Adviértase que con la función TENDENCIA se puede estimar un modelo que pase por el origen de
coordenadas, sin más que asignar FALSO a su argumento constante, mientras que con la opción
PRONOSTICO no se puede realizar.

Considerando las ecuaciones normales de la recta de regresión:  
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se tiene:    24N= ,  2,358x
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1i
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 ,   16990y
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  ,    64,5355x
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resolviendo el sistema:

54‐142,75337a356,9963177b
50,254117b.64,5355a.2,358

16990b.2,358a.24
==

⎩
⎨
⎧

=+
=+

La recta de regresión de Y sobre X:  x.996,5675,142y +−=

Considerando la ecuación de la recta de regresión de Y sobre X:  )xx(
s

s
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2
x

xy −=−

donde, 
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y20 yasm −==      yxas 11xy −=

con lo cual,

  14,925xa 01 ==   ,   707,917ya 10 ==    ,    223,15a 02 =    ,   502606,42a 20 =     ,     10588,23a 11 =

0,396sm 2
x02 ==     ,     1460,41sm 2

y20 ==      ,  22,5729sxy =

La recta de regresión de Y sobre X:    )925,14x(
396,0

22,5729
917,707y −=−
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despejando,   x.996,5675,142y +−=

El coeficiente de determinación (bondad del ajuste):   881,0
1460,41.396,0

(22,5729)

ss

s
R

2

2
y

2
x

2
xy2 ===

  Ejercicio Excel

REGRESIÓN PARABÓLICA

En la tabla adjunta se recogen las ventas de cemento en Segovia y en todo el territorio español.
Determinar un ajuste parabólico mínimo‐cuadrático de las ventas de cemento en Segovia en función
de toda España. ¿Qué ajuste será mejor, el lineal o el parabólico?

Año España Segovia
1990 19,7 0,7
1991 18,5 0,6
1992 18,5 0,6
1993 17,9 0,6
1994 16,2 0,5
1995 16,2 0,5
1996 18,2 0,6
1997 20 0,7
1998 21,7 0,6
1999 24,9 0,7

Solución:

La ecuación a ajustar por mínimos cuadrados que explica las ventas de cemento en Segovia (Y) en

función de las de España (X) viene dada por la ecuación  2cxbxay ++= , donde (a, b y c) son los
parámetros a estimar.
Las ecuaciones normales, obtenidas al derivar respecto a estos parámetros son:
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 de donde se extrae:    
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despejando, se tiene: 
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Como los datos no se encuentran tabulados, puesto que los datos tienen frecuencia unitaria, para
obtener con Excel el valor de los parámetros del ajuste parabólico se pueden seguir dos
procedimientos. El primero de ellos consiste en representar la nube de puntos y utilizar el menú
Gráfico/Agregar línea de tendencia. Alternativamente, se puede resolver el sistema de ecuaciones
normales empleando funciones de Excel que permiten invertir y multiplicar matrices.

PRIMER PROCEDIMIENTO. ‐ Se introducen los datos en las
columnas A, B y C (reservando la primera línea para los rótulos) y se
dibuja el diagrama de dispersión asociado a las variables X e Y (rango
B20:C29).

Una vez obtenido el diagrama de
dispersión, se agrega el polinomio de
grados dos. Para ello, se hace clic en
las observaciones que aparecen en el
gráfico, se pulsa el botón derecho del
ratón y, se selecciona Agregar línea de
tendencia.

Aparece una nueva ventana, en donde aparecen dos pestañas, Tipo y Opciones. En la pestaña Tipo se
selecciona Polinomio y, en Orden, 2. De otra parte, en la pestaña Opciones, se hace clic en cada uno
de los recuadros que aparecen a la izquierda de Presentar ecuación en el gráfico y Presentar el valor R
cuadrado en el gráfico, de forma que se obtienen las siguientes ventanas, haciendo clic en Aceptar.

El resultado que se obtiene es:
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La ecuación de segundo grado (parábola) que se obtiene:   2x.004,0x.1825,04107,1y −+−= , con un

grado de fiabilidad (bondad del ajuste)  738,0R2 =

SEGUNDO PROCEDIMIENTO.‐  Para resolver el sistema de ecuaciones normales, y así obtener los
parámetros (a, b y c) que definen la ecuación de la parábola, se deben introducir los datos en las
columnas A, B y C , y calcular los sumatorios:
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Planteado el sistema de ecuaciones:
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en forma matricial:     
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Para  obtener la matriz inversa, se utiliza en Excel, la fórmula MINVERSA(matriz), que invierte una
matriz. En el menú Insertar/Función  al seleccionar Matemáticas y trigonometría en Categoría de la
función, y en Nombre de la función. MINVERSA.

Como las funciones MINVERSA (inversa de una matriz) como la función que multiplica matrices
MMULT(matriz1;matriz2) son funciones matriciales, antes de ser insertadas, previamente se debe
seleccionar el rango de las celdas en el que se desea que aparezca el resultado, para después, una vez
introducida ésta, pulsar simultáneamente la combinación de las teclas Control+Mayúsculas+Intro.

Para calcular su matriz inversa

Antes de utilizar la función MINVERSA, se debe seleccionar el rango de
las celdas donde tienen que aparecer los resultados
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Resulta la matriz inversa: 
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Se repite el proceso anterior, con la función MMULT(matriz1;matriz2), concluyendo:
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La ecuación de segundo grado (parábola) es:   2x.004,0x.1825,04107,1y −+−= ,

Adviértase que  este último procedimiento se puede emplear para estimar cualquier ajuste
polinómico tanto para datos tabulados como sin tabular; mientras que el primero (diagrama de
dispersión) sólo es válido para datos sin tabular.

La bondad de ajuste de este modelo se calcula mediante el coeficiente de determinación:
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SCE

1R2 −= , por lo que es necesario obtener previamente los valores pronosticados por el modelo

)ŷ( i , obtenidos al sustituir el valor de la variable independiente (X) en el modelo teórico estimado, es

decir,  ( 2x.004,0x.1825,04107,1y −+−= ).

Calculando, posteriormente, los residuos  yŷe ii −= . La suma de los residuos al cuadrado será:
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10

1i

2
i )yŷ(eSCE

Se tiene,  0,04900)yy(SCT
10

1i

2
i =−=∑

=
       0,01284)yŷ(SCE

10

1i

2
i =−=∑

=

El coeficiente de determinación  0,7380
04900,0
01284,0

1
SCT
SCE

1R2 =−=−=   (73,80 %)

Los cálculos en Excel son:
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Finalmente, hay que contestar que ajuste es mejor
si el parabólico o el lineal. Para ver el ajuste lineal,
sólo es necesario emplear la función de Excel,
COEFICIENTE.R2

El coeficiente de determinación lineal  0,5644R2 =  (56,44%), siendo claramente mejor el ajuste
parabólico.

  Ejercicio Excel
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REGRESIÓN EXPONENCIAL

Una entidad bancaria ofrece un fondo de inversión con una duración máxima de dos años y con un
riesgo alto el primer año. Como información, ofrece la tabla adjunta, donde aparece el dinero (en
euros) que podría haber recuperado una persona al haber cancelado su inversión al cabo de un
número determinado de meses a partir de su inversión inicial.

Tiempo (meses)
Cantidad

recuperada
Tiempo (meses)

Cantidad
recuperada

1 205046 13 348231,4
2 100 14 360525,7
3 169047 15 537984,4
4 192635 16 400078,5
5 100 17 542209,2
6 138346,7 18 651083,7
7 150 19 461097
8 98873,3 20 865418
9 113090,6 21 803179,4
10 189827,7 22 1295651,9
11 50 23 1214292,5
12 3070 24 1732753,9

Se pide determinar un modelo explicativo para los resultados expuestos en función del tiempo. Si una
persona se encontrase en el décimo mes de su inversión, ¿qué resultados podría pronosticar si retira
su inversión en cualquiera de los meses siguientes?.

Solución:

El diagrama de puntos sugiere que el mejor ajuste es de

tipo exponencial, es decir,  xbay = , donde X es el tiempo

en meses e Y la cantidad de dinero recuperado.

Para realizar el ajuste de esta función, se linealiza el
modelo tomando logaritmos neperianos, con lo cual:

         blnxalnyln +=  o bien   blnxalnz +=

La función de Excel, ESTIMACION.LOGARITMICA(conocido_y;conocido_x;constante;estadística)
devuelve las estimaciones de los parámetros (a, b) según se ha especificado anteriormente. En el
argumento conocido_y  se introduce el rango de las celdas que contienen los datos de la variable Y
que se pretende estimar, en este caso, la cantidad de dinero recuperada. En el argumento conocido_x
se introduce el rango de las celdas donde aparece la variable  independiente X, en este caso, los
meses; cuando esta variable corresponde a los números (1, 2, 3, ...) puede omitirse.

El argumento constante es un valor lógico que permite especificar si el parámetro a=1 cuando se
introduce FALSO; en caso de introducir VERDADERO u omitirse, devuelve la estimación de a de
acuerdo con la expresión. El argumento estadística es un valor lógico, si se introduce VERDADERO
devuelve las estimaciones de los parámetros (a, b) junto con otros estadísticos, de lo que solo nos
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interesan  2
linealR ,  linealSCR ,  linealSCE , respectivamente, el coeficiente de determinación lineal, la suma

de los cuadrados de la regresión según el modelo exponencial linealizado, y la suma de los cuadrados
de los errores del modelo exponencial linealizado.

ESTIMACION.LOGARITMICA es una función matricial, por lo
que antes de introducir la función debe seleccionarse el
rango de las celdas en las que se quiera que aparezcan los
resultados (la dimensión máxima que devuelve Excel
cuando se trabaja con una sola variable independiente es
5x2).  Finalmente, se pulsa simultáneamente la
combinación de teclas Control+Mayúsculas+Intro.

Al seleccionar la función ESTIMACION.LOGARITMICA, rellenar los argumentos y teclear
conjuntamente Control+Mayúsculas+Intro aparecen la ventana y los estadísticos solicitados

De los resultados que nos proporciona esta función, solo nos interesa los que se subrayan con negrita,
los restantes estadísticos se consideran para la estadística inferencial.

b a
ETb ETa
2
linealR ETregresion
F g.l.

SCRlineal SCElineal

   

licadaexpcuadradossumaresidualcuadradossumatotalcuadradossuma
SCE

)zẑ(

SCR

)ẑz(

SCT

)zz(
n

1i

2
i

n

1i

2
ii

2
n

1i
i ∑∑∑

===
−+−=−

El modelo exponencial es:   x21,30602340.2815,7456y =

Adviértase que el coeficiente de determinación es el que corresponde al modelo linealizado, es decir,

lineal

lineal2
lineal SCT

SCE
1R −= . Para obtener el coeficiente de determinación exponencial, se realizan los

siguientes cálculos: 
exp

exp2
exp SCT

SCE
1R −= , donde   2

n

1i
iexp )yy(SCT −=∑

=
,   ∑

=
−=

n

1i

2
iiexp )ŷy(SCE  ,  xbay =
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La obtención del coeficiente de determinación exponencial sin linealizar, requiere una serie de
cálculos adicionales, tal como calcular  expSCT ,  expSCE :

124,92638E)yy(SCT 2
24

1i
iexp +=−=∑

=
        118,17254E)ŷy(SCE

24

1i

2
iiexp +=−=∑

=

0,8341
124,92638E
118,17254E

1
SCT

SCE
1R

exp

exp2
exp =

+
+

−=−=  (83,41%)

Las predicciones pueden obtenerse sustituyendo los valores de la X en el modelo estimado
x21,30602340.2815,7456y = , con lo cual para x=10, se tiene:

                             140653,973821,30602340.2815,7456y 10 ==

OTRO PROCEDIMIENTO.‐ Resolviendo el sistemas de ecuaciones normales, y así obtener los

parámetros (a, b) que definen la ecuación de la función exponencial   xbay = .

Tomando logaritmos neperianos, queda:    blnxalnyln +=

Las ecuaciones normales son: 
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 en forma matricial:
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donde,

24N=        300x
24

1i
i =∑

=
         4900x

24

1i

2
i =∑

=
       270,72766yln

24

1i
i =∑

=
         3691,13076yln.x

24

1i
ii =∑

=
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0,000870,01087‐

0,01087‐0,17754

4900300

30024 1

Por tanto,   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0,266987

7,942982

13076,3691

72766,270
.

0,000870,01087‐

0,01087‐0,17754

bln

aln

Ahora bien,  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==⇒=
==⇒=

1,306023ea0,2669987lnb

2815,7456ea942982,7aln
0,2669987

942982,7

La ecuación de tipo exponencial solicitada es:  x21,30602340.2815,7456y =

  Ejercicio Excel
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REGRESIÓN HIPERBÓLICA

Estudiando las unidades demandas de cierto producto de consumo (Y, en miles) y las rentas familiares
(X) en miles de euros, se tiene:

rentas 1 1,3 1,6 2 2,2 3 3,7 5
unidades producto 30 25 22 18 15 10 8 5

Se pide ajustar una hipérbola equilátera al número de unidades del producto demandas (Y) en función
de las rentas familiares (X). ¿Es fiable el ajuste?.

Solución:

El diagrama de puntos sugiere un ajuste de tipo

hiperbólico. La función a ajustar será: 
x
b

ay +=

Para aplicar directamente la regresión lineal mínimo
cuadrática, podemos hacer un cambio:  zay += ,

donde 
x
1

z =      x/1z =

La función de Excel, ESTIMACION.LINEAL(conocido_y;conocido_x;constante;estadística) devuelve las
estimaciones de los parámetros (a, b) según se ha especificado anteriormente. En el argumento
conocido_y  se introduce el rango de las celdas que contienen los datos de la variable Y que se
pretende estimar, en este caso, la cantidad de dinero recuperada. En el argumento conocido_x  se
introduce el rango de las celdas donde aparece la variable  independiente X, en este caso, los meses;
cuando esta variable corresponde a los números (1, 2, 3, ...) puede omitirse.

El argumento constante es un valor lógico que permite especificar si el parámetro a=0 cuando se
introduce FALSO ; en caso de introducir VERDADERO o omitirse, devuelve la estimación de a de
acuerdo con la expresión. El argumento estadística es un valor lógico, si se introduce VERDADERO
devuelve las estimaciones de los parámetros (a, b) junto con otros estadísticos, si se pone FALSO solo
devuelve el valor de los parámetros (a, b), en este caso, si se desea conocer el coeficiente de
determinación se puede recurrir a la función COEFICIENTE.R2.

ESTIMACION.LINEAL es una función matricial, por lo que antes de introducir la función debe
seleccionarse el rango de las celdas en las que se quiera que aparezcan los resultados (la dimensión
máxima que devuelve Excel cuando se trabaja con una sola variable independiente es 5x2).
Finalmente, se pulsa simultáneamente la combinación de teclas Control+Mayúsculas+Intro.
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De los resultados que proporciona esta función, se tiene:  z.0209819,2300459,0y += , es decir,

                                               
x
1
.0209819,2300459,0y +=

El coeficiente de determinación  91677,0R2 = (91,677%), que confirma que el ajuste mediante la
hipérbola equilátera es bueno.

OTRO PROCEDIMIENTO.‐ Resolviendo el sistemas de ecuaciones normales, y así obtener los

parámetros (a, b) que definen la ecuación de la función hiperbólica 
x
b

ay += .

ecuaciones normales: 
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85,2944b.2,6631a.4,1524

133b.4,1524a.8

resolviendo el sistema,  0,00459a=  y    32,02098b = , con lo que la ecuación de la regresión

hiperbólica es: 
x
1
.0209819,2300459,0y +=

Para analizar la bondad del ajuste hay que calcular el coeficiente de determinación, siendo necesario
calcular la suma de los cuadrados de la variaciones total y residual:

535,875)yy(SCT 2
8

1i
i =−=∑

=
     15,1776)ŷy(SCE

8

1i

2
ii =−=∑

=
       0,9716

535,875
15,1776

1
SCT
SCE

1R2 =−=−=

El coeficiente de determinación es del 97,16%, indicando que el ajuste mediante la hipérbola
equilátera es bueno.

  Ejercicio Excel
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SPSS: REGRESIÓN LINEAL

Con datos introducidos en SPSS, intentamos ajustar un modelo mediante Mínimos Cuadrados
Ordinarios (MCO).   Para ello, se elige en el Menú:  Analizar ‐ Regresión ‐ Lineal.

En el cuadro de la Regresión lineal se introduce la variable dependiente (Y)  y la variable
independiente cantidad de glucogenasa (X). En el botón Opciones se hace la selección de la figura.

En las opciones Estadísticos y Gráficos, se procede como aparece en las selecciones adjuntas. En el
botón Gráficos se selecciona residuos contra valores predichos. Al pulsar Aceptar se obtiene el ajuste
del modelo.

El ajuste del Modelo:

8,1880SCT

495,33SCR

305,1847SCE

=
=
=
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454,165
3/495,33

305,1847
3/SCR
1/SCE

F ===

Hipótesis nula                0:H 10 =β     el modelo no es explicativo

Hipótesis alternativa     0:H 11 ≠β    el modelo es explicativo

A un nivel de confianza del 95%  )95,0α1( =−  se rechaza  0H  si   128,10F454,165F 3,1;05,0 =≥=  (tablas)

991,0982,0R

982,0
8,1880
305,1847

SCT
SCE

R2

==

===

Se verifica la relación 
982,01

982,0
3454,165

R1

R
)2n(F 2

2

−
=⇒

−
−=

Respecto a la autocorrelación, el estadístico de Durbin‐Watson de 1,673 no deja claro la presencia o
no de autocorrelación:
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El Modelo estimado sería:   x648,18211,1y +=

En la figura del histograma de los residuos. se
observa que no se ajusta bien a una distribución
normal.
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En la figura se presenta el gráfico de
normalidad que se ajusta muy bien a la
diagonal del primer cuadrante.

En el gráfico de residuos tipificados contra valores
predichos existen dudas sobre la aleatoriedad porque
los puntos se concentran siguiendo rectas paralelas, lo
que permite vislumbrar problemas de
heteroscedasticidad.

NUBE DE PUNTOS: RECTA DE REGRESIÓN

La nube de puntos se representa con el
menú:  Gráfico/Dispersion/Puntos

En el cuadro de Dialogo especificar Dispersión Simple

En la Opción Dispersión Simple se pueden representar los puntos para un par de variables. En el
cuadro se especifica la variable dependiente (Y) y la variable independiente (X).
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Una vez dibujada la nube de puntos se puede dibujar la recta de regresión. Para ello, es necesario
editar el gráfico pulsando dos veces sobre el mismo. A continuación en el editor de menú de gráficas,
se selecciona la opción Elementos, como se muestra en la figura:

Se selecciona la opción Ajustar línea/Lineal
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ANTECEDENTES DE LA REGRESIÓN

• La Normal univariante y bivariante (modelos de probabilidad)

• Ajuste de una recta a una nube de puntos (análisis de datos)

• Inferencia estadística (obtención de conclusiones mediante la información de los datos y
       las propiedades teóricas del modelo: intervalos de confianza, contrastes de hipótesis, errores,
       análisis de la varianza, ...)

Distribución Normal Bivariante    (parámetros   ρσσμμ .,,, 2121 )

)Y,X(ncorrelació.Coef)Y(Var)X(Var)Y(E)X(E 2
2

2
121 =ρ=σ=σ=μ=μ

[ ])y()X(2)y()X(
)1(2

1

2
21

2121
2

2
2
1

2
1

2
222

2
2
1e

12

1
)y,x(f

μ−μ−ρσσ−μ−σ+μ−σ
ρ−σσ

−

ρ−σσπ
=

Normal bivariante:  Distribuciones condicionadas

MODELOS DE REGRESIÓN LINEAL

Las técnicas de Regresión Lineal simple parten de dos variables cuantitativas:

• La variable explicativa (x)
• La variable respuesta (y)

Tratando de explicar la variable de respuesta (y) mediante una función lineal de la x representada por
la recta  xy 10 β+β= .

Para ello partimos de un Modelo de Probabilidad (la distribución normal) y de n pares de datos  )y,x( ii

que suponemos que provienen del modelo establecido.
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Diferenciamos dos Moledos:

MODELO 1.‐ El observador fija los valores de la variable  ix  y obtiene 'al azar' los correspondientes
                       valores  ix :   UXY 10 +β+β=   donde  ),0(NU σ∈

MODELO 2.‐ El observador obtiene 'al azar' los correspondientes valores )y,x( ii :

                        ),,,,(N)Y,X( 2121 ρσσμμ∈  ⇒    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ρ−σβ+β∈= 2

210 1,xNxX/Y

MODELO 1: MUESTRA ALEATORIA

ii10i uxy +β+β=  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=σβ+β∈

∈

)n,,1i(ntesindependie),x(Ny
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Estableciendo las hipótesis:

Normalidad:  )1,0(Nui∈
Linealidad:  0)u(E i =
Homocedasticidad:  0)u(V i =
Independencia: Los  iu  son independientes

Los parámetros:

• 0β : representa el valor medio de la variable de respuesta

(y) cuando la variable explicativa (x) es cero.

• 1β : representa el incremento de la respuesta media (y)
cuando la variable explicativa (x) aumenta en una unidad.

Ajuste de una recta a n pares de datos  )y,x( ii

Estimación de los coeficientes de la recta

PARÁMETROS DE LA REGRESIÓN (β0, β1)
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ANÁLISIS DE LOS RESIDUOS. ESTIMACIÓN DE LA VARIANZA RESIDUAL  σ2

Los residuos del modelo:  iii ŷyu −=

La varianza residual:

     
2n
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n
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Los residuos pueden dibujarse
de distintas formas:

• Poniendo en el eje de abscisas los valores de las  ix  y en el de
ordenadas los correspondientes  iu .

• Poniendo en el eje de abscisas los valores de las  iy  y en el de
ordenadas los correspondientes  iu .

RESIDUOS TIPIFICADOS  O ESTANDARIZADOS.‐ Para evitar la influencia de las unidades de medida
utilizadas en los datos y eliminar posibles diferencias debidas al azar en su variabilidad, se pueden
utilizar los residuos tipificados dividiendo cada uno de ellos por una medida común de dispersión.
El método más común lleva a lo que se llama residuos studentizados (por lo que su distribución es la t‐
Student).

ESTIMACIÓN POR INTERVALOS DE L0S PARÁMETROS DE REGRESIÓN
(Suponiendo Normalidad)
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siendo la varianza residual  
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CONTRASTE DE LA REGRESIÓN (t‐Student)

Se establecen las hipótesis:

0:H

0:H

11

10

≠β
=β La hipótesis nula establece que los valores de la X no influyen en los valores de

la Y en la relación lineal, frente a la hipótesis alternativa que dice lo contrario.

Con un nivel de significación α  rechazamos la hipótesis nula  0H  si el CERO no está cubierto en el

intervalo de confianza:
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CONTRASTE DE LA REGRESIÓN: ANOVA
(Descomposición de la variabilidad en la regresión)
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El  Coeficiente de Determinación 
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El  Coeficiente de Determinación corregido  2R  por el número de grados de libertad, que depura el
incremento que experimenta el coeficiente de determinación cuando el número de regresores es
mayor:
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ANÁLISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA

Variación Suma cuadrados grados libertad Media cuadrática F‐Snedecor p‐valor
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ii )ŷy(SCR 2n−

2n
SCR
−

)2n(/SCR

1/SCE
F

−
=

  p =

 Total 2
n

1i
i )yy(SCT −=∑

=
1n−

En consecuencia,   
1

)yŷ(
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CONTRASTE DE HIPÓTESIS (F‐Snedecor)

Hipótesis nula                0:H 10 =β     el modelo no es explicativo

Hipótesis alternativa     0:H 11 ≠β    el modelo es explicativo

A un nivel de confianza  )1( α−  se rechaza  0H  si   )2n(,1;FF −α>

• De otra parte, la distribución F‐Snedecor:
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COMENTARIOS SOBRE EL CONTRASTE DE LA REGRESIÓN

• El contraste de la regresión supone que la relación (más o menos fuerte) es LINEAL.  Por tanto, si
no se rechaza la hipótesis nula, lo único que se puede concluir es que no se ha encontrado
evidencia de una relación lineal, pudiendo existir una relación NO LINEAL.

• En la REGRESIÓN SIMPLE el contraste ANOVA coincide exactamente con el contraste de la t‐
Student para el coeficiente de la variable regresora.

• Los CONTRASTES Y GRÁFICOS se  utilizan para ver si existe EVIDENCIA en contra de alguna de las
hipótesis.

Normalidad
♦  Histograma de los residuos tipificados
♦  Q‐Q plot de los residuos tipificados
♦  Test de K‐S (Kolmogorov‐Smirnov)

Linealidad
Homocedasticidad

♦  Diagrama de dispersión de residuos tipificados
     frente a los valores pronosticados ajustados.
      (Tienen que estar entre ‐2 y 2 en una nube de
puntos
     sin forma)

PREDICCIONES A PARTIR DEL MODELO AJUSTADO

Aceptado el modelo de regresión, pueden realizarse estimaciones y predicciones sobre distintas
características de la variable Y dado un valor fijo de la variable X que denominaremos  0x

Partiendo de una distribución  [ ]σβ+β ,xN 010 , se analizaran dos opciones:

• Estimación de  [ ]0xX/YE =   valor medio de Y  para    0xX =
• Predicción de un valor de Y para  0xX =

En ambos casos la mejor estimación puntual es del valor de Y predicho por la recta de regresión

ajustada  0100 xˆˆŷ β+β= .

¿Dónde está la diferencia?. Un ejemplo:  Para una misma velocidad del viento  0x  las olas podrán

tener distintas alturas.

• Estimación de la media de Y para  0xX = .‐  Estimación de la altura media que tendrán todas las olas

para una velocidad del viento fija  0x .

• Predicción de un valor de Y para  0xX = .‐  Predicción de la altura de una ola para una velocidad del
viento fija  0x .

La estimación de la media será la más precisa puesto que compensamos la variabilidad de la Y para  0xX =

En la predicción de un único valor, a la variabilidad estadística se suma la variabilidad de los valores de la Y
para  0xX =
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INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA ESTIMACIÓN Y LA PREDICCIÓN

  Estimación de la media de Y dado  0xX = :  [ ]0xX/YE =
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  Predicción de un valor de Y dado  0xX =
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CONTRASTE DE LINEALIDAD

Es normal que en un diseño fijo para cada valor de la variable explicativa  )xX( i=  se tienen varios

valores de la variable respuesta. La muestra se puede ordenar como se describe a continuación:

1x 2x 3x … kx

11y 21y 31y … 1ky

12y 22y 32y … 2ky

13y 23y 33y … 3ky

…

1n1
y

2n2
y

3n3
y … kkny

•1y •2y •3y … •ky
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La muestra es de la forma  )y,x( iji ,  donde  [ ]in,,2,1j;k,,2,1i == , el tamaño muestral es

k321 nnnnn ++++= ,  y para cada valor  ix  se puede calcular la media condicionada muestral de

la variable de respuesta:  
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Con lo cual, en la igualdad,

libertad.g1
SCE

)yŷ(
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De este modo, una descomposición más completa de la variabilidad total será la siguiente:
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Considerando esta igualdad se puede construir una tabla ANOVA más completa:

Fuente de variación Suma de cuadrados Grados Libertad Varianzas
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A partir de la ANOVA más completa se puede contrastar la hipótesis de que la función de regresión es
lineal frente a la hipótesis alternativa que afirma lo contrario. Es decir,

[ ] i10i0 xxX/YE:H β+β==    la función es lineal

[ ] )x(pxX/YE:H1 ==              la función no es lineal

Cuando la hipótesis nula  0H es cierta, las medias condicionadas estarán próximas a la recta de

regresión y   0)ŷy(n1SCR 2
ii

k

1i
i ≈−= •

=
∑ , como esta medida tiene dimensiones no es útil para resolver la

cuestión.

Para aclarar la discrepancia, se comprara con  2
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, y el cociente de los dos

estadísticos se utiliza como estadístico del contraste en estudio:
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Ejercicio.‐  Los datos de la tabla adjunta muestran el tiempo de impresión (Y) de trabajos que se han
imprimido. Se está interesado en estudiar la relación existente entre la variable de interés 'tiempo de
impresión de un trabajo, y la variable explicativa (X) 'número de páginas del trabajo'':

x y x y x y

1
24,56
17,33
17,81

28,07
23,16
19,41

22,53
14,70 2

29,92
17,14
41,72

37,25
31,90
24,59

31,80
3

28,86
30,01
34,16

44,73
44,43
28,79

41,32

4
29,03
45,00
53,52

54,38
47,63
30,11

44,34
48,95 5

52,55
69,50
45,21

55,61
52,98
46,63

65,70
40,11 6

65,39
57,48
57,29

62,85
69,09
50,42

71,44

7
85,33
66,73
68,17

78,94
61,07
76,71

78,34
88,25
64,84

8
83,82
75,38
100,08

69,40
84,42
74,79

80,68
60,79 9

82,90
105,73
93,93

102,13
119,82
102,30

10
79,82
90,83
89,00

83,81
71,79
76,20

76,30

a) Obtener las estimaciones de los parámetros de la  recta de regresión. Recta de regresión.
b) Coeficiente de correlación. Varianza residual y varianzas de los parámetros de regresión
c) Hallar los intervalos de confianza y contrastes al 90% de los parámetros de regresión.
d) Intervalo de confianza al 90% para el tiempo medio de impresión de un trabajo que tiene 6 hojas
e) Intervalo de predicción al 90% para el tiempo de impresión de un trabajo que tiene 12 hojas.

Solución:

a)
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En la opción Gráficos [además del gráfico de dispersión Y (ZPRED) e X (ZRESID)], se selecciona el
Histograma y Gráfico de prob. normal, dado que estos gráficos permiten, mediante inspección visual,
valorar el cumplimiento del supuesto de normalidad en los residuos. No obstante, se puede realizar
una prueba de significación que elimine la ambigüedad inherente a la inspección visual.

En la opciones:  ZPRED son los pronósticos tipificados,  ZRESID son los residuos tipificados,
DRESID son los residuos eliminados o corregidos (calculados haciendo el análisis de regresión sin esa
observación; útiles para detectar atípicos influyentes), ADJPRED son los pronósticos corregidos,
SRESID son los residuos studentizados y SDRESID son los residuos corregidos.

En el menú Regresión lineal, la opción Guardar, desde su cuadro
de dialogo permite realizar varios supuestos:

Valores pronosticados No tipificados: En la hoja de entrada de
datos incorpora los valores  iŷ  pronosticados por el modelo.

Valores pronosticados No tipificados: En la hoja de entrada de
datos incorpora los residuos   iii ŷyu −=

Distancia de Mahalanobis: Es una medida de influencia a priori.
Cuantifica la distancia de cada caso respecto a las medias de las
variables predictoras. En regresión simple es el cuadrado de la
puntuación típica de cada caso. No debe superar el valor de chi‐

cuadrado  2
k;001,0χ

Distancia de Cook: Es una medida de influencia a posteriori. La influencia se mide por la diferencia en
los coeficientes de la ecuación calculados con la muestra completa y con la muestra menos la
observación en cuestión. Valores de la distancia de Cook (D > 1)  o  1kN,1k;5,0FD −−+>  se pueden

considerar influyentes.

Valores de influencia: Miden el impacto a priori de cada caso. Como regla general, valores menores
que 0,2 se consideran poco influyentes, entre 0,2 y 0,5  son arriesgados, y valores superiores a 0,5
indican influencia.

Con las opciones marcadas se obtiene la siguiente información:
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Las estimaciones de los
parámetros de regresión son:

            
108,8ˆ

515,13ˆ

1

0

=β

=β

La recta de regresión ajustada será  ii x108,8515,13ŷ +=

Además de la recta de regresión, resulta necesario disponer de
información sobre el grado en que el modelo se ajusta a los datos
observados (nube de puntos).
Para elaborar la gráfica del ajuste de la recta a los datos observados
se pulsa el menú  Gráficos  →  Interactivos  →  Diagrama de
dispersión.
Se define la variable Y del criterio (eje de ordenadas) y la variable
predictora X (eje  de abscisas) desde la solapa Asignar variables. A
continuación se selecciona el método ''regresión", en la solapa Ajuste.
El cuadro del dialogo tiene el siguiente aspecto:

Ahora, se pueden hacer las predicciones para el tiempo de impresión:

ix iŷ ix iŷ ix iŷ ix iŷ ix iŷ

1 21,623 2 29,731 3 37,839 4 45,947 5 54,055

6 62,163 7 70,271 8 78,379 9 86,487 10 95,595

b)  Coeficiente de correlación. Varianza residual y varianzas de los parámetros de regresión

                 iiiiii ux108,8515,13yuŷy ++=+= ,  el residuo  iii ŷyu −=
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 Cálculos en la HOJA Excel

La tabla ANOVA (Análisis de la Varianza) es una primera aproximación al Modelo de Regresión Lineal,
que evalúa globalmente el modelo.
En el ejemplo es estadísticamente significativo el p‐valor < 0,001 (Sig),  con lo que se concluye
rechazando la hipótesis nula  0H y aceptando la hipótesis alternativa  1H (existe asociación entre las dos

variables mediante una regresión lineal).

En el cuadro adjunto se muestra
la segunda aproximación
inferencial, donde aparecen los
coeficientes del modelo.

En las últimas columnas, el contraste de hipótesis para el coeficiente de regresión, a través de una t
de Student (contraste de Wald), que parte de una hipótesis nula  0H  que supone que el coeficiente de

regresión lineal vale CERO. En este caso la t‐Student vale 18,917 y el p‐valor asociado es < 0,001.
Para la constante no tiene sentido aplicar el contraste de hipótesis.

Como se ha solicitado, aparecen los intervalos de confianza al  95%  de los coeficientes de regresión,
teniendo solo sentido para el coeficiente  1β :   [ ]962,8;254,7)(IC 195,0 =β

Todo análisis de regresión lineal debería
completarse con una evaluación de los  residuales,
esto es,  )yŷ( i − , sobre todo por comprobar si éstos

siguen una distribución normal.

Con este simple procedimiento nos podemos
asegurar que se cumplen tres criterios básicos para
aplicar correctamente la regresión lineal:

• Supuesto de normalidad de la distribución condicionada de la variable Y.
• Que exista linealidad en la relación de Y condicionada para cada valor de X.
• El principio de homocedasticidad (que las varianzas de la distribución de Y condicionada a cada valor

de X sean homogéneas).
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Para ello, es imprescindible marcar en la ventana de Regresión lineal la opción Guardar y en ella a su vez
Residuos y No tipificados.

Al aplicar esta opción se genera en la base de datos una nueva variable con los residuos no
estandarizados (SPSS la llama por defecto RES_1 Y LA etiqueta como Unstandardized), obteniéndose
en la ventana de resultados el siguiente cuadro resumen de estadísticos calculados:

Con la nueva variable RES_1  deberíamos evaluar si
sigue una distribución normal, seleccionando en la
ventana de dependientes en el procedimiento
Analizar > Estadísticos descriptivos > Explorar

Y marcando en la pestaña Gráficos la opción Gráficos con pruebas de normalidad

Se ajusta a una
distribución normal

Por otra parte,

La varianza residual   485,10S94,109
73
613,8025

275
SCR

275

u

S R

75

1i

2
i

2
R ===

−
=

−
=
∑
=

De otra parte, el estadístico F‐Snedecor:

862,357
94,109
325,39343

)2n(/SCR
1/SCE

F ==
−

=

permite contrastar si el Modelo Lineal es explicativo o no.

En esta línea, se establece las hipótesis:

            Hipótesis nula                0:H 10 =β     el modelo no es explicativo

            Hipótesis alternativa     0:H 11 ≠β    el modelo es explicativo

A un nivel de confianza del 90%  )90,01( =α−  se rechaza  0H  si   76,2F862.357F )275(,1;10,0 ≈>= − , con

lo cual el modelo de regresión lineal es explicativo (sirve para explicar la respuesta).

DESCOMPOSICIÓN DE LA VARIABILIDAD:
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en consecuencia, 
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En consecuencia, el Coeficiente de Correlación
9113,0R = , como aparece en el visor de SPSS.
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•  El  Coeficiente de Determinación: 83057,0
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•   El  Coeficiente de Determinación corregido  2R  por el número de grados de libertad:
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  828,0
121,640
94,109

1R 2 =−=  (Coeficiente Determinación corregido por el número grados libertad)
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•   El Coeficiente de Correlación también puede calcularse con la expresión  
yx

xys
R

σσ
=

VARIANZAS DE LOS PARÁMETROS DE REGRESIÓN:  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ
+=β

2
x

2
2
R0

n

x
n
1

S)ˆ(Var  ,  
2
x

2
R

1
n

S
)ˆ(Var

σ
=β

829,6
)844,2(75

44,5
75
1

94,109)ˆ(Var 2

2

0 =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=β

181,0
)844,2(75

94,109
)ˆ(Var 21 ==β

c)  Estimación por Intervalos de los parámetros de regresión
     (suponiendo la normalidad del modelo)

•        [ ]
0
ˆ2n,2/0

muestratípicoerror

2
x

2

R2n,2/001 tˆ
n

x
n
1
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σ
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donde,    515,13ˆ
0 =β ,  613,2,829,6)ˆ(Var

0
ˆ0 =σ=β β  ,   90,01 =α−  ,  6664,1t 73,05,0 =

            [ ] [ ]869,17;161,9)613,2()6664,1(515,13)(IC 090,0 =±=β
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1
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• Contraste individual de la regresión (t‐Student):



82

0:H

0:H

11

10

≠β
=β La hipótesis nula establece que los valores de la X no influyen en los valores de

la Y en la relación lineal, frente a la hipótesis alternativa que dice lo contrario.

Con un nivel de confianza del  )1( α−  rechazamos la hipótesis nula  0H  si el CERO no está cubierto en el

intervalo de confianza:  
⎥
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⎢
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σ
±β=β −αα− 2

X
R2n,2/111

n

1
Stˆ)(IC  , en este sentido, sabemos  que

[ ] [ ]816,8;4,7)425,0()6664,1(108,8)(IC 190,0 =±=β , observando que el CERO no queda cubierto en el

intervalo, se rechaza pues la hipótesis nula, se concluye que existe una relación lineal entre las
variables.

  En este ejercicio para cada valor  ix  se tienen varias observaciones de la variable dependiente Y

pudiendo realizarse el contraste de linealidad:

          Hipótesis nula                :H0  El modelo lineal es adecuado

          Hipótesis alternativa    :H1  El modelo de regresión no es adecuado

Para ello, se descompone la suma de la variación residual   ∑
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n
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)ŷy(n

SCR

)yy( 2
ii

10

1i
i

2
i

10

1i

n

1j
ij −+−= •

=
•

= =
∑∑∑

De este modo, la descomposición de la variabilidad total será la siguiente:
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Descomposición que permite obtener la siguiente tabla ANOVA:

768,5259SCR2 =
844,2765SCR1 =
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     325,393431/325,393431/SCE2
E ===σ             121,64074/938,4736874/SCT2

Y ===σ

     7305,3458/844,27652
1R ==σ                              9195,8065/768,52592

1R ==σ

Descomposición obtenida con el menú adjunto en
SPSS

Se rechaza  0H  cuando  )kn(),2k(;lin FF −−α>

⇒>=≈=
σ

σ
= 65,8;05,065,82

2R

2
1R

lin FF2725,4
9195,80
7305,345

F   se rechaza la hipótesis nula  0H

concluyendo que el modelo lineal no es el mejor que se adapta a la nube de observaciones.

d)  Intervalo de confianza para el tiempo medio de impresión de un trabajo que tiene 6 hojas, con una
fiabilidad del 90%:
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e)  Intervalo de predicción para el tiempo de impresión de un trabajo que tiene 12 hojas, con una
     fiabilidad del 90%:
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                 [ ] [ ]7561,79;5698,4455759,10()6664,1(163,62)ŷ(IC 6x1 =±==α−
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