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VARIABLE ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

Cuando se consideran situaciones en la que el estadistico realiza la observacién simultanea de dos
caracteres en el individuo, se obtienen pares de resultados.

Los distintos valores de las modalidades que pueden adoptar estos caracteres forman un conjunto de
pares, que representamos por (X, Y), y llamaremos variable estadistica bidimensional.

Los dos caracteres observados no tienen por qué ser de la misma clase, pudiendo presentarse
distintas situaciones:

» Dos caracteres cualitativos: El sexo y color del pelo de una persona.
= Dos caracteres cuantitativos: El peso y la estatura de una persona.
= Uno cuantitativo y otro cualitativo: La profesion y los afios de servicio.

Las variables (X, Y) que representan los valores de dos caracteres cuantitativos, pueden clasificarse:

e Xdiscreta e Y discreta: Niumero de hijos y nimero de hermanos de una persona.
e X continua e Y continua: Perimetro craneal y perimetro tordcico de una persona.
e Xdiscreta e Y continua: Hijos de una familia y estatura del padre.

e X continua e Y discreta: Temperatura y pulsaciones.

ORDENACION DE LOS DATOS: TABLA DE DOBLE ENTRADA

El par (X, Y) es la unidad del estudio y dos pares serdn repetidos solo cuando sus respectivas
componentes sean iguales. De otra parte, el nUmero de modalidades que adopta el caracter X no
tiene por qué ser el mismo que el que adopta el caracter Y:

X:(X11X21""xk) Y:(ylly21'“lym)

Para ordenar los datos se utiliza una tabla de doble entrada donde tengan cabida los k valores
distintos de la variable X y los m valores distintos de la variable Y. En la tabla se puede expresar el
nimero de veces que se repite cada para de valores posibles (x;, yj) formado en el producto

cartesiano de los dos conjuntos numéricos.

TABLA DE DOBLE ENTRADA

Y
X Vi Y2 Yi Ym N = ndmero total observaciones
X1 N1 N1z Nim ) )
n; = frecuencia absoluta, niumero de
X n n : n .
2 21 22 ' 2m veces que aparece repetido el par
(Xi, Vj)-
Xi .................. nU n|m . .
La frecuencia relativa del par se
. N
define: f; =—-
N
Xk Ni1 N2 Nkm




DISTRIBUCIONES MARGINALES

Y
X Y1 Y2 Y Ym Mie
Xq Ny L) N1j Nim Nie
X Ny, 1Y) Ny; Nom Nye
X Ny ) N Nim Nie
Xk N1 N2 Nij Nim Nke
k m
Nej Neq Ny Nej Nem N:Zni, :Zn,J
i=1 =1
k m
2.2 XNy
_i=1j=1 _
A = N Syx = &1 ~ o -89 = G

e DISTRIBUCION MARGINAL

X Xq X3 X; Xk
ni. nl. nz. ni. nk.
ni.
fio = flo fzo flo fko
N
k k 5
3w S,
o=l i 2
dp =X= dy) = My = Sy = 3y — (ay)

N

e DISTRIBUCION MARGINAL DE LA VARIABLE Y

2 —\ 2
= a,, — (x)

Y Y1 Y, Yi Ym L
N = Zn .j
Nej Neq Ney Nej Nern =1
m
f J _ n oj f.]_ f.z f.J f.m ZfOJ = 1
° J—l
m m )
2 Vi, 2.Yin,,
— = j=1 —
301:\’:J N 02:J N Mg, :5\2/:302_(301)2 = aoz_(y)2

n. .
Las variables (X, Y) son independientes cuando: ﬁ:(nﬁ][

°)

N.:

N



Si (X,Y) independientes

Sisy,=0

= 5, =0

—  (X,Y) No independientes

e DISTRIBUCION CONDICIONADA DE LA VARIABLE X para un valor Y=y,

Y n
Y1 Y2 Yi Ym ie
X
X1 N1 N12 Ny Nim Nie
X2 N21 N2 N2 Mom Nye
Xi Niy Ni2 Nij Nim Nie
Xk Nk N2 Nj Nkm Nie
k m
Nej Neq Ney Nej Nem N:Zni. :Zn.J
i=1 j=1
X X3 X2 X Xy
n(X/Y=y;) Ny ny; njj My j f(X/Y=y))
f(X/Y=y)) fi; f; fij fi;

_ n(Xi/Y:Vj)

°j

e DISTRIBUCION CONDICIONADA DE LA VARIABLE Y para un valor X =x;

Y
X Y1 Y, Yj Ym Nie
X1 N11 N12 Ny N1m Ne
X2 N1 22 n2j N2m N2e
Xi Ni1 Niz Njj Nim Nie
Xk N1 Nk2 Nij Nkm Nke
k m
Nej Neq Ny Nej Nem N=Zni, =Z:n,J
i=1 =1
Y Y1 Y2 Yj Ym
n(Y/X=x;) Nit N n;; Nim fY/X=x)
f(Y/X=x) fa fa fij fim




MOMENTOS

Se define el momento respecto al par de valores (c, v) de érdenesry s:

Tienen especial interés dos casos

k m

ZZ(Xi _C)r(Yj -v)® Njj

Ms(c,v) =

N

particulares para los valorescy v

MOMENTOS RESPECTO AL ORIGEN (c, v) = (0, 0)

ZZ(Xi _O)r(Yj _O)S N z

k m k

m
r S
2 X-Y] -y

i=1 j=1 _i=1j=1

rs

N N

de interés son los particulares:

k m
ZZ(Xi_Y)r(Vj_V)S N
_i=lj=1
mrs - N
de interés son los particulares:
k m
ZZ(Xi_i) (YJ_V) N
i=1 j=1 .
My =Sy = N =s,, Covarianza

MOMENTOS CENTRALES O RESPECTO A LAS MEDIAS (c,v)=(x,y)

k m
D =%y, =) ° ny

=1 j=1

—

iim—ﬂ%u

_ =l =l

k
_i=l

m =
20
N

2
Sx

N N

varianzade X

k m o o k m k m 11
ZZ Xi-Yj - Mjj ZZ Njj ZZ Xi-Yj - Ny
g —i=1i= =L g, —i=Li=t
00 N 11 N
k m . k m Kk k m o 1 k m m
DI R ED IR T D XiMi, 22Xy 2Dy Dyny
a _ i=1j=1 _ i=1 j=1 _i=1 —% a _ i=1 j=1 _ i=1j=1 _ =1 :V
10 N N N 01 N N N
k m 5 0 k m 5 Kk k m 0 2 k m 5 m
2K 2Ky > xim, 2Ty 2D Yy Dyiny
3 _ i=1j=1 _ i=1 j=1 _i=1 a _ i=1j=1 _ i=1j=1 _ =1
20 N N N 02 N N N




k m k m m
ZZ(Xi_R)O(yj_V)Z n;; ZZ(yj_V)znij Z(yj_V)z N,j
=1 ] _ it 2

mg, = = = =s- varianzadeY
02 N N N y

0 Se demuestra ficilmente que, m, =s, =" . =a;; —8;9.8g, =a;; —X.Yy
k m k m
ZZ(Xi =X) (y; —y) n; ZZ(Xi'yJ =X Yy =X.y; +X.y) n;
_ _ =1 = _ =l =1 B
m _sxy - N - N -
k m k m k m k m
ZZXI Yi- M szi' My ZZVJ Mjj ZZ”U
_ =l =l _ 5 i=1 j=1 _ oy ELE LRy i=1 j=1 _
N N N N
k m Kk m k m
ZZXI Y- zxi'ni- ZyJ N ZZ”U
_ i=1l j=1 _ V i=1 _ i =1 + i V i=1 j=1 _
N N N N
=a; — Y.X— X.y +X.y=a; — X.Yy =2a;; — 3.9y

DEPENDENCIA ENTRE LAS VARIABLES (X, Y)

Al observar dos caracteres en cada individuo se presenta el problema de determinar la existencia de
algun tipo de dependencia entre ellos. En este sentido, conviene destacar dos tipos de dependencia:

= Dependencia funcional: Entre dos variables X e Y existe dependencia funcional cuando hay una
expresion matematicas que las relacione. Por ejemplo, los radios de una circunferencia (X) y las
longitudes (Y).

= Dependencia aleatoria: Entre dos variables X e Y existe dependencia aleatoria cuando no existe
una expresion matematica que las relacione. Por ejemplo, la edad de los nifos (X) y la edad (Y).

Sefialar que existen variables entre las que no existe ningln tipo de dependencia, lo que conlleva a
decir que los dos conceptos anteriores no son complementarios.

REGRESION O AJUSTE

La observacidn de una variable estadistica bidimensional (X, Y) comporta la representacién de los
puntos obtenidos en una nube o diagrama de dispersion. El problema general de regresidn se plantea
en el intento de ajustar una funcidn de ecuacidn conocida (recta, pardbola, exponencial, hipérbola,
polindmica, etc.) a la nube de puntos con el interés de poder obtener una predicciéon aproximada de
una de las variables a partir de la otra.

Naturalmente, que entre todas las funciones que se pueden elegir para ajustar a la nube de puntos,
hemos de seleccionar la 6ptima, esto es, la que mejor encaje sobre los puntos que tenemos, para lo
cual recurriremos al método de los minimos cuadrados.

METODO: Dependiendo de la forma que adopte la nube de puntos, en un principio sabremos si hemos
de emplear una recta, una parabola, una funcién mixta, etc.



X X X

Una vez elegida la funcién, se estiman los parametros correspondientes de la misma a partir de los
datos observados. Por ejemplo, si la funcion elegida es una parabola:

y=a+bx+ cx? hemos de estimar a, b, c

Por ultimo, una vez realizada la estimacion hay que comprobar si efectivamente el ajuste era el
idoneo o no. Para ello se emplean cualquiera de los tests construidos para estudiar la bondad del

ajuste. El modelo mas utilizado es el de la xz (chi-cuadrado).

REGRESION LINEAL MINIMO CUADRATICA

En el supuesto de que sea la recta la funcidn que mejor se comporta con arreglo a la forma de la nube

de puntos, nos encontramos ante una problema de regresion lineal, distinguiendo entre:

= Recta de regresidn de Y sobre X: Obteniendo valores aproximados de la Y conocidos los de la X
= Recta de regresidn de X sobre Y: Obteniendo valores aproximados de la X conocidos los de la Y

y 3
RECTA DE REGRESION DE Y SOBRE X (i, ;)

En cada par (X,Y) al valor observado x; le corresponde un

(s , di=v—v.
valor observado y; y otro valor tedrico y; que seria el que = YiT Y

le corresponderia en la recta como funcién, es decir:

Y, =a+bx, b, vi)

A la distancia entre estos dos valores (tedrico y

\Afi = a+bx;

experimental), la denotamos por d; = Vi -Y;j

Para obtener los parametros a y b, se toman las distancias (errores) al cuadrado para que no se
contrarresten los signos positivos y negativos, haciendo minima su suma: M= Zdizj = Z(f/i —yj)2
i,] 0]

Por otra parte, para simplificar el mecanismo para obtener la recta de regresién de Y (variable
dependiente)sobre X (variable independiente), se descartan multiplicidades y suponemos que cada
par se repite una sola vez.

Considerando que y;=a+bx;, M:Zd%j :Z(a+bxi —yj)2
i.] i.j

Para hallar los valores de a y b que hagan minima esta funcion hemos de hallar las derivadas,
igualando a cero las ecuaciones resultantes:



M
9—=22(a+bxi—\/1)=0 = X(a+bx;-y;)=0
Sa ij i
SM
5 ~22@FbXi—y)ii)=0 = D(a+bx;-y;)x)=0
ij b

Por las propiedades del sumatorio, se obtienen las ecuaciones normales de la regresion:
Za+b2xi—2yjzo Za+bei:Zyj
i i j i i j

=

ain+b2xi2—2xiyj=O ain+b2xi2=2xiyj
i i ij i i ij

Dividiendo las expresiones anteriores por N (niUmero total de datos), habiendo supuesto que la
frecuencia absoluta de cada par (X, Y) es la unidad, resulta:

21 in zyl _ B
L R B , . a +bx =y
N N N Considerando los momentos, se tiene: _
2 RV
2xi o 2N 2.4, a =7—bX
at—+b1—="
N N N

sustituyendo en la ecuacion ax +ba,y =a;,, resulta:

diqg — X S
(V_bi) i+ba20:a11 = b(azo—iz):all—iv (rd b:—ll y Xy

j— SX
a=y-—>

2
Sx

x|

Finalmente, sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacién de larecta y=a+bx

(%]
x
<

(%]

_ s _
y-y=—3 (x-%)
S

<
Il
<|
|
x N‘
x|
+
x N‘é
x

X

NOTA.- En el supuesto de que no hubiéramos partido de las hipdtesis iniciales para el desarrollo, es
decir, si hay multiplicidades de (x;, y;) y si cada par se repite n; veces, la ecuacion a minimizar seria

ij

ilj



RECTA DE REGRESION DE X SOBRE Y vt

Si en lugar de tomar las distancias d; sobre las verticales

(esto es, sobre la Y) se toman sobre las horizontales ( sobre la
X) y se utiliza el mismo método de los minimos cuadrados,
por un proceso idénticamente igual se llega a la ecuacién de
regresion de X sobre Y:

_ S _
K% =2 (y=)

Sy 0

COEFICIENTES DE REGRESION LINEAL

s
« LarectaderegresiondeYsobreX: y—y= LZV (x —x), donde el coeficiente de regresién lineal
X

Xy .
byx =—|es la pendiente de la recta.

>0 creciente
Recta de regresion de Y sobre X, segun el coeficiente de regresion b,, =< =0 horizontal

<0 decreciente

s
. Larecta deregresion de X sobreY: x—Xx =% (y —Yy), donde el coeficiente de regresidn lineal

Sy
syx .
bxy =—, | es la pendiente de la recta.
Sy
>0 creciente
Recta de regresion de X sobre Y, segun el coeficiente de regresion b,, = { =0 vertical
<0 decreciente
CORRELACION

Asi como la regresidn estudia la posible prediccion de los valores de una variable a partir de la otra, la
correlacién estudia el tipo de dependencia que existe entre ambas variables, intentando cuantificarla
mediante el calculo de los coeficientes de correlacién.

A continuacién se estudian los coeficientes de determinacion y correlacion lineal.

COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

= El coeficiente de correlacion lineal R es un nimero abstracto que determina el grado de ajuste
entre una nube de puntos y una recta de regresién. Se define como la media geométrica de los
coeficientes de correlacion lineal




RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE REGRESION Y DE CORRELACION

.z —  Sx — . . YT Sx
¢ Rectaderegresionde Ysobre X: y—y :—zy (x —x), coeficiente de regresion lineal byx :—zy
X SX
. . o . sX .
(pendiente de la recta), coeficiente de correlacién r= Y (grado de ajuste)
Sx Sy
by, =
yx — ) _ 2
s Sy =by, S Sy
Sx = Xy yx 2x N byxsi_rsxsy = be:r—
fo N Sxy =F Sx Sy Sx
Sx Sy

se observa que los dos coeficientes (regresion lineal y correlacion lineal) tienen el mismo signo.

.z — SX — . . . . SX
¢ Recta de regresion de X sobre Y: x —X =—2y (y—Y), coeficiente de regresion lineal b, :—Zy
Sy Sy
. . . Ny Sxy .
(pendiente de la recta), coeficiente de correlacion r = (grado de ajuste)
Sx Sy
>xy
Xy 2 2
s Syw =D,y S s
Vb s YT L s by st =rses, b by =1 =X
- Sxy Sxy =F Sx Sy Sy
Sx Sy
los dos coeficientes (regresion lineal y correlacion lineal) tienen el mismo signo.
VARIANZA RESIDUAL
Es la dispersidn de los errores cometidos entre Y4
los residuos, dispersion de la suma de las
distancias de los valores observados ( o (xi,v) o o Vi=a+hx
experimentales) y los valores tedricos (en la recta
de regresidn). -
dij=Yi-vj
* Las diferencias se toman al cuadrado para que
no se puedan contrarrestar los signos positivos y kRS ';Gﬁid"'m
negativos. 22 diny
2 i
2 o=
2. diimg ST
2 B
sc = "
r N O .

Para simplificar el mecanismo suponemos que el centro de gravedad se encuentra en el origen
(x=0,y=0), conlo que la ecuacién de larecta y=a+bx sereducea y=bx, partiendo que cada

par (x;,y;) se repite una sola vez (descartando multiplicidades).



Con las hipGtesis planteadas: | Syy = @31 —X Y = ap;

S
(Xx=0,y=0) b=-2

=2

2
Sx = dy — X =23y

2 2 —2
y

Sx Sy =3dp — Y = ap

Con lo cual,

2 N 2 2 2.2 2 2 2 2

£o= ) 2 = ) 2 = : . v.) = : % v
Zd ] Z(VI_VJ) Z(bxl_yl) Z(b Xji VY~ 2bx,yJ) b Zx, + ZVJ - szxlyl
i,j ij i i

i, i, i ij

> di; SxF D DX Vi
i e T T
N N N N

Syy | S
2.2 2 _ 2 2 _ x| 2xy 2 2 _
b®sy + sy — 2bs,, =b(bsy— 2s, ) + s, = —|—-sx — sty} +sy =

X 2| 2
SX X
2 2
s s s
_ﬂ[ _ ] 2 _ 2y 2 _ 2 Sy _2[_2]
= 5 Sxy ~ 2Sxy ] T Sy = > TSy =sy |1 s | =Sy |l-r
X sx sty

La cota maxima de la varianza residual sf es la varianza que tratamos de explicar mediante el
modelo de regresidn, es decir, la varianza de la variable dependiente. En este caso, sf :s\zl , hecho

que sucede cuando r =0, esto es cuando las variables son incorreladas.

La cota minima de la varianza residual sf se obtendra cuando las variables tienen una

dependencia funcional r2=1

2
.. . S
% variaciones no explicado = 100 —;
Sy
2
Una forma de definir el coeficiente de determinacién: r’ =1 ——; o<r’<1
y

(%]

(%]

INTERPRETACION COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

Se hace una interpretacion a partir de la relacién con la varianza residual sf =s§ (1—r2) :

Las dos rectas son perpendiculares y las variables son INCORRELADAS

Todos los puntos se encuentran situados sobre la recta de regresion, existiendo
entre las dos variables una DEPENDENCIA FUNCIONAL (recta de regresion
creciente).

Sir=0 = sfzsf, y byx=0y b, =0.

Sir=1 = s>=0.




. Sir=-1 = s’=0.
Todos los puntos se encuentran situados sobre la recta de regresion, existiendo

entre las dos variables una DEPENDENCIA FUNCIONAL (recta de regresion
decreciente).

e« Si -1<r<0 6 O<r<1 O<r<1

Las variables estan tanto mas correladas en cuanto el coeficiente
se aproxima mas a -1 6 1, respectivamente.

En ambos casos, existe una DEPENDENCIA ALEATORIA entre las
variables.

Resaltar que no puede darse el caso de que una recta byxy>0 & r>0& b, >0
de regresion sea creciente y la otra decreciente by <0 < r<0< by, <0

DESCOMPOSICION DE LA VARIABILIDAD:
COEFICIENTE DE CORRELACION - VARIANZA RESIDUAL

Sea y; el valor tedrico que corresponderia en la recta de regresion de Y sobre X: y;, =a+bx;.

Elevando al cuadrado la descomposicion (y;—y)=(y;—V)+(y;—Y), se obtiene:
=0

2

SCT=2 (yi =) =2 [vi=V)+(H =] =2 (=90 + 2 (% =) +2 (v = %)% -V)

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n
Observemos que, Y _(y;—¥;).(V;—¥)=D_(yi—a—bx;).(a+bx;—y) =
i=1 i=1

:azn:(vi—a—bxi) + bzn:xi(yi—a—bxi) +y i(yi—a—bxi)

i=1 i=1 i=1
=0 =0 =0
4 2 4 2 : 2
conlocual,  D(yi-¥)® = Dvi-V) + > (%i-v)
i=1 i=1 i=1
SCT SCR SCE
suma cuadrados total suma cuadrados residual suma cuadrados explicada

scT SCR SCE n ) o
n n n Z(yi_yi)z Z(Vi—y)z

Por otro lado, Y (y;=¥)> =D (y;=¥)>+X.(%;-v)* = 1=+ 4 El
- . . Y0t Y-y

= =

Una vez estimado el modelo es conveniente obtener una medida acerca de la bondad del ajuste
realizado. Un estadistico que facilita esta medida es el Coeficiente de Determinacion (r2 ), que se



>9-)?

SCT n
Dyi-v)?
i=1

define: |r

El Coeficiente de Determinacion permite, ademas, seleccionar entre modelos clasicos que tengan el
mismo numero de regresores, ya que la capacidad explicativa de un modelo es mayor cuanto mas

elevado sea el valor que tome este coeficiente.

2
X 5 varianza residual
SCR i—Vi)/N : SRR
Deotraparte, =1 - —— = 1 — M =1- S—; = sf=s$(1—r2)
SCT Ylyi=vF/N 2
2

Sy

Considerando la recta de regresidon de Y sobre X, el coeficiente de determinacion r? puede
expresarse:

2 2 )
S _ S (x; —X) coeficiente correlacion
S 220 [ ZN 2 e
I’2= Yi—Y _ Sx — X _ Xy N F= Xy
D/ D\ 7 Si-v  sisk S5y
N

El coeficiente de correlacién lineal r es un nimero abstracto que determinard el grado de ajuste entre
una nube de puntos y una recta de regresién. Se define como la media geométrica de los coeficientes

de regresion lineal:

Adviértase que si la varianza residual es cero, sf =0, se tiene, sf =sf, (1—r2) =0 1-r*=0

2 _ —
conlocual, r =1 = s, =%s,’ s,



EJERCICIOS RESUELTOS DE VARIABLE ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

1. Dada la variable estadistica bidimensional (X, Y) con la tabla de frecuencias

X\Y 1 2 4 6
1 2 0 1 1
3 3 1 0 1
5 0 1 0 5
Se pide:
3 4 3 4
a) > >y b) 3, faas o ©) DMy X0y d) flx/Y=2)y fly;/X=3)
i=1j=1 =1 -1
e) a;p Y Ay f) a4 g) Sxy
Solucion:
a)
3 4

Zznij :Z[ni1+ni2+ni3+ni4] = [n11+n12+n13+n14]+[n21+n22+n23+n24]+[n31+n32+n33+n34] =

=[2+0+1+1]+[3+1+0+1]+[0+1+0+5] =15

n..
b) Cada n; representa la frecuencia absoluta del par (x;, yj), la frecuencia relativa se define f; =1,

3 4
donde N=Z:Z:nij =15

i=1 j=1
n 0 n 5 n 3
f,=-23-"-0 fo, =34 == f,=-21_=
BTN 15 #TON 15 27N 15
c)
X\Y 1 2 4 6 Nie
1 2 0 1 1 4
3 3 1 0 1 5
5 0 1 0 5 6
Nej 5 2 1 7 15

3

znio :[nlo TNy, +n3.]=[4+5+6]=15:iin”

i=1 i=1 j=1

H

3 4
Zn.j =[ne +ney +N03 "‘n-4]:[5'"2""1"'7]:15:ZZ:nij
o i=1 j=1



d)

X\Y 1 2 4 6 io
1 2 0 1 1 4
3 3 1 0 1 5
5 0 1 0 5 N3, =6
Nj 5 Ney =2 1 7 15

Las frecuencias relativas condicionadas f(x;/Y=2) y f(y; /X=3):

JY=2
X | n/v=2) | fix/v=2)=0/Y=2)
Ney
1 0 0
2 1 1/2
3 1 1/2
n.2:2 1
n(y;/X=3)
Y nly;/X=3) | f(y;/X=3)=—"——
N3,
1 0 0
2 1 1/6
4 0 0
6 5 5/6
n3.=6 1
e)
3 4 3
szi Njj in [y +n, +ni3 +ng4]
i=1j=1 i=1
a;g = = = [X1 N7 +XqNq5 +XqNq3 +XqNqa [+
10 N N N([111 1M X1 Ny3 114]

+[X2 Ny1 + XNy +X3 N3+ X, n24]+[x3n31 +X3N3; +X3N33 +X3 n34] )=

[1.2+1.0+1.1+1.1]+[3.3+3.1+3.0+3.1]+[5.0+5.1+5.0+5.5] _ 49

_ =326
15 15
3
XM 4435156 49
o también, a;y =11 == 1'5 : ::E:3'26
4
E:W”q
L _15+2.2+441467 55
01 N 15 15
f)
3 4
E:E:NVJWJ
i=1 j=1
M= =

N



[1.1.2+1.2.0+1.41+1.6.1]+[3.1.3+3.2.1+3.4.0+3.6.1]+[5.1.0+5.2.1+5.4.0+5.6.5] 205 _ 1366
15 5 '

8) Sy, =311 —3103; =13,66-3,26.3,6 =1,924

2. las calificaciones obtenidas por un grupo de alumnos en Estadistica (E) y Macroeconomia (M):

E|3|/4/6,7|/5| 8 | 7|3 |5 |4 ,8|5 |5 ] 8| 8| 8|5
M|5,5/8|7|7| 9 |10, 4 |7 | 4 |10, 5|7 |9 |10 5 | 7

a) Hallar la tabla de frecuencias
b) Hallar las distribuciones marginales, media y varianza de las mismas
c) Covarianza

Solucién:
a) Lavariable E (Estadistica) toma seis valores diferentes. La variable M (Macroeconomia) toma siete

valores distintos, por lo que para formar la tabla bastard hacer el recuento de las veces que se repite
cada par.

E\M 4 5 6 7 8 9 10 Nie
3 1 1 2
4 1 1 2
5 1 4 5
6 1 1
7 1 1 2
8 1 5

N 2 4 0 5 1 17

b)
E; Nie Einie EZn;, M; Nej M;n,; M’ n,,;
3 2 6 18 4 2 8 32
4 2 8 32 5 4 20 100
5 5 25 125 6 0 0 0
6 1 6 36 7 5 35 245
7 2 14 98 8 1 8 64
8 5 40 320 9 2 18 162
17 99 629 10 3 30 300
17 119 903

e Distribucion Marginal de Estadistica:

_im 8 gy 2, 2 _37.582-313




e Distribucion Marginal de Macroeconomia:

7
2 Mjn,; > Min,

=1 119 j=1 903

M=ag = =227 ap-= =27=5311 sy =ag —ap; =5311-7°=4,11
01 N 17 02 N 17 M =302 ~ 401
¢) Para hallar la covarianza: s,, =a;; —a193p;
6 7
> 2 EMmy
g —i=Li=l ~341+351+44.1+451+551+5.74+6.8.1+7.7.1+7.10.1+8.5.1+8.9.2+8.10.2
H N 17
739
all =F=43,47 SXy =all _alo 301 =43,47_5,82.7 =2,73

3. Dada la tabla de correlaciones. Hallar n,; para que las dos variables sean estadisticamente
independientes y calcular su covarianza en este caso.

X\Y 5 7
100 8 4
200 Nyq 6
Solucién:
X\Y 5 7 Nie
100 8 4 12 - deoendi MM Nej o
200 ) 6 Ny +6 or ser independientes: NoONN i, j
4 12 10 120 120-72
= — 4= — 4[n,;+18]=120 » Ny ="—-=12
ny; +18 ny; +18 n,; +18 Ny, +18 4
X\Y 5 7 Nie
covarianza: s,, =aq —apa 100 8 4 12
T Txy oL T10701 200 12 6 18
Nej 20 10 30
2 2
ZXini. zyjnoj
_ 5 100.12+200.18 _ 4 5.20+7.10
N 30 N
2 2
sziyjnij
i=1 j=1 ~100.5.8+100.7.4+200.5.12+200.7.6 _ 27200

N 30

Sxy = all _alo 301 = 906,67_160 .5,67 = _0,53



4. A partir de la siguiente distribucion bidimensional (X;, Yj; nij), calcular: Xx,, si,sf, Y Sy -<¢Son

independientes las variables X e Y?

X\Y 1 2 3
-1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
Solucién:
X\Y 1 2 3 Nie
-1 0 1 0 1 Las variables X e Y son independientes
0 1 0 1 2 e i (e ) Nej .
cuando se verifica —=| > || — | Vi,
1 0 1 0 1 N [ N )[ N J .
N, j 1 2 1 4

2 2
No son independientes porque no se verifica la relacién: 97&—.— N2 i(nﬁj(nij
4 4 4 N N N
3 3
2.2 XYy
i=1 j=1
Qg =————=—|-1.21+1.2.1|=0
B |
3 E
innio L zxi Nie 1 5
a;p =x=1=1 =-[-11+02+1.1]=0 a zizl—z—[—12.1+o.2+12.1]=—=o,5
10 N 4[ ] 20 N 4 (-1) 4

s2=a,,—a3,=0,5-0=0,5 > s,=,/0,5=0,7

3
2
2Yin 1 297 1 18
—:Z[l'1+2'2+3'1]:2 aoz=’:1—=z[12-1+22-2+32-1]=7=4r5
sy =ag, —ag; =4,5-2°=05 > s,=,/05=07

covarianza s,, =a;; —a1g.dp =0-0.2=0

Adviértase que la covarianza es cero por la simetria de la distribucion.

Si (X,Y) independientes +—> Syx =0
Sis,=0 —  (X,Y) No independientes



5. Se han observado, durante un mes determinado, el gasto en el teléfono mdvil y el ingreso total en
seis familias. Los resultados obtenidos, expresados en unidades monetarias corrientes, han sido:

Gasto teléfono movil Ingreso total (miles euros)
Familia 1 2 4
Familia 2 3 6
Familia 3 6 8
Familia 4 9 10
Familia 5 10 12
Familia 6 11 20

a) Calcular la covarianza entre el gasto y el ingreso. A la vista de este resultado, ¢ puede afirmar que
las variables sean dependientes e independientes?

b) Para estas 6 familias ¢ Qué variable se distribuye de forma mas homogénea, el gasto en mévil o en
los ingresos totales?

Solucioén:
a)
Gasto teléfono movil |Ingreso total 2 2
Yi X; Xi Vi Xi-Yi
2 4 16 4 8
3 6 36 9 18 La primera columna (Y;), gasto del teléfono mévil,
6 8 64 36 48 corresponde a la variable que se estudia, dependiendo
9 10 100 81 90 de la variable ingreso total de las familias ( X;)
10 12 144 100 120
11 20 400 121 220
41 60 760 351 504
6 6 5
. ___;y‘ e . _;yi 31, s2 =ag, —a4, =58,5-6,837 =11,85
n=YEIN T 7 N 6 ’
X; X; 2 2 2
& 60 e~ 760 S, =a,g—ajg =126,67—-10" =26,67
ajp=X=+L =210 8y, =L — =" =126,67 oo
N 6 N 6
6
2%V, S, =a1; —dy0.3g; =84—10.6,83=15,7 i
o1 504 xy — 911~ 910-d01 = .6,65=15,/| covarianza
N 6
b)
_ Sy 3,44 ] »
y=6,83 Sy = 11,85 =3,44 CVy =—= =0,5037 (50,37% de dispersion)
y 6383
_ sy 516 ) »
x=10 Sy =4/ 26,67 =5,16 CV, =—= 0 =0,516 (51,6% de dispersidn)
X

Se distribuye de forma mas homogénea el ingreso total de las familias.



6. Un psicdlogo afirma, basandose en los datos obtenidos, que a medida que el nifio crece menores
son las respuestas inadecuadas que da en el transcurso de una situacién experimental:

Edad Numero respuestas Edad Numero respuestas

inadecuadas inadecuadas
2 11 7 12
3 12 9 8
4 10 9 7
4 13 10 3
5 11 11 6
5 9 11 5
6 10 12 5
7 7

a) Determinar la validez de las conclusiones del psicélogo

b) Maria, de diez afios y medio, participa en el experimento, écudl es el nimero de respuestas
inadecuadas que se puede predecir para ella?

c) Hallar la varianza residual

Solucion:

Sxy

Sx Sy

a) Lavalidez de la afirmacion se obtendrd en funcidn del coeficiente de correlacién: r=

Como no hay pares repetidos se entiende que son 15 pares de la forma (x;, yj) gue representara

x;:edad e y;:numero respuestas inadecuadas de modo que la frecuencia de cada par es la unidad.

X; 2 3 4 4 5 5 6 7 7 9 9 10 | 11 | 11 | 12

Yi 11 | 12 10 | 13 11 9 10 7 12 8 7 3 6 5 5

15

inyi

i1 2.11+3.12+4.10+---+11.5+12.5 789
allz = = :52'6

N 15 5
15
2%

- i1 2+3+4+4+5+---+11+11+12 105
ajp=X= = = =7
10

N 15 15
15
2
S —— 11+12+10+13+---+6+5+5 129
N 15 15

En consecuencia, s,, =a;1 —a193p; =52,6-7.8,6=-7,6

Para el calculo de las desviaciones tipicas (s,, sy):




ST 2432442147571 11124112 4127 877

ay0 = =='" 5846
20 15 15
15
NG
=T 11241224102 4132+ 462 +52 +5% 1237
aozzl = = :82,46
N 15

s2=a,;—al,=58,46-7°=9,46 > s, =./9,46 =3,07
sy =ag, —ag, =82,46-8,6°=8,5 > s =./85=291

Sxy - 716

s.s, 3,07.291

El coeficiente de correlacién: r=

=-0,85 correlacion inversa del 85%

La validez solicitada es del 85% en correlacidn inversa, es decir, a medida que aumenta la edad del
nifio (X) disminuye las respuestas inadecuadas (Y).

b) Para poder predecir el niUmero de respuestas para cada edad determinada (caso de Maria) serd
necesario hallar la ecuacién de regresion de Y (n2 respuestas inadecuadas) sobre X (edad del nifio):

s s
Y=Y =—"2(x—X) pendiente de la recta = coeficiente de regresion: by, =—-

X
Adviértase que la pendiente de la recta o coeficiente de regresion b, viene determinado
por el signo de la covarianza s,

_ SXy _716

b,, =—= =-0,80 (recta de regresion decreciente
Y s2 9,46 ( & )

La ecuacién de la recta de regresién serd: y—8,6=-0,80(x—7) — y=14,2-0,80x

En consecuencia, para la edad de Maria (x =10,5) el niUmero de respuestas inadecuadas que se puede
predecir sera:

y=14,2-0,80.10,5=5,8 =6 respuestas inadecuadas.
¢) Lavarianza residual sr2 :5\2/ (1—r2)
Coeficiente de Determinacion: r? =(—O,85)2 =0,7225
s7 =s; (1-r?)=8,50 (1-0,7225)=2,35875

s 2,35875

% variaciones no explicado = 100 —-=100 =27,75%

[%]
< NN

7’



7. De una variable estadistica bidimensional (X, Y) se conoce s, =3:
, 1
» Recta de regresién de Y sobre X: y= 2+5X

» Recta de regresion de X sobre Y: x=—4+2y

a) Hallar el coeficiente de correlacion
b) Si Xx=2, determinar y, a,q, ap; Y a1

Solucién:

1
a) Larecta de regresién de Y sobre X: y :2+§x puede escribirse:

1 1 1
=24+=X > y-0==(4+x) = b, ==
y . y 2( ) =S

Andlogamente, la recta de regresion de X sobre Y: x=—4+2y
x=—4+2y B x-0=2(=2+y) = by =2

b.. = Sxy _
X
Y S

Sxy 1
?:E —> Sxy :4,5
S

X 15 2 415
bxy:s—zzz — 2 =2 b s, = 5 =225 > sy:./2,25:1,5
y y

—>

N |-

2
Sabemos que X
y

D

r= Sxy _ 415

sys, 3.15

=1 con lo que existe una dependencia funcional, cosa que no es de extrafiar por

1
, . ., ., =2+—X .
tratarse de Unica recta de regresion. Adviértase que las rectas: y 2 son la misma recta,

X=—44+2y

basta con multiplicar la primera recta por 2 y despejar la x:

2y=2[2+%x}:4+x > x=-4+2y

b) y:2+%x > y=2+-—X

Sxy 2811—311301 = 4,52311—2.3 g a11:4,5+6:10,5



8. En una experimentacion sobre el sector turistico se han observado dos caracteres cuantitativos (X,
Y), obteniéndose los siguientes resultados:

(O; 2)/ (116)1 (31 14)r (_11 _2)1 (21 10)
a) Hallar las distribuciones marginales
b) Correlacién entre ambos caracteres

c) éCémo completariamos los pares (-3, o), (e, 4)?. Utilizar para ello la recta de regresién ajustada a

los datos observados.

Solucion:

a) Como no hay repeticidn de los pares, la tabla de doble entrada de frecuencias absolutas vendra

dada de la forma:

X\Y 6 14 -2 10 Nie

0 1

1 1 1

3 1 1

-1 1 1

2 1

Nej 1 1 1 1 1 5

Las distribuciones marginales de la X e Y, respectivamente, seran:

X 0 1 3 -1 2 Yi 6 14 -2 10
Nie 1 1 1 1 Nej 1 1 1

b) Para estudiar la correlacion se forma la tabla adjunta, donde no figura la columna de las
frecuencias absolutas por ser la unidad para todos los pares

X; Yi X Yi Xt yi
0 2 0 0 4
1 6 6 1 36
3 14 42 9 196
-1 -2 2 1 4
2 10 20 4 100
30 70 15 340
5
in Yi 70
all = I:1N :?:14
5
;:aloziﬂ _5_4 azo:._ _12_3 X 20 10 X




Zyi ZS:V?

v i=1 30 = 340 5\2/ =ag; —381 —=68—-6° =32 Sy =4/32=5,66
y=801=T=?=6 agy = N =?=68
Sy 8 _1
Sy =11 —@1p0dp; =14-1.6=8 r_\/SZSZ _\/2.32_
x Sy

Como el coeficiente de correlacién es igual a 1, indica que existe una dependencia funcional entre las
variables (X, Y) estudiadas.

c) Paracompletar el par (-3, e) hay que hallar la ecuacién de la recta de regresion de Y sobre X.

Andlogamente, para completar el par (e, 4) hay que hallar la ecuacién de la recta de regresion de X
sobre Y.

¢ Recta de regresién de Y sobre X:

s s
y—Vzizy(x—i), donde el coeficiente de regresion by, :LZV (pendiente de la recta)
X SX

x|
Il
=
~<
Il
(o)
o
|
‘x
~<
Il
N | 00
Il
I

S
y-V="L(x-%) > y-6=4(x—1) > y=2+4x

X
El par (-3, ®) se completa: y=2+4(-3)=-10 — (-3,-10)

¢ Recta de regresién de X sobre Y:

s s
X—X =%(y—7), donde el coeficiente de regresion b, :LZV (pendiente de la recta)
Sy Sy
S 8 1
x=1 Vy=6 b, =—Y_"~"_=-
Yo 32 4

s
Xx—=X==2L(y-y) x—1:1(y—6) > x:l(—2+y)
Sy 4 4

1 1 1
El par (e, 4) se completa: x:z[—2+4]:E N {E' 4}



9. Se desea estudiar la relacion que existe entre la variable X (porcentaje de la poblacién urbana en
las distintas provincias) e Y (renta media por hogar). La tabla adjunta contiene datos referentes a
treinta provincias:

X\Y 1-16 | 16-31 | 31-46 | 46-60
10-19 1 1 1

19-28 8 3

28 - 37 3 7 1
37 -45 2 3

a) Calcular las rectas de regresién

Solucién:
a)
X\Y 1-16 | 16-31 | 31-46 46 - 60 Nie
10-19 1 1 1 3
19-28 8 3 11
28 - 37 3 7 1 11
37-45 2 3 5
N,j 1 14 14 1 30

¢ Las distribuciones marginales de X e Y, respectivamente:

Intervalos X; Nie XiNie Xiz Nie
10-19 14,5 3 43,5 630,75
19-28 23,5 11 258,5 | 6074,75
28 - 37 32,5 11 357,5 | 11618,75
37-45 41 5 205 8405
30 864,5 | 26729,25
24: 4
2
XiMie 2% Nie
- 4, i ,
X =ayg =171 _8645 28,81 a,0 ==L _ 2672925 _ 990,975
N 30 N 30
s2 =a,, —a2, = 890,975—28,81° = 60,959 s, =+ 60,959 = 7,807
2
Intervalos Yj Nej YiNej Y Nej
1-16 8,5 1 8,5 72,25
16 - 31 23,5 14 329 7731,5
31-46 38,5 14 539 20751,5
46 - 60 53 1 53 2809
30 929,5 | 31364,25
> '
YiNej 25,
- - 1364,2
V=ag, = _929,5 =30,98 agy = = _3130425 45,475

N 30 N



52 =ag, —ap; =1045,475-30,98” = 85,7146 s, =4/ 85,7146 =9,258

¢ Ladistribucidn conjunta

X\ y; 8,5 23,5 38,5 53

14,5 1 1 1

23,5 8 3

32,5 3 7 1
41 2 3

4

zxiyi N

-1 _ 14,5.8,5.1+14,5.23,5.1+14,5.38,5.1+23,5.23,5.8+---+41.38,5.3 _ 27589,5
N 30 0

=919,65

a1 =

Xy

27,1162

s
v' Rectade regresionde Y sobre X: y-y=—-(x-X) — y-30,98= 3 (x—28,81)

X 7

y=18,30+0,44x

i 27,1162 ., .
Coeficiente de regresion: byx =m—121=—= 0,44 >0 (recta de regresion creciente)
o, 60,959
, _ S _ 27,1162
v’ Recta de regresion de X sobreY: x—x="Y(y-y) > x-28,81=—"""(y—30,98)
2 85,7146
sy )
x=19,20+0,31y
, S 27,1162 ., )
Coeficiente de regresion: be :% =—2""—=0,31>0 (recta de regresidn creciente)
s, 85,7146

10. Justifique las razones por las cuales debe aceptarse o rechazarse que las dos rectas siguientes
sean, respectivamente, las lineas de regresién minimo-cuadraticas de Y sobre Xy de X sobre Y de una

serie de observaciones.

Y/X: Y=2X+1 X/Y: X=-5Y+10

Solucién:

Los coeficientes de regresion deben tener el mismo signo, al
depender ambos de la misma covarianza.

{ Y=1+2X — b,=2>0
Con lo cual, no pueden ser rectas de regresion.

X=10-5Y — b, =-5<0



11. Justifique las razones por las cuales debe aceptarse o rechazarse que las dos rectas siguientes
sean, respectivamente, las lineas de regresién minimo-cuadraticas de Y sobre X y de X sobre Y de una
serie de observaciones.

Y/X: Y=2X+1 X/Y: X=5Y+10

Solucioén:

Y=1+2X - byx =2>0 Los coeficientes de regresion tienen el mismo signo, lo que es
X=10+5Y — bxy =5>0 l6gico al depender ambos de la misma covarianza.

De otra parte, el coeficiente de correlacion: r :\/byx .bxy :\/ 2.5=3,16, resultado absurdo cuando

el coeficiente de correlacién —1<r<1, concluyendo que no pueden ser rectas de regresién.

12. El coeficiente de correlacidn entre dos variables X e Y es 0,6. Sabiendo ademas que,
x=10 s, =15 y=20 sy=2

a) Hallar las rectas de regresion de Y/X y de X/Y

b) Calcular la varianza residual para las dos regresiones anteriores

Solucién:
s s
> Recta de regresion de Y sobre X: y—y=—Y(x-x) > b, == (coeficiente regresion)
X SX
s s
> Recta de regresion de X sobre Y: x—X=-""(y—y) > b, =—F (coeficiente regresion)
Sy Sy
s s
El coeficiente de correlacion: r=,/b,, .b, = Y _ 5 06=—TA Syy =1,8
Sy Sy 1,5.2
. S 1,8 S 1,8
En consecuencia, b,, = = =0,8 b, = =2"-0,45

X X -
2152 o 2

Y/X: y-20=0,8(x-10) — y=12+0,8x

Las rectas de regresion seran:
X/Y: x-10=0,45(y—20) — x=1+0,45y

Y/X st=s] [1—r2] Y/X s =s,41-r
b) Varianza residual Error tipico estimacion
X/Y szsi [1—r2] X/Y S, =S, 1—r2

Y/X s?=2 [1—0,62] > $2=2,56 — s,=,/2,56=16
por tanto,
X/Y s2=1,5% [1—0,62] - =144 — s =.,/144=12



13. En una distribucidn bidimensional se conoce:

R=0,7 s, =1,2 y=4 X/Y: X=0,6+0,44Y

Obtener:

a) Mediade X

b) Recta de regresion de Y/X

c) VarianzadeY

d) Covarianza de ambas variables

Solucién:

X=0,6+0,44Y

a) Recta de regresién de X sobreY: X=0,6+0,44Y +— <_
X=0,6+0,44.4=2,36

b) Larecta de regresion de Y/X:

a=0,6
siendo X=0,6+0,44Y
bxy:0,44
2 2 0,72
r :byx.bxy — 0,7 :byx.0,44 — be: 4:1,114
byx
,—IH

s
con lo cual, la recta de regresion de Y sobre X: y—V:Lzy (x—x) sera: y—4=1,114 (x—2,36)
SX

|y =1,370+1,114 x|

c) Varianzade laY: Sabemos que, s, =1,2 bXy =0,44 byx =1,114

S
by =L 15 1,114= s s =1,114.12% =1,604

" 1,22
S 1,604 1,604
recurriendoa b, == > 044=""— > sh=""—=3,645
s s )
y y

d) La covarianza de ambas ya se ha calculado: |s,, =1,604




14. Sean las variables estadisticas bidimensionales (X, Y), donde X = "PIB per capita (en miles de
ddlares) e Y = "Tasa natural de crecimiento demografico de 162 paises del mundo". Se conocen los
datos siguientes:

D x=978,9 D y=2886,4 D xy=8938,4
> x* =17569,9 > y? =172291,2

a) Obtener la recta de regresion que pretende explicar la tasa natural de crecimiento en funcion de la
renta del pais.

b) Interpretar los coeficientes de la recta estimada.

c) Obtener una medida de bondad del ajuste e interpretar si éste es bueno.

Solucién:
byx
——
s
a) Se trata de encontrar la recta de regresién de Y sobre X: y—V=L2y (x=X)
X
2
_ X 9789 X" 17569,9
N 162 N 162
2 _ 2 _ 2 _
Sy =ayg —ajp =108,456-6,04" =71,97
2
_ 2886,4 172291,2
g =Y :&:—:17,82 agy = ZV = =1063,526
N 162 N 162

57 =ap, —ap; =1063,526—17,82> =745,97

Xy 89384
. . . . Sxy _52146
El coeficiente de regresion de Y sobre X (pendiente de la recta): byx === 2197 =-0,729
s )

X

Adviértase que la pendiente de la recta (—0,729) en el signo depende de la covarianza (s, ), al ser

negativa la recta de regresion sera decreciente, esto es, a medida que aumenta los valores de la
variable X (PIB per capita) disminuyen los valores de la variable Y (tasa natural de crecimiento
demogrifico).

La recta de regresion solicitada serd: y—17,82=-0,729 (x—6,04) +— [y=22,22-0,729x

c) El Coeficiente de determinacién lineal: r2=b,, .b

yX =Xy

b =S _ ~52,46 _
i s§ 745,97

-0,07

con lo que, r? = (-0,729).(-0,07)=0,051 ( 5,1% grado de fiabilidad)



El coeficiente de correlacién lineal: r=.,/0,051=0,226 (no existe apenas correlacidn lineal entre las

variables, pudiendo existir otro tipo de correlacién)

15. La siguiente distribucién bidimensional se expresa en la siguiente tabla de correlaciones. La
variable X representa los ingresos familiares mensuales en unidades de 10 euros. La variable Y
representa, a su vez, los metros cuadrados de la vivienda familiar.

X/Y <60 60 - 80 80 - 100 100 - 150 > 150
50 - 100 20 18 2 1 0
100 - 200 25 40 30 2 1
200 - 350 5 10 15 25 3
350 - 500 0 5 15 20 8

> 500 0 1 2 7 10

a) Calcular la distribucion marginal de las dos variables. ¢Son independientes los ingresos familiares
y el tamafio de la vivienda donde habitan?
b) Obtener la distribucion de la superficie de la vivienda condicionada al intervalo modal de los
ingresos familiares.
c) Calcular la distribuciéon de los ingresos condicionada al intervalo mediano de la vivienda familiar.

Solucién:
a)
Nie
X/ Y <60 60 - 80 80-100 100 - 150 > 150 N;e o = N
50-100 20 18 2 1 0 41 0,155
100 - 200 25 40 30 2 1 98 0,370
200 - 350 5 10 15 25 3 58 0,219
350 - 500 0 5 15 20 8 48 0,181
> 500 0 1 2 7 10 20 0,075
Nej 50 74 64 55 22 N= 265 1
N,
f, = NJ 0,189 0,279 0,242 0,208 0,083 1

Para que los ingresos familiares (X) y el tamafio de la vivienda familiar (Y) sean independientes debe

n. (N,
verificarse — = (nij L
N N N

No son independientes porque

J

n n n
43 + 4e "'e3
4 N

15 48 64
+

265 265 265



DISTRIBUCION MARGINAL DE LA VARIABLE X

Niq Ni, _ N
Intervalos X; Nie Ci fo = I\Il N; e :WI h; _c_:
50 - 100 75 41 50 0,155 41 0,155 0,82
100 - 200 150 98 100 0,370 139 0,525 0,98
200 - 350 275 58 150 0,219 197 0,744 0,39
350 - 500 425 48 150 0,181 245 0,925 0,32
>500 | - 20 | - 0,075 265 1 | -
265 1
DISTRIBUCION MARGINAL DE LA VARIABLE Y
Ne: N, n
Intervalos Yi Nej Cj f,j= J N; .,=—J hjz_J
N N C
<60 | - 50 | --—-- 0,189 50 J4 0,189 | --—---

60 - 80 70 74 20 0,279 124 a 0,468 3,7
80-100 | 90 | ® | 20 | 0242 B8 & 071 3,2 | mediano |
100 - 150 125 55 50 0,208 243 Z| 0,918 1,1

>150 | - 22 | - 0,083 265 1 | -
265 1
b) X ="ingresos familiares" e Y ="metros cuadrados de la superficie"
Y n;/50-100 | n;/100-200 | n;/200-350 | n;/350-500 n;/>500
<60 20 25 5 0 0

60 - 80 18 40 10 5 1
80 - 100 2 30 15 15 2
100 - 150 1 2 25 20 7

> 150 0 1 3 8 10

41 98 58 48 20

Con los datos disponibles no se puede calcular el intervalo modal de la variable X, al no poder calcular
todas las densidades de frecuencias marginales, es imposible hacerlo en el tramo (> 500) que tiene
una amplitud ilimitada.

¢) La distribucién condicionada de la variable X al intervalo mediano de la Y (vivienda familiar):

X/Y <60 | 60-80 |80-100|100-150| >150 Intervalos | N3 (n, /80—100)
50 - 100 20 18 2 1 0 50 - 100 2
100 - 200 25 40 30 2 1 100 - 200 30
200 - 350 5 10 15 25 3 200 - 350 15
350 - 500 0 5 15 20 8 350 - 500 15
> 500 0 1 2 7 10 > 500 2




Y/X: Y=3+2X
X/Y: X=2+0,3Y
Sabiendo ademas que Sxy = 3,2 . Obtener la varianza residual de las dos rectas de regresion.

16. Se conocen las regresiones {

Solucién:
. _ 2 Sy =3,2 2
Y/X: Y=3+2X by =2 by =Sy /58 —2——> s;=32/2=16
. — = Syy=3,2 2
X/Y: X=2+03Y byy =03 byy =Sy /52 —2 "5 s2=32/03=10,67

Por otra parte, el coeficiente de determinacién: R? = byx .bxy =2.0,3=0,6

Y/X: sf:si[l—rz]-» s7 =10,67 [1-0,6]=4,268
Varianza residual
X/Y: sf:sﬁ[l—rﬂ — s2=1,6[1-0,6]=0,64

2

Y/X: sp=s,41-r" — s.=,/4,268=2,066

Error tipico estimacién
X/Y: s, =s,41-r> — s, =,/064=0,8

17. Sean las siguientes ecuaciones las rectas de regresidon de una variable bidimensional (Y, X; n)
X-2Y=3
X—4Y =2
a) ¢éCual de estas rectas corresponde a la regresion de Y/X y cual a la regresion de X/Y?

b) Hallar las medias aritméticas de Y sobre X
c) éCuanto vale el coeficiente de correlacidn lineal?

Solucién:
a)
X—2Y=3 recta regresion X/Y X =3+2Y N {bx .
* Sea B i6n Y/X |y > signo (b,,) =signo (b,,)
X—4Y =2 recta regresion Y/ e _1/
Y=—T42X
l:)yx =1/4

yX



X—2Y=3 recta regresion Y/X R Y:_E—’_Ex = byx =1/2 . -
e Sea X_4Y =2 recta regresion X/Y a' =2 = signo (byx) =sigho (bXV)
- T IX=2+4Y b
Xy =4

1
=—.4=2>1 cosa que no es posible (0< r? <1)

Coeficiente de determinacién r? =byy.byy =
2

X/Y: X=3+2Y
En consecuencia

18. En una distribucion bidimensional (X;, Y;, nj) se conoce x=10 y s, =10.Ambas rectas de

regresion pasan por el punto (0, 0). ¢ Cual es el grado de bondad del ajuste?.
Solucién:
Las rectas de regresion de Y/X e X/Y se cortan en (X,Y), en este caso en el punto (10,V).

Por otra parte, segun el enunciado se cortan en (0, 0), por lo que se puede concluir que ambas rectas
coinciden al tener dos puntos distintos en comun.

En consecuencia, R*=1 — R=1 (100% grado de ajuste).

19. A partir de un conjunto de datos sobre las variables X e Y se ha calculado la regresion de Y sobre
X, obteniéndose los siguientes resultados:

Y=10+0,45X r’=0,9 X=20
Calcular los parametros de regresion de X sobre Y
Solucién:
a=10 r2=byy.b 5 0,9
Y=10+0,45X —F> r"=0,9=0,45b,, = b,, =——=2(pendiente recta)
byx =0,45 A5
byx
- y=a+bx _ —
De otra parte, y=a+ b.x —————> y=10+0,45.20=19
byy by
- ~~

, . X=a'+b'y V= - '
Andlogamente, x=a'+b'.y —————2* > a'=x—-Db'.y = a'=20-2.19=-18

La recta de regresion de X/Y: |Y =—18+2X




20. ¢Cuales de los siguientes pares de posibles rectas de regresién de Y/X y de X/Y realmente
pueden serlo?. Razone la respuesta.

a) Y=3+4X siendo X=2+Y b) Y=3+2X siendo X=2-0,3Y c) Y=3+2X siendo X=2+0,2Y

Solucién:
Y/X: Y=3+4X a=3
: Y=3+4X b . .
] byx =4>0 S|gno(byx):s|gno(bxy)
a'=2 r? =b,y .b,, =4.1=4>1contradiccion
X/Y: X=2+Y—
b,, =1>0
a=3
Y/X: Y=342X s |
. ;?;2 > signo(by) # signo(b,, ) contradiccion
X/Y: X=2-03Y
by, =—0,3<0
Y/X: Y=3+2X 2=3
: =3+2X > . .
- byx =2>0 signo (b, ) =signo(b,, ) o
X ) coeficientes coherentes
a'=2 r’=by.b,, =2.02=0,4<1
X/Y: X=2+0,2Y—
by =0,2>0

21. Comprobar si son coherentes los resultados obtenidos al ajustar la recta de regresion:

2 — —
a) Y=A+bX b 5,,=20 s,=10 y=38 x=4 a=3
b) Y=A+bX > si=4 s, =4 3 =04 ;=5
Solucion:
a)
sxy 20
b:byx—s—zzﬁz
X Los datos no corresponden
Y=A+bX —>

_ _ L a la recta de regresion
y=a+bXx — a=y-bx=8-2.4=0=3

b) Los datos no corresponden a una recta de regresion como puede observarse.



s2,=s2(1-r) > 0,4=4(1-r%) 5 01=(1-r) > r’=09 > r=094
Sy 4
Y=a+bX  ib=b,="=—=08
S, O
2 2 2 2
S S S 0,4
rz_ 2XV2 = 1_L2y|_) r22_=0’8 # 1_L2y=1 ~2-09
4
S-Sy Sy sy

22. En una distribucion bidimensional (X, Y) se ha ajustado una regresion lineal entre las dos

variables. Se sabe que r=0,8, s, =4, y=2 y que la recta de regresion de X sobre Y ajustada es
Y =4X. Se pide:

a) Calcular los valores de s, , si y X

b) Calcular la recta de regresién de Y sobre X
c) Calcular la varianza residual en la regresion de X sobre Y

Solucion:
a)
_ S _
%= (y )
Recta de regresion de X sobre Y Sy
Y =4X X — lY x=a'+b'y s a=0
4 b'=b,, =1/4 (pendiente recta)
b b
5 5 1
r“=b.by, = 08 :byx.z = by, =256
covarianza (sxy) b
— Sy 2 2
by :S—Z > Sy = by B> sy =1(2,56).4° =40,96
X
2 "t'); Sxy 2 Sxy 2 40,96
Varianza Y (sy) byy =— P sy=— b s/= =163,84
sy b,y 1/4

MediaX () x=a-b'y —rEEaylm =aeby o g, 15 g

b)
b=byx

—

_ S _
Recta de regresion de Y sobre X Jy—Y= Lzy (x—X) = y=a+bx

X
y_2:4°'296 (x—0,5) > y=0,72+2,56X
4

c) VarianzaresidualdeX:  si =s2(1-r’) > s3 =16(1-0,64)=5,76



23. Se desea estudiar la repercusién que tiene los dias de lluvia en el nimero de visitas al zoo. Para

ello, se observaron las siguientes variables, durante los Ultimos diez aios, siendo Y="n? visitas

anuales, en miles" y X="n? de dias de lluvia al afio":

Ao | 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
X 18 26 30 33 38 39 42 44 46 49
Y 107 105,5 105 104,4 | 104,3 104 103,7 | 103,4 | 103,1 103

a) Coeficiente de correlacion lineal e interpretar el resultado.
b) Recta de regresion que explique el nUmero de visitas anuales en funcion del numero de lluvia.
c) éQué prevision de visitas habra para el afio préximo si el Instituto Meteoroldgico informa que

llovera 40 dias?. ¢éQué grado de fiabilidad tendra esta prediccion?.
d) Hallar la varianza residual del nimero de visitas anuales.
e) Obtener la recta de regresién X/Y.

Solucién:
Afio Xi Yi X;-Yi x? y?
1994 18 107 1926 324 11449
1995 26 105,5 2743 676 11130,25
1996 30 105 3150 900 11025
1997 33 104,4 3445,2 1089 10899,36
1998 38 104,3 3963,4 1444 10878,49
1999 39 104 4056 1521 10816
2000 42 103,7 4355,4 1764 10753,69
2001 44 103,4 4549,6 1936 10691,56
2002 46 103,1 4742,6 2116 10629,61
2003 49 103 5047 2401 10609
10 365 1043,4 37978,2 14171 108881,96
Distribucion marginal de X
10 0
X X 2 2 2
L gll ! _§_36 . _igll I _14171_14171 Sy =3dy0 — 910 :1417,1—36,5 :84,85
o =X=T T T T F0 T T = s, =+/84,85=9,21
Distribucion marginal de Y
10 L
2, 10434 2.1 108881,96
A=Y= '=:\| = 1—0' =104,34  ag, = '=1\l = "~ =10888,196

{si —a,, —ag; = 10888,196—104,34> =1,36

s, =4/1,36=117



Covarianza - Coeficientes regresion lineal - Coeficiente correlacién lineal

10

in'yi

=" 379782
N 10

ay, = =3797,82

Covarianza: s,, =aj; —ayg.3p; =3797,82-36,5.104,34 =-10,59

b
~= S —
Y/X: by === 1059 _ 04125
. o s 84,85
Coeficientes regresion lineal: b l059
~ S —
X/Y: by =2=—""-=-779
sy 1,36

Coeficiente de correlacién lineal: r =\/byx by, = \/ (-0,125)(-7,79) = 0,986

NUBE DE PUNTOS

107 " y=0,1248x + 108,9
g “\% R? = 0,9716
=106 s , , .
g - Observando la grafica de la nube de puntos a mas dias de lluvia
= 105 S ’ . . .
3 N menor numero de visitas. El grado de ajuste entre la nube de
= 104 .z
B o “%\_. puntos y la recta de regresion es del 98,6%.

2
102 T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

X:n® de dias de lluvia

b) Recta de regresion de Y sobre X:

b=b,
——

S
y—vz% (x—X) +— y-104,34=-0,125(x—36,5) — y=108,90—0,125x

X

c) Sien 2007 se estiman 40 dias de lluvia se estiman un numero de visitas:

y=108,90-0,125 (40) ~ 104 dias

d) Lavarianzaresidual dela:

s2, =so(1-r%) > s3, =1,36(1-0,986°) =0,0378 (3,78% causas ajenas a la regresién)

e) Recta de regresion de X sobre Y:

X—-X=—+— (y—-y) » x-36,5=-7,79(y—104,34) > x=849,31-7,79y

. 84931—
X/Y: x=84931-779y > §=ot2317X
7,79

NOTA.- Para representar conjuntamente en EXCEL las dos rectas de regresion (Y/X, X/Y) se han de
introducir dos series: Seriel (X, Y), Serie2 (X, \7)



24. Las notas en Estadistica (X) y en Matematicas (Y) obtenidas por 10 alumnos elegidos al azar en un
grupo de primer curso de la Facultad de Ciencias Econdmicas y Empresariales han sido las siguientes,
segun el orden de seleccidn de la muestra:

Ne orden | 1° 20 3¢ 40 59 62 79 8° 9 | 109
X 9 7 3 6 7 5 10 8 3 5
Y 8 5 4 2 9 6 10 9 1 5

a) Representar la nube de puntos correspondiente a esta distribucién. ¢ Qué hipdtesis pueden
hacerse a la vista de la representacién?.

b) Estimar los parametros de la recta de regresion Y/X. Interpretar los coeficientes calculados.

c) Estimar los parametros de la recta de regresion de X/Y y comparar ambas rectas.

d) Representar las dos rectas de regresion junto a la nube de puntos.

e) Calcular la varianza residual en la regresién Y/X. ¢ Coincidira con la varianza residual en la
regresion X/Y?

f) Para un alumno que haya obtenido un 7 en Matematicas, équé nota se le pronosticaria en
Estadistica?

g) Para un alumno que haya obtenido un 4 en Estadistica, équé nota se le pronosticaria en
Matematicas?

Solucion:

"

a)

WUEE DF PUITOS

w L ]

Observando la nube de puntos (diagrama de dispersion) se
p o puede establecer la hipdtesis de que existe correlacidn lineal
creciente entre las variables.

HOTAS MATEMATICAS
L J

NOTAS ESTADISTICA

b) Estimar los parametros de la recta de regresion Y/X

N2 orden 1° 29 3¢ 49 5¢ 62 79 82 92 102
X; 9 7 3 6 7 5 10 8 3 5 63
Yi 8 5 4 2 9 6 10 9 1 5 59
X;.Yi 72 35 12 12 63 30 100 72 3 25 424
Xiz 81 49 9 36 49 25 100 64 9 25 447
yiz 64 25 16 4 81 36 100 81 1 25 433
Distribucion marginal de X
10 10
> x > x? s2 =a,,—al, =44,7-6,32 =5,01
ap=x==t =B _g3 5 = _3_,, {SX=M=2,24

N 10 N 10



Distribucidon marginal de Y

i 2V {Si =2y, —ap; =43,3-59° =8,49
g 59 ~" 433 ~ g
aOlzyz',l\, =10 >0 aoz='1N =—p ~ 433 s, =+/8,49 =291

Covarianza - Coeficientes regresidn lineal - Coeficiente correlacidn lineal

10
in Vi
i=1

424 Covarianza: s,, =aj; —a19.391 =42,4-6,3.5,9=5,23
all =— == 42,4
N 10
S 5,23
b=by, =—=""-=1,044>0
Sy ,01

Parametros regresion lineal Y/X
Y=a+bX — Y=-0,677+1,044X

=0,643 — r=,0,643=0,80

y=1.044x - 0677
HUBE DE PUNTOS R*=0,643

El coeficiente de regresidon b es positivo, con lo
gue a mayor nota en estadistica mayor nota en
matemadticas. De otra parte, el coeficiente de
correlacién r es 0,80, con lo que la fiabilidad del
modelo es del 80%.

HOTAS MATEMATICAS
-

1 2 3 4. 5 6 7 ] 9 10 L3
NOTAS ESTADISTICA

c)
S 2
b'=b,, == 2,23 =0,616>0
sy 8,49
Pardmetros regresion lineal X/Y - = D= e 3
X=a+b'Y > X=2,665+0616Y x—as+bsy |—>5a2—3x5—I203y—6,3—0,616.5,9—2,665
P =20 2 =22 222 20,643 > r=,/0,643=0,80
sy sy 501849

HUBE DE PUNTOS

siuammy2e  m El coeficiente de regresidn b' es positivo, con lo que a

R =0,6431

mayor nota en matematicas mayor nota en estadistica.
X—-2,665
—— se
0,616
utiliza para representar en Excel la serie (X, \7) , que junto

De otra parte, X=2,665+0,616Y > Y=

HOTAS ESTADISTICA

a la serie (X, Y), permite la grafica conjunta de la nube de
puntos y las dos rectas de regresion.

HOTAS MATEMATICAS



d) Pararepresentar en Excel las dos rectas de regresién junto a la nube de puntos.

X 9 7 3 6 7 5 10 8 3 5
Y 8 5 4 2 9 6 10 9 1 5
Yy | 10,28 | 7,04 | 0,54 | 541 | 7,04 | 3,79 | 1191 | 8,66 | 0,54 | 3,79

HUBE DE PUNTOS

¥=1,0439x - 0,6T66
R =0,6431

Diagrama dispersion: Series (X, Y), (X, Y)
Y =(X—2,665)/0,616

(5,3,5‘9)

HOTAS MATEMATICAS
@
L ]

HOTAS ESTADISTICA
e) Varianzas residuales

Varianza residual de Y/X: r*=0,643 s, =849  s; =s.(1-r’) > s =8,49(1-0,643)=3,03
Varianza residual de X/Y: r*=0,643 s, =501  s;=s;(1-r’) — s} =501(1-0,643)=1,79

rx —

f) Un alumno con un 7 en Matematicas (e,7) para pronosticar la nota en Estadistica habria que
recurrir a la recta de regresion de X/Y: X=2,665+0,616Y

X=2,665+0,616.7=6,98 en estadistica

g) Unalumno con un 4 en Estadistica (4, e) para pronosticar la nota en Matematicas habria que
recurrir a la recta de regresion de Y/X: Y=-0,677+1,044X

Y=-0,677+1,044 .4 =3,50 en matematicas



MODELO DE REGRESION: HERRAMIENTAS DE SOFTWARE

. EXCELY LA REGRESION LINEAL

Se puede utilizar el andlisis de la regresion lineal para estimar la velocidad de reaccién en p-
moles/minuto (Y) basandose en la variable X = 'Cantidad de glucogenasa'

2 Microsoft Excel - GLUCOSA-MOLES

ﬂ&rchivo Edicion  Yer Insertar Formato Herramientas Datos Yeptana

z =2 x|
Dl SAY &R - e
arial - 10 - -hA

. A . B =
1 | X: CANTIDAD GLUCOSA:mI/1 Y: MOLES/MINUTO i
7 1 18
il 2 35
4 | 3 =]
o 02 i
G 0a 10
i

T i'>'>|\Hc|‘|

X Microsoft Excel - GLUCOSA-MOLES

@ Archivo Edicidn Yer Inserkar Formato | Herramientas Datos Wentana 2 . = ﬁ
DEESRY & B@EcVord. 7 |z &EHE D
rial [T Autocarreccidn, .. L By . A g
ﬁ Q e Compartir libro. .,
Eid j = Control de cambios  »
. A : b [ B IT
1 |X: CANTIDAD GLUCOSA:ml/I MOL _ Eretecer 2 =
2 | 1 Buscar objetivo. ..
i g Escenarios. ..
= 03 Auditoria 3
| DIE Solver...
g 1 Macro L
3 Camplementos. .
10 | Personalizar. .. [
11 OpCiones. .. =
W4Ty DR Hojas b, [« Asistente ’ W[
Listo FIIO
Regresion @g|
i
Rango ¥ de entrada: $B41:4E46 EY
Cancelar
Rango % de entrada; $ag1$a46] By
Ayuda
W Ritulos v Constante igual a cero g
Iv Mivel de confianza o5 %a
Opciones de salida
" Rango de salida: 3
" En una hoja nueva: ]

+ Enun libro nueva
Residuales

v Residuos

¥ Residuns estandares

I¥ Grafico de residuales
I¥ Curva de regresidn ajustada

Probabilidad normal
v Grafica de probabilidad narmal

Excel dispone de analisis de Regresidon para ajustar
el modelo de regresion simple, simultaneamente
proporciona las estimaciones de los parametros, la
contrastacion individual, y el analisis de los
residuos.

En el menu Herramientas, tenemos el didlogo
Andlisis de datos, donde elegimos Regresion,
obteniéndose un cuadro de didlogo que permite
realizar un ajuste para la regresiéon multiple.

Analisis de datos

Funciones para analisis

Cancelar

Ayuda

-

Prueba t para medias de dos muestras emparejadas

Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas iguales
Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas desiguales
Prueba z para medias de dos muestras

Los Campos de Entradatienen las funcionalidades:

Rango Y de entrada: Introducir la referencia correspondiente
al rango de datos dependientes. El rango debe estar
formado por una Unica columna.

Rango X de entrada: Introducir la referencia correspondiente
al rango de datos independientes. Excel ordenard las
variables independientes de este rango en orden ascendente
de izquierda a derecha. El nUmero maximo de variables
independientes es 16.

Roétulos: Activar esta casilla cuando la primera fila o la primera columna del rango (o rangos) de
entrada tienen rétulos. No activar en el caso de que el rango de entrada carezca de rétulos. Excel
genera los rétulos de datos correspondientes para la tabla de resultados.

Nivel de confianza: Activar esta para incluir mas niveles de confianza en la tabla de resimenes de
resultados. Introducir el nivel de confianza a aplicar ademas del nivel predeterminado del 95%.



Constante igual a cero: Activar esta casilla para que la linea de regresidn pase por el origen.

Rango de salida: Introducir la referencia correspondiente a la celda superior izquierda de la tabla de
resultados. Dejar por lo menos siete columnas disponibles para la tabla de resultados sumarios, donde
aparecen: tabla de andlisis, nimero observaciones, coeficientes, error tipico del prondstico Y, valores
de R? y error tipico de coeficientes.

En una hoja nueva: Hacer clic en esta opcidn para insertar una hoja nueva en el libro actual y pegar los
resultados, comenzando por la celda Al de la nueva hoja de calculo. Para dar un nombre a la nueva
hoja de calculo, anotarlo en el cuadro.

En un libro nuevo: Hacer clic para crear un nuevo libro y pegar los resultados en una hoja nueva del
libro creado. Si desea incorporar la opcidn grafica tiene que teclear esta opcion.

Residuos: Activar esta casilla para incluir los residuos en la tabla de resultados.

Residuos estandares: Activar esta casilla para incluir residuos estandares en la tabla de resultados de
residuos.

Graficos de residuos: Si activa esta casilla se genera un grafico por cada variable independiente frente
al residuo.

Curva de regresion ajustada: Si activa esta casilla se genera un grafico con los valores pronosticados
frente a los valores observados.

Trazado de probabilidad normal: Activando esta casilla se genera un grafico con probabilidad normal.

Finalmente, con las opciones activadas en la figura anterior, en la tabla de resultados aparecen los
estadisticos de regresidn, cuadro de andlisis de la varianza del modelo, estimadores, contrastes de
significacion de F-Snedecor y de t-Student con sus p-valores asociados, intervalos de confianza para
los parametros y para las predicciones al 95%, y residuos.

i Libro2

1 |Resumen |
%

3 Estadisticas de lz regresion

4 |Cosficiente de correlacidn maltiple 0991055515

5 |Coeficiente de determinaciin R*2 0582191033

6 |[R"2 ajustado 097625471

7 | Errar tipico 3341412148

8 |Observaciones 5

a

10 | ANALIZIS DE WARIANZA

11 Grados de libertad  Sums de cuadrados  Promedio de Jos cuadrados = Valor chitico de F

12 |Regresidn 1 1847 304095 1847 304095 1654544631 0001014106

13 Residuns 3 3349510542 1116503514

14 |Total 4 16000

15 |

1B Coeficientes Error tipico Estadistico t Frobabilidad Inferior 95% Superior 35%  Inferior 95,0% | Supenor 35,0%
17 |Intercepcidn 1211219858 2 4509365876 04941586485 0 B55025829 -6.588762445 9011202204 -6 A8E7E2445) 9011202204
18 % 18,64834337 144977636 1286291037 0,001014108 14 03450362 2326218312 14,03450362 2326216312
i

z| y=1,211+18,648 x

22 |Analisis de los residuales Resultados de datos de probabilidad

75

24 Observacion Frondstico ¥ Residuos Residuos esténdares Fercenti! s

2| 1 19,85956325 -1,859563253 0642614139 10 g

26 2 38 50790663 -3,607908627 -1.212236471 30 10

27| 3 57 15625 284375 0982722128 50 18

28 4 4 240650554 3059111446 1067145146 70 k]

2 5 1053539157 -0,535391566 -0,185016664 a0 5]

El
1« 4 » [ M Hojal { Hojaz f Hojas / |4




La figura adjunta presenta el grafico de la variable
independiente (X) contra los residuos, lo que se
utiliza para detectar el problema de no linealidad,
heteroscedasticidad, y autocorrelacion en el
modelo del ajuste.

Lo mejor es que la grafica presente una estructura
aleatoria de puntos.

La figura adjunta presenta el grafico para detectar
la hipdtesis de normalidad en el modelo.

La grafica ideal es la diagonal del primer
cuadrante.

La grafica visualiza la variable independiente
contra los valores predichos, lo que sirve para
detectar problemas de heteroscedasticidad.

Lo ideal es que todas las graficas presenten una
estructura aleatoria de puntos.

Para obtener la recta de regresion, se
seleccionan los datos
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1 |CANTIDAD GLUCOSA:ml/l MOLES/MINUTO I
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Y hacemos clic en el icono de Asistente para
Gréficos.

Tipos estandar

Tipo de gréafica:

Tipos personalizados I

Subtipo de gréfico:

[ad Coluranas

B Barras
l Lineas
@ Circular

@ Anillas

iy Radial

@ Superficie
®¢ Burbujas
izl Cotizaciones

lly Areas

a

=

X
ad

Dispersion, Compara pares de valores,

Presionar para ver muestra I

Cancelar

| Siguiente >| Terminar |




Previsualizamos la Grafica Hacer clic en Siguiente  Se ajustan los detalles de la Gréfica, Titulos,
nombre de los ejes, etc. Hacer clic en Siguiente

Asistente para grdficos - paso 3 de 4 - Opciones de grafico E|@
h
Titulos l Eje ] Lineas de divisidn ] Levenda | Rdtulos de datos
i
50 Titulo del gréfico:
50 REGRESION LINEAL REGRESION LINEAL
40 -
i + (X Eje de valores (¥) o
By i GLUCOGEMASA &0
50
': ¥ Eje de valores (¥): 84
0 05 1 15 H 25 3 35 MOLES| E‘ 30 hd A
t 20 3
,— 10 1
Rango de datos;  [=Hoja2!$A42:4B47 ET| o
| o 1 2 3 4
Series en: " Filas ’— GLUCOGENASA
* Columnas
@ Cancelar < Atrés I Siguiente = | Terminar

@ Cancelar < Alras I Sigu\ente>| Terminar I

Asistente para graficos - paso 4 de 4 - Ubicacidn del grafico

Situar gréafico:

*o e R Con la opcién que figura seleccionada se obtiene la
meen e -] | Grafica en la misma hoja. Hacer clic en Terminar.

Cancelar ‘ < Akras | T I Terminar

=13
A B E 8] E I G H J K o
1 | CANTIDAD GLUCOSA:ml/l MOLES/MINUTO ¥ I
: X 3l REGRESION LINEAL
4 7 35
5 g 60 mn
b 02 g
7 05 10 B0
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3l a0
10
11 ¢ a0
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13 % 30
14
15 20 -
16
17 10 -~
18
13 u] T T T T T T
20 0 i} 1 15 2 25 3 a5
21
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REGRESION LINEAL
La Gréfica nos permite visualizar cierta 0
relacion lineal. Para encontrar la &
ecuacién de la recta que mejor la *
gl
modela se posiciona el cursor sobre = . [+v]s
alguno de los puntos de la Grafica de 5 _
Dispersidn, y se hace clic con el Botdn 0{—
Derecho del Mouse. 0 - - ‘ ‘ - -
o 0s 1 15 2 258 3 358
GLUCOGENASA




REGRESION LINEAL

70

=t1] &

a0
m 40
e 0o
=] i e
= 30 Formato de serie de datos. .,

i) 5 Tipo de gréfica...

i Datos de arigen. ..
10 o] 4
0 T T T
Borrar
1} 05 1 148 — " 35
GLUCOGENASA

Pasando a la solapa 'Opciones'

Agregar linea de tendencia

Tipo l Opeiones ]
Tipo de tendencia o regresion

Tipa Opciones l
Mombre de la linea de tendencia

& Automéatica: Lineal (¥}

'Agregar linea de tendencia ...".
Después 'Linea de Tendencia o
regresion lineal.

Agregar linea de tendencia @El

Tipa 1 Oprinnes I
Tipo de tendencia o regresidn

=0

Lineal Logaritmica

Palinomial
Patencial Exponencial  Media mévil

A partir de las series:

Se tildan las opciones y se hace clic en 'Aceptar’

Agregar linea de tendencia EIEI

" Personalizada: ]

Logaritmica Polinomial
Potencial Exponencial Media mawil

Extrapolar
Hacia delante:

Haria atras:

0 3: Unidades
1} El: Unidades

I sSefialar interseccion =

—

A partir de las series:

I¥ Presentar ecuacion en el grafico

Iv Presentar el valor B cuadrado en el grafico

Aceptar | Cancelar Aceptar | Cancelar
Resultando, finalmente:
REGRESION LINEAL
70
B0 ¥ = 15,648 + 1,211
R?=0 9822
al
» 40
g . . Y
= —Lineal (¥’
z ineal ()
20
/
1
*
1] T T T T T
0 05 1 15 2 25 3 35
GLUCOGENASA

LD Ejercicio Excel



EJERCICIO EXCEL: REGRESION LINEAL

En la tabla adjunta se recogen dos afios, el gasto mensual en publicidad (X) y las ventas mensuales (Y)
de una empresa, ambas en miles de euros, calcular la recta de regresion que explique las ventas en
funcidn del gasto de publicidad, asi como su representacion gréfica.

X 15,2 | 14,9 15 149 | 14,2 | 146 | 155 | 15,1 | 154 | 14,7 | 14,3 | 15,7

Y 715 705 704 715 654 698 758 708 714 703 676 771

X 15,2 | 14,8 152 14,2 | 15,7 14 14,7 | 16,7 | 14,9 15 13,6 | 14,7

Y 726 721 701 656 743 644 676 813 710 712 648 719

Solucién:

12 Opcion en Excel

Asistente para graficos - paso 1 de 4 - Tipo de grafico g]

Tipos estandar | Tipos personalizados ]

Tipa d aréfico: Subtipo de arsfico; Para construir un diagrama de dispersion, se introducen las

g;jf;“s”“ = - observaciones en dos columnas, teniendo la precaucién de

I%g_"eal; il colocar las observaciones de la variable independiente X en

‘ (Diepersion N ) la primera columna (A6:A30), de forma que el rango de los

D Anilos n \ 9 datos sea A6:B30 (incluyendo los rétulos X e Y de las

B vt = , observaciones).

®s Burbujas % M

Lﬁiﬁ. Cotizaciones j . . A i

T Una vez introducidas las observaciones, se selecciona en el
Dispersion, Compara pares de valores, i . L
menu Insertar/Gréfico, seleccionando Tipo de Grafico (XY
_ dispersion), y el Subtipo de grafico (Dispersion). Una vez
Presionar para wer muestra | . . . .
seleccionado, se hace clic en Siguiente >.
@ Cancelar g | Siguiente>| Terminar |
Datos de origen El@
Rangodedatos} Serie I
En la pestafia Rango de datos, se introduce el rango en el que estan D
contenidos los datos (incluyendo los subtitulos), indicando si éstos i &
estan en filas o columnas. De este modo, se tiene A6:B30. 1
En la pestafia Serie se comprueba si las series X (variable
independiente) e Y (variable dependiente) se corresponden con las £ o et Y
observaciones. Una vez comprobado se hace clic en Siguiente >. T e
E Cancelar < Atras I Siguiente = I Terminar




Asistente para graficos - paso 3 de 4 - Opciones de grafico

Titulos | Eje ] Lineas de divisidn £| Rétulos de datos |
¥ Mostrar leyenda [
Ubicacian i
Lo - En el paso siguiente, se permite modificar distintos
Esquina a0 S s H
{ ke 7 elementos del grafico, como se puede deducir de las
* Derecha 500
 lzierds i 2 pestafias disponibles en la ventana de la izquierda.
- Finalizadas las modificaciones, clic en Siguiente >.
Cancelar < Atras | Siguiente = | Terminar

Asistente para gréficos - paso 4 de 4 - Ubicacidan del grifico @gl

Situar gréfica:

Finalmente, se selecciona una ubicacién para el grafico. En
este caso, Como objeto en: Hojal, de forma que se inserta Frenynes EEET

en la misma hoja de célculo donde se esta trabajando. Para 6 comopetoen: [T -
terminar, clic en Terminar >.

Cancelar | < Atrés ‘ | Terminar I
o ;%""' Aparece el diagrama de dispersion que aparece a la izquierda.
o5l Modificando algunas opciones de formato en el grafico, se
= consigue mejorar y clarificar el aspecto. Mas concretamente,

a0

eliminando las lineas de divisién y el fondo del drea de trazado,
corrigiendo las escalas de los ejes para centrar la nube de puntos,
el grafico podia adoptar el aspecto siguiente:

200

200

100

|50
Obtenido el diagrama de dispersidn, se puede proceder a agregar am "
la recta de regresion. Para ello, o se seleccionan las observaciones i

7E0 &
gue aparecen en el grafico, haciendo clic en cualquiera de ellas, y e
se pulsa el botén derecho del ratdn, para seleccionar Agregar linea L ¥l
de tendencia. O bien, se utiliza el menu Grafico/Agregar linea de s i
tendencia.

00

1z 13 14 15 18 17 13

En la ventana que aparece a continuacion, hay dos pestaias, Tipo y Opciones. En la ventana Tipo se
selecciona el tipo de tendencia o regresion (en este caso, Lineal), y en la pestafia Opciones se
selecciona Presentar ecuacion en el grafico y Presentar el valor R cuadrado en el grafico. Finalmente, se
hace clic en Aceptar. De esta forma, aparece el modelo seleccionado representando graficamente
junto con la expresién de la funcién ajustada y la bondad de ajuste (coeficiente de determinacion) R’



l Opciones | Tipo COpciones |
endencia o regresian Mombre de la linea de tendencia

= &+ putornética: Lineal (¥}
'f)ﬂ‘) f\./ m " Personalizada: |
Lineal Logaritmica Polinomial Extrapolar

i Hacia delante: o El: Unidades
—)/ —v// f B 3 Haria atras: 1] 3: Unidades

Patencial Exponencial Media mévil
I Sefialar interseccion = i]
& partir de las series: IV Presentar ecuacisn en el grafico

IV Precentar el valor R cuadrado en el grafico

=
Cancelar Aceptar | Cancelar
250 4
El resultado aparece en la figura adjunta, se puede y=56,9961- 14275
observar que junto a la nube de puntos aparece la recta 200 R?=0,881

de regresiéon y=-142,75+56,996.x, asi como el valor del

coeficiente de determinacién R? = 0,881. =

El diagrama de dispersion, la linea de tendencia (recta de "
regresidon) y la informacién que aparece en el cuadro de s | i
texto se actualizan automaticamente si se modifican los
datos originales. o0 :
12 13 14 15 16 17

22 OPCION EXCEL

Al estar los datos sin tabular, la forma mas eficiente de obtener en Excel la recta de regresion minimo
cuadratica de las ventas mensuales (Y) sobre el gasto mensual de publicidad (X), y=a+b.x es utilizar

la funcién ESTIMACION.LINEAL, o bien la herramienta para analisis Regresion en el menu
Herramientas/Andlisis de datos.

Habiendo introducido los datos; por ejemplo, primero los correspondientes a la variable
independiente X (en el rango A7:A30) y después los de la variable dependiente Y (rango B7:B30),
reservando A6 y B6 para los nombres de las variables.

19. La primera opcion corresponde a la funciéon

ESTIMACION.LINEAL(conocido_y;conocido_x;constante;estadistica), donde conocido_y vy conocido_x
hacen referencia a los datos de las variables Y y X, a partir de los cuales se va a estimar la recta de
regresion de Y sobre X.

Si se omite conocido_x se aume que ésta es la matriz con valores (1, 2, 3, ... ) y con el mismo tamafio
que conocido_y. Respecto a constante y estadistica, ambos son valores légicos que se especifican; en
particular, si constante es igual a VERDADERO o se omite, es estima un modelo con constante, y si es
igual a FALSO se estima una recta de regresion que pasa por el origen de coordenadas, por otra parte,
si estadistica toma el valor VERDADERO se devuelven las estadisticas de regresion, y si estadistica es
igual a FALSO o se omite, sd/o se calculan los dos parametros (a, b) de la recta de regresion.

Ahora bien, ESTIMACION.LINEAL, es una forma matricial, por ello hay que seleccionar primero el rango
de las celdas en el que se desea que aparezcan los resultados y, después completar los distintos




argumentos de la funcién. Finalmente, pulsar simultaneamente la combinacion de las teclas
Control+Mayusculas+Intro.

Ma3s concretamente:

Se seleccionan diez celdas como aparece en la figura adjunta (filas y columnas
necesarias como parametros a estimar, cuando el argumento estadistica =
VERDADERO), y después en pegar funcion/ESTIMACION.LINEAL

ESTIMACION.LINEAL

aI.I

Conocido_y [57:630 | = 4715170517047 15ES

E |
Conocido_x [a7:430 ] = {15,2114,9115114,911
Constante | E =
Estadistica |VERDF\DERO| E = VYERDADERD
_ sesssrrarsennien | 112 biendo completado los argumentos, se pulsa
Devuelve una matriz con la linea recta gue mejor describe los datos, calculada usando el método de los S | mu Ité neame nte |a S tecla S
minimos cuadrados,
Estadistica es un valor [ogico: para que devuelva estadisticas de regresion Contr0|+M ayl:ISCU I a S+| ntro

adicionales = YERDADERD; para que devuelva coeficientes m vy la
constante b = FALSC U omitida,

Resultadao de la férmula = 56,99631773 Cancelar

La salida completa de ESTIMACION.LINEAL (estadistica = VERDADERO) rellena B A9601 393 |- 1191500 o
. ) ) . 4465720926 | 66,72504674
las celdas seleccionadas anteriormente, consta de cinco filas y tantas “l88“26?246 13';?"%11’2
, . . IUI A 1 J S L H IUI H IUI
columnas como parametros a estimar, en particular tres, en el caso de la 162 8230775 23

regresion lineal. 30877,75513 | 4172,078204

La salida de Excel, en este caso, sera la contenida en la siguiente informacion:

b a 56,99631773 | -142,7533754|  Adviértase que,

Esz ETa 4,466720926 | 66,72504674 b=56,996 a=-1427533

" Elreg 0830967246 | 13,77098102 | o cy4 regresién: y=—142,75+56,996. X
F g. libertad 162,8230775 22 ,

SCR SCE 30877,75513 | 4172,078204 | coef. determinacion: R® =0,881

Los estadisticos que nos interesan en este enfoque descriptivo de la regresion lineal, destacados en
azul, son la ordenada en el origen (a), la pendiente de la recta de regresion (b) de Y sobre X, el
coeficiente de determinacion (R?), la suma de los cuadrados de la variacion residual (SCR) y la suma de
los cuadrados de la variacién explicada (SCE), donde

n n n
M-y = Dlvi-¥)* o+ > 9-v)°
i=1 i=1 i=1

SCT SCR SCE

suma cuadrados total suma cuadrados residual suma cuadrados explicada

NOTA.- Se podia haber optado porque la salida de ESTIMACION.LINEAL hubiera sido Unicamente la
ordenada en el origen (a), la pendiente de la recta de regresion (b) de Y sobre X.

Para ello, se seleccionan dos celdas como aparece en la figura adjunta. o |



ESTIMACION.LINEAL

Conocido_y [E7:830

7151705170417 15465

Conocido_x |n?;.q30

S = 1
=] — 415,2114,9115114,901

Constante |

Después en pegar funcion/ESTIMACION.LINEAL, con
el argumento estadistica = FALSO.

] o] et e

Estadistica |FALSO| T = FAaLsO

= {56,9063177275086;-142

Devuelve una matriz con la linea recta gue mejor describe los datos, calculada usando el método de los
minimos cuadrados.

Finalmente, se pulsa simultdneamente las teclas
Control+Mayusculas+intro

Estadistica es un valor [ogico: para que devuelva estadisticas de regresion
adicionales = VERDADERD; para que devuelva coeficientes m v la
constante b = FALSO u omitida,

Resultada de la formula = 56,99631773 Cancelar
La salida de Excel, en este caso, serd (b, a):  [56,996318[-142,7533754| b=56,996  a=-142,7533
La recta regresién: y=-142,75+56,996. x
La segunda opcidn corresponde a la herramienta Regresion.
Andlisis de datos @m
Funciones para andlisis

, . sye o Anélisis de Fourier -

En el menu Herramientas/Analisis de datos se Histograma Cancelar
. ., . Media m_o}u'll ; y

selecciona Regresidn, se hace clic en Aceptar y eneracion de nimeros aleatorios Ayuda

aparece un cuadro de didlogo.

Prueba t para dos muestras suponiendo warianzas iguales

Jerarguia v percentil
Prueba t para medias de dos muestras emparejadas
Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas desiguales j

Entrada
Acepkar
T |

Rango ¥ de entrada:

En el cuadro de didlogo, entre otras cosas, se introducen los

e e _emsn || rangos de las variables (X, Y), no se han introducido los Rétulos
= e Ayuda porque no tenian los nombres de las variables. Como opciones

I vel deconfianza  [55 % de salida, En una hoja nueva, solicitando Residuos y Curva de
Opriones de salida regresion ajustada.

" Rango de salida: 3

* Enuna hoja nueva:

Sefialar que para esta opcion, los datos de X e Y deben estar
obligatoriamente en columnas, lo que no sucedia con
ESTIMACION.LINEAL, donde los datos de las distintas variables
podian estar dispuestos tanto en filas como en columnas.

" Enun libro nueva
Residuales

¥ Residuos I Gréfico de residuales
I” Residuos estandares v

Probabilidad normal
I Gréfico de probabilidad normal

Se puede estimar un modelo sin constante, sin mds que pinchar en el recuadro de la izquierda de
Constante igual a cero.

Con las especificaciones anteriores se obtiene una salida con muchos estadisticos, al nivel descriptivo
de la regresién nos interesan los coeficientes (a=-142,7533 , b="56,996)y el coeficiente de

determinacion R? =0,881. En Prondsticos para Y aparecen los valores estimados de la variable
dependiente Y segun la recta de regresion: y=-142,75+56,996. x

Por otra parte, en el caso de la regresién lineal simple que se estudia en este caso, e/ coeficiente de
correlacion mditiple de salida no es mas que el coeficiente de correlacion lineal de Pearson:

Cv=0,9385

Como salida también aparece el diagrama de dispersiéon y la recta de regresion.



A B S D E F G H

Estadisticos de lo regresion
Coeficiente de correlacion multiple 0,938598554
Coeficiente de determinacion RA2 0,880967246]
RA2 ajustade 0,875556666
Error tipico 13,77098102
Observaciones 24
ANALISIS DE VARIANZA
Grodos de libertad | Suma de cuadrodos | Promedio de los cuadrados F dlor critico de F
Regresidn 1 30877,75513 30877,75513! 162,823078 1,2112E-11
Residues 22 4172,078204 189,6399184
Total 23 35049,83333
Coeficientes Error tipico Estadistico Erobabilidad | Inferior 95%  Superior 95% | Inferior 95,0% | Superior 95,0%
|Intercepcion -142,7533754 66,72504674 -2,139427133; 0,04374742  -281,1328 -4,373949508| -281,1328013  -4,373949508
Variable X 1 56,99631773 4466720926 12,76021463] 1,2112E-11 47,7328956 66,2597399 47,73289555 66,2597399
|Andlisis de los residuales
Observacicn Proncstico pora ¥ Residuos

1 723,590654 -8,590654042

2 706,4917587 -1,491758723

3 712,1913905 -8,191390496

4 706,4917587 8,508241277

PRONOSTICO 6 TENDENCIA

Una vez calculada la recta de regresion y =—142,75+ 56,996 . x, se pueden calcular las ventas

mensuales de la empresa (Y) en funcién del gasto en publicidad (X). Para ello, si deseamos saber las
ventas mensuales para un gasto en publicidad de 15.000 euros (x =15), se sustituye en la recta de

regresion el valor de la x: y=-142,75+56,996.15=712,175 (miles de euros).

Excel, proporciona funciones como llevar a cabo predicciones: PRONOSTICO y TENDENCIA.

La funcién PRONOSTICO(x; conocido_y; conocido_x), donde (conocido_y; conocido_x) son los valores
gue se utilizan para estimar la recta de regresion de Y sobre X, mientras que x es el nuevo valor de la
variable X para el que se va a obtener un prondstico - PRONOSTICO(15;B7:B30;A7:A30)

Papar funcion @g] T
Categoria de la funcion: Mombre de la funcidn: % |15 E Tl
Usadas recientemente PR.OBABILIDAD =
Todac = [ProMEDID = Conocido_y [57:630 ] = (715170517041 715065
Financieras PROMEDIOA s
Bt s hers [ Conocido_x [47.430| i = {15,2114,9115014,91
A i PRUEBA.CHI
PRLUEEA, CHLLINY = 712,1913905
PRUEEA.F " L :
PRUEEA FISHER N = Calcula o predice un valor Fukuro en una tendencia lineal usando valores existentes,
Texto FPRLEEA.T
Logicas j PRLUEEA.Z j Conocido_x es el rango de datos numéricos o matriz independiente. La varianza

de conocido_x no debe ser cero,
PRONDSTICO(x;conocido_y;conocido_x)

Caleula o predice un walor futuro en una tendencia lineal usando valores existentes,

Resultado de la Férmula = 712,1913905 Aceptar | Cancelar

Aceptar I Cancelar |

La funcidn PRONOSTICO no es matricial, de modo que si se desea el prondstico para distintos valores
de la X, lo mas comodo es calcular el primero y utilizar la opcion de llenado automatico, manteniendo
finos los datos correspondientes a (conocido_y; conocido_x):
PRONOSTICO(A7;SBS7:SBS30;SAS57:SAS30)

La funcion TENDENCIA es de caracter matricial, por lo que se puede utilizar una sola vez para llevar a
cabo varias predicciones al mismo tiempo, sin mas que seleccionar previamente el rango donde se
quieren obtener los resultados, completar los argumentos y pulsar simultdneamente las teclas
Control+Mayusculas+Intro



Pegar funcion @gj

TEMDEMNCIA
Categoria de la funcian: Nombre de la funcidn: Conocido_y |B?:BSD y — {715\705\704{715\65
Usadas recientemente a | |PRLEBA.F - -
=i S J Conocido_x [a7:430 ] = {15,2014,3115114,911
Financieras PRUEEA.T Muewva_matriz_x |,q7:,q3g| E = {15,2114,9115114,911
Fecha v hora PRLUEEA.Z
i RAMNGO,PERCENTIL Constante | T

= {723,590654041732\706,

Devuelve valores que resultan de una tendencia lineal mediante una linea recta creada con el método de
los minimos cuadrados aplicado a los valores conocidos,

Mueva_malriz_x son nuevos valores de ¥ para los cuales se desea que TENDENCIA
TENDENCIA{conocido_y;conocido_x:nueva_matriz_x;constante) devuelva los valores de ¥ correspandientes.

Devuelve valores que resultan de una tendencia lineal mediante una linea recta creada
con el método de los minimos cuadrados aplicada a los valores conocidos,

Resultada de la Farmula = 723,5907 Cancelar

Aceptar I Cancelar |

Adviértase que con la funcién TENDENCIA se puede estimar un modelo que pase por el origen de
coordenadas, sin mas que asignar FALSO a su argumento constante, mientras que con la opcién
PRONOSTICO no se puede realizar.

a.N+b.Zn:xi=Zn:yi
i=1 i=1
n n n
a.Z:xi+b.Z:xi2 :in Vi
i=1 i=1 i=1

Considerando las ecuaciones normales de la recta de regresion:

24 24 24 24
setiene: N=24, > 'x;=3582, D> y;=16990 , > x’=535564 , ¥ x;.y;=254117,50
i=1 i=1 i=1 =1

resolviendo el sistema:

24 .a2+358,2.b=16990

b=56,99631773 a=-142,75337 54
358,2.a+5355,64.b=254117,50

La recta de regresion de Y sobre X: y =-142,75+56,996. x

s
Considerando la ecuacion de la recta de regresiéon de Y sobre X: y —y = LZV (x —x)

SX
24 24 24 5 24 5 24
X; ZYi in ZYi in -Yi
donde, a;p=x=4=1— a,, =y =411 —i=1 g ==l 3. —i=l
10 g 01TV T o, 207 94 027 94 1 24

2 -2 2 —2 _ - =
Mpp =Sx =d20 =X Mgy =Sy =3dp2 —V Syy = @11 — XY
con lo cual,

a0 =X=14,925 , ay, =y=707,917 , a,,=223,15 , a,, =502606,42 , a,; =10588,23

Myo =55 =0,396 , mg,=s,=1460,41 s, =22,5729

22,5729

La recta de regresion de Y sobre X: y—707,917 = (x—14,925)

’



despejando, y=-142,75+56,996.x
sh  (22,5729)>
sys.  0,396.1460,41

El coeficiente de determinacién (bondad del ajuste): R? =

’

Ejercicio Excel

REGRESION PARABOLICA

En la tabla adjunta se recogen las ventas de cemento en Segovia y en todo el territorio espafiol.
Determinar un ajuste parabdlico minimo-cuadratico de las ventas de cemento en Segovia en funcion
de toda Espaiia. ¢ Qué ajuste serd mejor, el lineal o el parabdlico?

Afo | Espafia | Segovia
1990 19,7 0,7
1991 18,5 0,6
1992 18,5 0,6
1993 17,9 0,6
1994 16,2 0,5
1995 16,2 0,5
1996 18,2 0,6
1997 20 0,7
1998 21,7 0,6
1999 24,9 0,7

Solucion:

La ecuacién a ajustar por minimos cuadrados que explica las ventas de cemento en Segovia (Y) en
funcién de las de Espafia (X) viene dada por la ecuacidn y=a+bx+cx2 , donde (a, by c) son los

parametros a estimar.
Las ecuaciones normales, obtenidas al derivar respecto a estos parametros son:

i=1 i=1

n n n n n n n n
aY x+b> xF+cY x* =D x;.y; ¢ dedondeseextrae: |b || Yx Yx* Y [=| Dy,
-1 =l -1 il oIl -1 =1 i-1

n n n n n n n
ay X} +bY X +Cy X =Y X7, PR ID ISR B DI
i=1 i=1 =1 =1 i =1 =1 i=1

n n n n n
aN+b> x +c> =Yy, N Y DX Sy,
=1 a i=1 =l i

n n 2 n
N DX 2 2
a =1 =1 i=1
n n n n
despejando, se tiene: |b |=| x; Yxd Y| | Dx.y
I i=1
n n n n
PR D D NN B DR
=

i=1 i=1 i=1



Como los datos no se encuentran tabulados, puesto que los datos tienen frecuencia unitaria, para
obtener con Excel el valor de los pardmetros del ajuste parabdlico se pueden seguir dos
procedimientos. El primero de ellos consiste en representar la nube de puntos y utilizar el menu
Grafico/Agregar linea de tendencia. Alternativamente, se puede resolver el sistema de ecuaciones
normales empleando funciones de Excel que permiten invertir y multiplicar matrices.

A B C
20 1990 19,7 0,7
PRIMER PROCEDIMIENTO. - Se introducen los datos en las 2L 1991 185 06
. ; J 22 1992 18,5 0,6
columnas A, By C (reservando la primera linea para los rétulos) y se B 1093 17.0 0.6
dibuja el diagrama de dispersidn asociado a las variables X e Y (rango 24 1994 16,2 0,5
25 1995 16,2 05
B20:C29). 26 1996 18,2 0.6
27 1997 20 0,7
28 1998 21,7 0,6
20 1999 24,9 0,7
Oiagrama de dispersion
Una vez obtenido el diagrama de
s o7 o 5 dispersion, se agrega el polinomio de
i 5 o grados dos. Para ello, se hace clic en
£ 04 las observaciones que aparecen en el
£ 03 s 7
E 0z grafico, se pulsa el boton derecho del
2=l . : . . : ratén y, se selecciona Agregar linea de
° 1o 15 ® = e tendencia.
ventacenentoenEspana

Aparece una nueva ventana, en donde aparecen dos pestainas, Tipo y Opciones. En la pestaiia Tipo se
selecciona Polinomio y, en Orden, 2. De otra parte, en la pestaifia Opciones, se hace clic en cada uno
de los recuadros que aparecen a la izquierda de Presentar ecuaciéon en el grafico y Presentar el valor R
cuadrado en el grafico, de forma que se obtienen las siguientes ventanas, haciendo clic en Aceptar.

El resultado que se obtiene es:

Tipo 1 Opciones |
Tipo de tendencia o regresion

"

Lineal Logaritmica

Palinomial

Agregar linea de tendencia @g]

Tipo Opciones |

Mombre de la inea ds tendencia

+ Automdtica: Polindmica {Seriel)

Agregar linea de tendencia @E

" Personalizada: |

Extrapalar

Hacia delante: a 3: Unidades
Hacia atrés: a 3: Uridades

I sefialar inkerseccidn =

W Presentar ecuacian en el grafico

—

¥ Presentar el valor B cuadrado en el grafica!

Potencial Exponencial Media mdwil
A partir de las series:
Aceptar | Cancelar

03
07
a
E” 0
= 05
o
£o4
@
03
Enz
l
S o4
0

el

Oiagramade dispersian

i

v =-0,004x2 +0,1825x - 14107
R2=0738

[+]

15

Venta ceme Mo &n B paia




La ecuacién de segundo grado (parabola) que se obtiene: y =-1,4107+0,1825.x—0,004 . x>, con un

grado de fiabilidad (bondad del ajuste) R* =0,738

SEGUNDO PROCEDIMIENTO.- Para resolver el sistema de ecuaciones normales, y asi obtener los
parametros (a, b y c) que definen la ecuacién de la parabola, se deben introducir los datos en las
columnas A, By C, y calcular los sumatorios:

10 10 10 10
N=10 > x=191,80 > x’=3740,020 > x’=74232,148 > xi'=1501165778
i=1 i=1 i=1 i=1

10 10 10 5
Dyi=61 D xi.y;=118,30 Y x{.y;=2332,334
i=1 i=1 i=1

10.a+b.191,80+c.3740,020=6,1

Planteado el sistema de ecuaciones: a.191,80+b.3740,020+c.74232,148=118,3
a.3740,020+b.74232,148+c.1501165,778=2332,334

10 191,80 3740,020 6,1
en forma matricial: b(.| 191,80 3740,020 74232,148 |=| 118,3 , de donde,
c) \3740,020 74232,148 1501165,778 2332,334

1

a 10 191,80 3740,020 \ 6,1
bl=| 191,80 3740,020  74232,148 .| 118,3
o 3740,020 74232,148 1501165,778 2332,334

Para obtener la matriz inversa, se utiliza en Excel, la férmula MINVERSA(matriz), que invierte una
matriz. En el menu Insertar/Funcién al seleccionar Matematicas y trigonometria en Categoria de la
funcién, y en Nombre de la funcién. MINVERSA.

Como las funciones MINVERSA (inversa de una matriz) como la funcién que multiplica matrices
MMULT(matriz1;matriz2) son funciones matriciales, antes de ser insertadas, previamente se debe
seleccionar el rango de las celdas en el que se desea que aparezca el resultado, para después, una vez
introducida ésta, pulsar simultdaneamente la combinacién de las teclas Control+Mayusculas+Intro.

J K L
1
- 20 10 191,38 3740,02
Para calcular su matrizinversa 5 5.5 sz | T
22 3740,02 74232,148 | 1501165,778

23

Antes de utilizar la funcion MINVERSA, se debe seleccionar el rango de s
las celdas donde tienen que aparecer los resultados - _




Pegar funcicn E]gj

Categoria de la funcidn: Mombre de la Funcion: MINVER.SA
Usadas recientements

Matriz [120:127| ] = {10;191,8;3740,02|1"

= {312,026600277586;-30,
Devuelve la matriz inversa de una matriz dentro de una matriz.

Matriz es una matriz numérica con el mismo ndmero de filas ¥ columnas, v
puede ser un rango de celdas o una constante matricial,

MINYERSA{matriz)

Devuelve la matriz inversa de una matriz dentro de una matriz,

@ Resultado de la Farmula = 312, 0266003 Cancelar

312,026600 -30,890731 0,750150
Resulta la matriz inversa: | -30,890731 3,072629 -0,074979
0,750150 -0,074979 0,001839

a 312,026600 -30,890731 0,750150 6,1
En consecuencia, | b |=| -30,890731 3,072629 -0,074979 | . 118,3
c 0,750150 -0,074979 0,001839 2332,334

Se repite el proceso anterior, con la funcion MMULT(matriz1;matriz2), concluyendo:

-1,4107

a
b |=| 0,1825 La ecuacidn de segundo grado (parabola) es: y=-1,4107+0,1825.x—0,004. x2 ,
c -0,0040

Adviértase que este Ultimo procedimiento se puede emplear para estimar cualquier ajuste
polindmico tanto para datos tabulados como sin tabular; mientras que el primero (diagrama de
dispersion) soélo es vélido para datos sin tabular.

La bondad de ajuste de este modelo se calcula mediante el coeficiente de determinacion:
2 SCE . . .
R zl—G , por lo que es necesario obtener previamente los valores pronosticados por el modelo

(V;), obtenidos al sustituir el valor de la variable independiente (X) en el modelo tedrico estimado, es
decir, (y=-1,4107+0,1825.x—0,004.x?%).

Calculando, posteriormente, los residuos e; =y;—Y . La suma de los residuos al cuadrado sera:
o W ,

SCE=) e =D (Vi ~V)
i=1 i=1

10 10
Se tiene, SCT=>(y;—y)*=0,04900  SCE= ({;-y)*=0,01284
i=1 i=1

CE 1284
El coeficiente de determinaciéon R =1— > =1- 0,0128 =0,7380 (73,80 %)
SCT 0,04900

Los calculos en Excel son:



A B c D E F
1 Segovia SCT

2 Affos X Y [v] [oe=v] :

3 1990 19,7 07 0,649166259 | 0,00810 0,00258

4 1991 185 0,6 0,611513166 | 0,00010 0,00013

5 1992 185 0,6 0,611513166 | 0,00010 0,00013

5 1993 17,9 0,6 0,588414128 | 0,00010 0,00013

7 1994 16,2 0,5 0,50749885 | 001210 0,00006

8 1995 16,2 05 0,50749885 | 001210 0,00006

9 1996 18,2 0.6 0,600319688 | 0,00010 0,00000 Finalmente, hay que contestar que ajuste es mejor
10 1997 20,0 0,7 0,656799328 | 0,00810 0,00187 . . . . .

11 1998 21,7 0.6 0,686602945 |  0,00010 0,00750 si el parabollco o el lineal. Para ver el ajuste Ilneal,
7 1999 24,9 0.7 0,68067362 |  0,00810 0,00037 , . .,

- 5 5 i sélo es necesario emplear la funcién de Excel,

1; COEFICIENTE.R2

16 [El preducte de las matrices:

17 | 312,0266003] -30,89073144] 0,750150076] 6,100 -1,4107

18 | -30,89073144] 3,072629422[ -0,074979013| 118,300 0,1825

19| 0,750150076] -0,074979013[ 0,001839422] 2332334 -0,0040

20 |

21|  SCE/SCT=0,261956172

22| RA2= 0,738043828

23 Lineal RA2= 0,564408771

Categoria de la funcidn: Mombre de la funcidn:
COEFICIEMTE. ASIMETRIA

Usadas recientemente -
Todas

COMNTAR
COMTAR. BLANCO

COMTAR.SI

COMTARA

COVAR

CRECIMIENTC

CUARTIL

CURTOSIS ﬂ

Ldgicas j
COEFICIENTE.RZ{conocido_y;conocido_x)

Devuele el cuadrado del coeficiente del momento de correlacion del producto Pearson
de los puntos dados,

COEFICIENTE.RZ

Conocido_y [c3:c12 i = {0,7\0,610,610,640,5)
Conocido_ [B3:612 ] = {19,7118,5118,5117,9

= 0,5644058771

Devuelve el cuadrado del coeficiente del momento de correlacian del producto Pearson de los puntos
dados,

Conocido_x es una matriz, o rango, de puntos de datos, Formada por: ndmeros,
nombres, matrices o referencias que contengan ndmeros,

@ Resultada de la Farmula = 0,564408771 Acepkar | Cancelar

El coeficiente de determinacion lineal R =0,5644 (56,44%), siendo claramente mejor el ajuste

parabdlico.

Ejercicio Excel



REGRESION EXPONENCIAL

Una entidad bancaria ofrece un fondo de inversidn con una duracién maxima de dos afios y con un
riesgo alto el primer afio. Como informacion, ofrece la tabla adjunta, donde aparece el dinero (en
euros) que podria haber recuperado una persona al haber cancelado su inversién al cabo de un

numero determinado de meses a partir de su inversién inicial.

Tiempo (meses) S Tiempo (meses) Sl
recuperada recuperada
1 205046 13 348231,4
2 100 14 360525,7
3 169047 15 537984,4
4 192635 16 400078,5
5 100 17 542209,2
6 138346,7 18 651083,7
7 150 19 461097
8 98873,3 20 865418
9 113090,6 21 803179,4
10 189827,7 22 1295651,9
11 50 23 1214292,5
12 3070 24 1732753,9

Se pide determinar un modelo explicativo para los resultados expuestos en funcién del tiempo. Si una
persona se encontrase en el décimo mes de su inversién, ¢qué resultados podria pronosticar si retira
su inversion en cualquiera de los meses siguientes?.

Solucién:
Diagrama de puntos
El diagrama de puntos sugiere que el mejor ajuste es de
2000000
. . . X .
tipo exponencial, es decir, y=ab”, donde X es el tiempo 1800000 E
. . 1600000
en meses e Y la cantidad de dinero recuperado. K30005
1200000 ‘s
. . . . . 1000000
Para realizar el ajuste de esta funcidn, se linealiza el — .,
modelo tomando logaritmos neperianos, con lo cual: 600000 e
400000 e
200000 —g+———+
Iny=Ina+xInb o bien [z=Ina+xInb K B '
(1] 5 10 15 20 5 30

La funcién de Excel, ESTIMACION.LOGARITMICA(conocido_y;conocido_x;constante;estadistica)
devuelve las estimaciones de los parametros (a, b) segun se ha especificado anteriormente. En el
argumento conocido_y se introduce el rango de las celdas que contienen los datos de la variable Y
que se pretende estimar, en este caso, la cantidad de dinero recuperada. En el argumento conocido_x
se introduce el rango de las celdas donde aparece la variable independiente X, en este caso, los
meses; cuando esta variable corresponde a los nimeros (1, 2, 3, ...) puede omitirse.

El argumento constante es un valor légico que permite especificar si el parametro a=1 cuando se
introduce FALSO; en caso de introducir VERDADERO u omitirse, devuelve la estimacion de a de
acuerdo con la expresion. El argumento estadistica es un valor ldgico, si se introduce VERDADERO
devuelve las estimaciones de los parametros (a, b) junto con otros estadisticos, de lo que solo nos



interesan Rﬁneal, SCRyineal» SCEjineal » respectivamente, el coeficiente de determinacion lineal, la suma

de los cuadrados de la regresién segun el modelo exponencial linealizado, y la suma de los cuadrados
de los errores del modelo exponencial linealizado.

A B (& D E
g Tiempeo Cantidad
10 meses recuperada
11 1 205046
12 2 100
13 3 169047
14 4 192635
15 5 100
» L. 16 [ 138346,7
ESTIMACION.LOGARITMICA es una funcién matricial, por lo e 150
. . ., . 18 8 98873,3
gue antes de introducir la funcidn debe seleccionarse el 19 3 113050,6
. 20 10 189827.,7
rango de las celdas en las que se quiera que aparezcan los BT -
resultados (la dimensién maxima que devuelve Excel — R =
cuando se trabaja con una sola variable independiente es - — =
H H 4 26 16 400078,5
5x2). Finalmente, se pulsa simultaneamente la — IR
combinacion de teclas Control+Mayusculas+intro. St
30 20 865418
31 21 803179,4
32 22 1295651,9
33 23 12142925
34 24 1732753,9
32 22 1295051,
33 23 12142925
34 24 1732753.9

Al seleccionar la funcién ESTIMACION.LOGARITMICA, rellenar los argumentos y teclear
conjuntamente Control+Mayusculas+Intro aparecen la ventana y los estadisticos solicitados

ESTIMACION LOGARITMICA
Conocido_y [B11:634 %] = {20504611001169047" @ D E
Conocido_x [a11:434 ] = {1i2i3l4isiei7aiac [ [
Constante | E =
Estadistica |VERDF\DERO E = VYERDADERD 11
= {1,30602340191041; 2815 12 | 1,306023402 2815,7456
Devuelve una matriz de valores que describe los datos en forma de curva exponencial, calculada mediante i 5 - 190/ 06
un analisis de regresidn, 13 0,082617654| 1,180498061
Estadistica es un valor [ogico: para que devuelva estadisticas de regresion 14 0,321892177 2,80170096
adicionales = YVERDADERD; para que devuelva coeficientes m vy la :
constante b = FALSO u omitida, 15 10,44321812 22
16 | 81,97433586| 172,6896219
17
@ Resultadao de la Férmula = 1,306023402 Cancelar

De los resultados que nos proporciona esta funcidn, solo nos interesa los que se subrayan con negrita,
los restantes estadisticos se consideran para la estadistica inferencial.

b a
n n n
ETp ET, Miz-2> = Dly-i)? o+ >(3-12)?
Rﬁnea| ETregresion = , = , = ,
= gl SCT SCR SCE
_— suma cuadrados total suma cuadradosresidual suma cuadradosexplicada
SCRIineal SCEIineaI

El modelo exponencial es: y=2815,7456.1,306023402"

Adviértase que el coeficiente de determinacion es el que corresponde al modelo linealizado, es decir,

SCE;;
Rﬁnea| =1-——lneal para obtener el coeficiente de determinacién exponencial, se realizan los
SCTlineal
A p . p2 SCEexp _n —\2 _n A2 _ X
siguientes calculos: Rg,, =1————, donde SCT., => (y;—Y)", SCEqp,=>(y;—V;)" , y=ab
SCTexp i=1 i=1



La obtencion del coeficiente de determinacidon exponencial sin linealizar, requiere una serie de

calculos adicionales, tal como calcular SCTgy,,, SCEqyy:
24 24
SCTap = 2 (Vi —V)2 =4,92638E+12  SCEqy, =D (y;—¥;)? =8,17254E+11
i=1 i=1
SCE 8,17254E+11
Royp =1-——P=1- —~0,8341 (83,41%)

SCT.,  4,92638E+12

Las predicciones pueden obtenerse sustituyendo los valores de la X en el modelo estimado
y=2815,7456.1,306023402", con lo cual para x=10, se tiene:

y=2815,7456.1,306023402° = 40653,97381

OTRO PROCEDIMIENTO.- Resolviendo el sistemas de ecuaciones normales, y asi obtener los
parametros (a, b) que definen la ecuacion de la funciédn exponencial y=ab*.

Tomando logaritmos neperianos, queda: Iny=Ina+xInb

n n
Ina.N+Inb. > x;=> Iny,
=1 =1

N . N en forma matricial:
Ina. Y x;+Inb. Y x* = > x;.Iny;
i=1 i=1 i=1

Las ecuaciones normales son:

n

(lnaj. N S ) élnyi ) [Ina >x é'ny‘

]: éXi inz | éxi-lnvi

i=1

Inb )| & A I Inb
in lez in'lnyi
i=1 i=1 i=1 i=1
donde,
24 24 24 24
N=24 Y x=300 > x’=4900 >lIny;=270,72766 Y x;.Iny;=3691,13076
i=1 i=1 i=1 i=1

[24 300 j‘l [0,17754 -0,01087j

300 4900) (-0,01087 0,00087

Ina 0,17754 -0,01087 270,72766 7,942982
Por tanto, = . =

Inb -0,01087 0,00087 ) |\ 3691,13076 0,266987

lIna=7,942982 = a=e’°*%2_-2815 7456

Ahora bien,
{ Inb=0,2669987 = a=e%?***** =1,306023

La ecuacion de tipo exponencial solicitada es: y=2815,7456.1,306023402"

Ejercicio Excel



REGRESION HIPERBOLICA

Estudiando las unidades demandas de cierto producto de consumo (Y, en miles) y las rentas familiares
(X) en miles de euros, se tiene:

rentas 1 1,3 1,6 2 2,2 3 3,7 5
unidades producto| 30 25 22 18 15 10 8 5

Se pide ajustar una hipérbola equilatera al nimero de unidades del producto demandas (Y) en funcién
de las rentas familiares (X). ¢Es fiable el ajuste?.

Solucién:

w
&

El diagrama de puntos sugiere un ajuste de tipo

b s ”
hiperbdlico. La funcidn a ajustar sera: y=a+— L *

Para aplicar directamente la regresion lineal minimo
cuadratica, podemos hacer un cambio: y=a+z,

=
+

o
+

o

o
r
w ]
IS
=
@

donde z=1 z=1/x

X rentas familiares

La funcion de Excel, ESTIMACION.LINEAL(conocido_y;conocido_x;constante;estadistica) devuelve las
estimaciones de los pardmetros (a, b) segln se ha especificado anteriormente. En el argumento
conocido_y se introduce el rango de las celdas que contienen los datos de la variable Y que se
pretende estimar, en este caso, la cantidad de dinero recuperada. En el argumento conocido_x se
introduce el rango de las celdas donde aparece la variable independiente X, en este caso, los meses;
cuando esta variable corresponde a los numeros (1, 2, 3, ...) puede omitirse.

El argumento constante es un valor légico que permite especificar si el pardmetro a=0 cuando se
introduce FALSO ; en caso de introducir VERDADERO o omitirse, devuelve la estimacion de a de
acuerdo con la expresion. El argumento estadistica es un valor l6gico, si se introduce VERDADERO
devuelve las estimaciones de los pardmetros (a, b) junto con otros estadisticos, si se pone FALSO solo
devuelve el valor de los pardmetros (a, b), en este caso, si se desea conocer el coeficiente de
determinacién se puede recurrir a la funcién COEFICIENTE.R2.

ESTIMACION.LINEAL es una funcién matricial, por lo que antes de introducir la funcién debe
seleccionarse el rango de las celdas en las que se quiera que aparezcan los resultados (la dimensién
maxima que devuelve Excel cuando se trabaja con una sola variable independiente es 5x2).
Finalmente, se pulsa simultdneamente la combinacidn de teclas Control+Mayutsculas+Intro.

ESTIMACION.LINEAL

A B c D E F
Conocido_y [B9:616 %] = {a0i2sizziienstio =
Conocido_x [caic16 %] = i140,7692307692307 7 T T andes
B H- 3 % vi 2=1/x ESTIMACION.LINEAL
Estadistica [verpianerol ] = VERDADERD 9 1 30 1,0000 32,0209819| 0,004590088
0 2 5390 770
— {32,0209013001304;0,00 10 l_5r 25 NJTGQ{ 2_231%6?9U9 1,2?. rf)':'SfS
Devuelve una matriz con la linea recta que mejor describe los datos, calculada usando el método de los 1l L6 22 0,6250 0,971676997| 1,590471067
minimos cuadrados, 12 2 18 0,5000 205,8419425 6
Estadistica es un valor logico: para que devuelva estadisticas de regresion 13 2.2 15 0,4545 520,6974107 15,1775893
adicionales = YERDADERCy; para que devuelva coeficientes m y la - — — =
constante b = FALSO u omitida, 14 3 10 0,3333
15 3.7 8 0,2703
16 5 5 0,2000
] Resulkads de la formula = 52,0209819 Cancelar 17
18




De los resultados que proporciona esta funcioén, se tiene: y=0,00459 +32,0209819.z, es decir,

1
y=0,00459+32,0209819.—
X

El coeficiente de determinacién R? =0,91677(91,677%), que confirma que el ajuste mediante la
hipérbola equiladtera es bueno.

OTRO PROCEDIMIENTO.- Resolviendo el sistemas de ecuaciones normales, y asi obtener los

parametros (a, b) que definen la ecuacion de la funcion hiperbdlica y=a+—.

X
n 1 n
a.N+b.D> =Dy 8.a + 4,1524.b = 133
ecuaciones normales: . = e =
1 1 1 4,1524.a + 2,6631.b = 85,2944
a.)y —+b.Y ===y,
i=1 X i=1 Xj i=1 Xj

resolviendo el sistema, a=0,00459 y b=32,02098, con lo que la ecuacion de la regresion

1
hiperbdlica es: y=0,00459+32,0209819.—
X

Para analizar la bondad del ajuste hay que calcular el coeficiente de determinacién, siendo necesario
calcular la suma de los cuadrados de la variaciones total y residual:

8 8
_ SCE 15,1776
SCT=>(y;—y)*=535875 SCE=Y (y;—y;)>=151776 R’=1-——=1-—" =
i:l(yl V) izl(y' i) SCT ~ 535,875

0,9716

El coeficiente de determinacién es del 97,16%, indicando que el ajuste mediante la hipérbola
equildtera es bueno.

Ejercicio Excel



SPSS: REGRESION LINEAL

Con datos introducidos en SPSS, intentamos ajustar un modelo mediante Minimos Cuadrados
Ordinarios (MCO). Para ello, se elige en el Menu: Analizar - Regresion - Lineal.

a2 GLUCOGENASA.sav [Conjunto_de_dat... Archivo Edcifn Wer Datos Transformar [GUEIS=M Graficos Utlidades ventana 7
Archiva  Edicién  Yer Datos  Transformar  Analizar  Gréficos == - T o o gy Informes 5
Estadisticos descriptivos »

Utlidades WVeptana @ 255 Tablas » “isible: 2 de 2
E GLUCOGENASA | MOLE —Comparar medias Phar | var | war var_ &
EUA R wh M CEE BE . e ez |

3 = 35| Wedelosnesles generaliados »
25 3 3'0 a0 Modelos mixtos 3 T
c: »
GLUCOGENASA | MOLES | var |a Z 2 Bl O I
1 10 18 = 5 5 10 Y|
; = . Cesficar " Logistica binaria
2 20 35 ; ';:j;';?“" de datos v/ Logstis muttromial ...
3 3 .D GO ] Pruebas no paramétricas > grd:]"[a“ &
4 2 g T Series kemporales [ Wi I
Supervivencia o Holnesl...
11
g 5 10 T RespUssta mikiple »|  Estimacion ponderada. .
5 12 Andlisis de valores perdidos. .. Minimos cuadrados en dos Fases...
: 13 Muestras complejas » _— |
7 | e 14 | Contrel de calidad p. ESCHEENS Sptiohy _t
4 [»]\Vista de datos 4 Vista de varia | € > 2 Sha EoRiE _F_[ 8
+ [»]\Vista de datos 4 Visia de varia | ¢ 3|
Regresién Inesl SPSS El procesador ssta preparado

i GLUCOGENASA.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS

En el cuadro de la Regresion lineal se introduce la variable dependiente (Y) y la variable
independiente cantidad de glucogenasa (X). En el botdn Opciones se hace la seleccion de la figura.

M Regresion lineal

& GLUCOGENASA

Dependiente:

Depe Aceplar

& MOLES L -

L& Criterios del método por pasos
Elogue 1 de 1

Indeperdisntes Caneelar Entrada: | | Salida: |10
|:] GLUCOGENASA | O Usar valor de F

Metodes | Introchusir ~| —

Variable de seleccidn: Incluir constante en la ecuacidn
\:I Walores perdidoz

Etiquetes de gase: . _
D Ziare R e e () Excluir casoz zegin fista

Fonderacion MCF () Exeluir casos seqin pareja

[ (3) Reemplazar por la media

[Estadisticos..] [ Graficos... | [ Guardar... | [Opciones . |

Regresion lineal: Opciones

En las opciones Estadisticosy Grdficos, se procede como aparece en las selecciones adjuntas. En el
botdn Graficos se selecciona residuos contra valores predichos. Al pulsar Aceptarse obtiene el ajuste

del modelo.

Regresian lineal: Fstadisticos @

Cosficientes de regresidn
Estimaciones
Intervalos de confianza
[ Matriz de covarianzas

Residun:

[[] Diagnésticos por caso

Ajuste del modela

[[] Cambio en A cuadrada

_ Cancelar
Descriptivoz
[ Conelacionss parcial y semiparcial

[] Diagndsticos de colinealidad

Regresidn lineal: Graficos

i.DEPENDNT Dizperzion
1
DRESID .
*ADJPRED I
“SRESID D
*SDRESID

[

Graficos de residuos tipificadas
Hiztograma
Grafico de prob, normal

1del

Cantinuar

Siguiente

- [PED

[ Generar todos los aréficos parciales

El ajuste del Modelo:

ANOVAR
Suma de Media
mModeln cuadrados gl cuadratica F Sig.
1 Regresidn 1847305 1 1847 305 165,454 o014
Residual 33,495 3 11,165
Taotal 1880,800 4

. Variables predictoras: (Constante), GLUC OGEMNASA
b ariable dependiente: MOLES

SCE=1847,305
SCR=33,495
SCT =1880,8



¢ SCE/1_1847,305
SCR/3  33,495/3

165,454

Hipotesis nula Ho: B1 = 0 el modelo no es explicativo
Hipdtesis alternativa H;: B; # 0 el modelo es explicativo

A un nivel de confianza del 95% (1—a=0,95) se rechaza H, si F=165,454 >F; os.; 3 =10,128 (tablas)

Resumen del modelo?

_ SCE_ 1847,305 _

R cuadrado | Errortip. de la Ciurbin- R2 0982
Modelo R R cuadrado | corregids estimacidn Watson SCT 1880 8 !
1 9814 98z 76 3,34 1,673 !
a. Wariables predictoras: (Constante), GLUCOGENASA R=,/0,982 =0,991
b. variable dependiente: MOLES
" -, R’ 0,982
Se verifica la relacion F = (n—2) > = 165,454 =3 —
1-R 1-0,982

Respecto a la autocorrelacidn, el estadistico de Durbin-Watson de 1,673 no deja claro la presencia o
no de autocorrelacidn:

n
2 .
i=2 ~ ~ i R—
DW= ———~2(1-R) =<DW~0 siR=1
2 .
Eui DW=~x4 siR=-1
i=1
Coeficientes®
Coeficientes
Coeficientes no estandarizad Intervalo de confianza para
estandarizados 0s B al 95%
Limite
Modelo ] Etror tip. Heta t Sig. Limite inferior | superior
1 (Constante) 1,211 2,451 4584 655 -6,5849 9,011
GLUCOGEMASA 18,642 1,450 491 12,863 001 14,035 23,262
a. Variable dependiente: MOLES
El Modelo estimado seria: y=1,211+18,648 x
Estadisticos sobre los residuos®
Desviacidn
Minimo Méximo Media tip. I
Walar pronosticado 494 716 26,20 21,490 ]
Residuo bruto -3,508 3,084 Rului] 2,894 ]
Yalor pronosticado tip. -,989 1,440 Rulifi] 1,000 5
Residuo tip. -1,060 16 000 066 5
a. Variable dependienta: MOLES
Histograma
Variable dependiente: MOLES
2,09
En la figura del histograma de los residuos. se
a . . . . .y
observa que no se ajusta bien a una distribucion
3104
£ normal.
0,54 /
1 Wedia =1 11E-16
Desviacion tipica =0,666
N=5

EE 10 05 00 05 10
Regresion Residuo tipificado



Grafico P-P normal de regresion Residuo tipificado
Variable dependiente: MOLES

1,04
- o =}
En la figura se presenta el gréfico de 5"
normalidad que se ajusta muy bien a la g
E
diagonal del primer cuadrante. - o
&
0,24
o, 1 T T T T T
00 02 04 06 08 10
Prob acum observada
Grafico de dispersion
Varlable depandients: MOLES
£ En el grafico de residuos tipificados contra valores
predichos existen dudas sobre |a aleatoriedad porque
los puntos se concentran siguiendo rectas paralelas, lo
gh“‘ gue permite vislumbrar problemas de
-]
3 ] heteroscedasticidad.
.1..5 -‘I_C- -JI’ D:O GIE Irﬁ_

Regresion Residuo tipificado

NUBE DE PUNTOS: RECTA DE REGRESION

v "GLUCOGENASA sav [Conjunto_de_dalos?] - Edilor de datos SPSS

Archevn Edodn Ver Datos  Transformer  Anslew [BF idaces Ventana T
> Ea E =DM CT Nofo
v N e
ves...
GLUCOGENASA | MOLES | Barras 36, -
1 10 18 Mapa v
-

20 £
3| an B0
La nube de puntos se representa con el - o

menu: Grafico/Dispersion/Puntos

« & \Vista de datos {Victa devariables | | * |
| 55 Fl procesakn it proparads

Dispersion/Puntos

G Digpersidn Puntos
Dimman | gy 2o
Dispersian Dispersion s
e [ 55

En el cuadro de Dialogo especificar Dispersién Simple

En la Opcidn Dispersion Simple se pueden representar los puntos para un par de variables. En el
cuadro se especifica la variable dependiente (Y) y la variable independiente (X).

[ P—— ————— ] 60 o
Einy -
Emid o 50+
1] | # cucosmumss Lot
Eptablocer marces por - Caiieab
= [Cawas ] u
Pl ks sz e
o i :
Panl e |
i g”
= %
2
Cobaras 2
10+ (-]
o
Plarids
] b s s acicren gpiicas e
o
“IQ ﬂlb ‘Ig ‘ID 'III 5 llll
[zisee] [goemes ] ; GLUCOGENASA




Una vez dibujada la nube de puntos se puede dibujar la recta de regresién. Para ello, es necesario

editar el grafico pulsando dos veces sobre el mismo. A continuacion en el editor de menu de gréficas,
se selecciona la opcion Elementos, como se muestra en la figura:

- e Edoin tw  Gpooes g
e R e e e e T S S hn XYW Besammepnis jL EELS R
= - Lef 1 R s mowi iy, R
I A S ) !hlll*tf‘iﬂ
T ] TR o
o o e
= (WS s e e it
[ — e
= = A
1 o
e e
. ° o 2
g g®
g7 =
2 5 b o
124 o o 1] & &
:\1‘ L
oo 08 10 18 20 a0 o o " s = 2 "
GLUCOGENASA GLUGOGENASA
LIS, Wi, 75 puntos SR s n‘rm.uwm
. . s . 4, .
Se selecciona la opcidn Ajustar linea/Lineal
Propiedad
L — — 8 ytw ot o ores Do A
| Tamafio del gréfico | Lineas | Alustar nes | varisbles| he OXYRSAP B LEE ClDL EEmLis kil
[[] Mostrar trszos de unién. [ Suprimir interseccion AT _‘_ " 3 $d s
Métoda de ajuste = - e

y
O bedadev O st 1
[ ®Lis O cibico

O Lasss

% de puntos que alustar [ |

L
Intervalas dz confiarza

(&) Ninguno

O Media

O Individuos

P 03 B '8
GLUCOGENASA
aplicar_| [ Cancelar J [ Ayuda ]

B 28 n

Fean, Wista, 75 s ]




ANTECEDENTES DE LA REGRESION

« La Normal univariante y bivariante (modelos de probabilidad)
« Ajuste de una recta a una nube de puntos (analisis de datos)

« Inferencia estadistica (obtencién de conclusiones mediante la informacidn de los datos y
las propiedades tedricas del modelo: intervalos de confianza, contrastes de hipdtesis, errores,
analisis de la varianza, ...)

Distribucion Normal Bivariante (parametros u,,u,,c;,0,.p)

f(x,y)

‘# T e

“& S
O
oS

i AR
L RS
. ﬁ.% H

ty =E(X) p, =E(Y) G% =Var(X) G% =Var(Y) p = Coef. correlacion(X,Y)

1 - % [G% (X-n1)? +0% (y=p2)? ~201 05 p (X—1q) (V—Hz)]
f(x,y)= e 20102(1-p7)

27‘[6162\/1—[)2

Normal bivariante: Distribuciones condicionadas

[~ Y/X=x es una N(By+P1x,3)

E[Y/x=x] 7

MODELOS DE REGRESION LINEAL

Las técnicas de Regresion Lineal simple parten de dos variables cuantitativas:

« Lavariable explicativa (x)
« Lavariable respuesta (y)

Tratando de explicar la variable de respuesta (y) mediante una funcion lineal de la x representada por
larecta y=By+p;x.

Para ello partimos de un Modelo de Probabilidad (la distribuciéon normal) y de n pares de datos (x;,y;)
gque suponemos que provienen del modelo establecido.



Diferenciamos dos Moledos:

MODELO 1.- El observador fija los valores de |a variable x; y obtiene 'al azar' los correspondientes
valores x;: Y=By+p;X+U donde UeN(0, o)

MODELO 2.- El observador obtiene 'al azar' los correspondientes valores(x;,y;):

(X, Y)eN(uy, 1p,61,02,p) = Y/XZXEN(BO"‘BM, SPRY 1—92)

MODELO 1: MUESTRA ALEATORIA

u; N(0,1)
Yi =Bo +B1Xi+y;

y; €N(Bg +PB; x;,0%) independientes (i=1, ---,n)

Normalidad: u; eN(0, 1)

Linealidad: E(u;)=0

Homocedasticidad: V(u;)=0
Independencia: Los u; son independientes

Estableciendo las hipdtesis:

« Pg:representa el valor medio de la variable de respuesta

(y) cuando la variable explicativa (x) es cero.
Los parametros:

« Py:representa el incremento de la respuesta media (y)

cuando la variable explicativa (x) aumenta en una unidad.

rectaderegresion

estimada \
VPP S S %) (yi=)

. 61 e

Ajuste de una recta a n pares de datos (x;, y;)

_cov(x;,y;)
- var(x;)

Estimacion de los coeficientes de la recta n
S(Xi—i)z
i=1

PARAMETROS DE LA REGRESION (B, B1)
[30 :V_ﬁli
n _ _ 1 n _ .
2 (i =x) (y;=V) NE(XI_X)(YJ'_Y)_COV(Xi,yi)

_i=1 _Ni=

i(xi ) It 3 (6 — X var (x;)
i-1

i=1




ANALISIS DE LOS RESIDUOS. ESTIMACION DE LA VARIANZA RESIDUAL &°

y

u =Y, —Vi=VYi—Bo —P1X%

estimada

Vi = Bo +B1 X

recta regresion

Los residuos del modelo: u; =y; —Y;

La varianza residual:

Zuiz Z(Vi _Bo _Bl Xi)z

~2 2 _i=1  _i=l
Sp=tl =

r =

n—-2 n—2

« Poniendo en el eje de abscisas los valores de las x; y en el de

Los residuos pueden dibujarse

ordenadas los correspondientes u;.

de distintas formas: « Poniendo en el eje de abscisas los valores de las y; y en el de
ordenadas los correspondientes u;.

RESIDUOS TIPIFICADOS O ESTANDARIZADOS.- Para evitar la influencia de las unidades de medida
utilizadas en los datos y eliminar posibles diferencias debidas al azar en su variabilidad, se pueden
utilizar los residuos tipificados dividiendo cada uno de ellos por una medida comun de dispersion.

El método mds comun lleva a lo que se llama residuos studentizados (por lo que su distribucién es la t-

Student).

& Lineal y homocedastico

0¥ e 2 pta s X -

Lineal y ne homocedéastico \}i

4 No lineal y homocedastigo
.. s : -
[ ] ® ... ]

0- _-*:_. .l.‘:.‘..:l‘ &

e ®ge _as
* e o

A4

No lineal y no homocedéstico\?i

ESTIMACION POR INTERVALOS DE LOS PARAMETROS DE REGRESION

(Suponiendo Normalidad)

B 1 X
o 1C oBo)={Botty/zn2Skq—t—
N no
N 1
o 1C oB1)=|B1Ety/2n2 | —5
I noj

2 2
. |C1_a(02): (nz_Z)SR; (n_z)SR

2
Xo/2,n-2 Xi1-a/2,n-2

-2
Var(Bg) = SFZ{ {% + X—z}

Var(l31)=s—R

noy

2

2

noy



n n
2 54 2
dui D yi—Bo—B1x)

siendo la varianza residual S§ == _ =
n—-2 n—2

CONTRASTE DE LA REGRESION (t-Student)

Se establecen las hipdtesis:

Ho:B1 =0 La hipdtesis nula establece que los valores de la X no influyen en los valores de
Hy:B, %0 la'Y en la relacién lineal, frente a la hipdtesis alternativa que dice lo contrario.

Con un nivel de significacion o rechazamos la hipotesis nula Hy si el CERO no estd cubierto en el
intervalo de confianza:

5 _ cov(x;,yi)
A 1 var(x;)
IC1_o(B1)=| By £t 5 Sg .|—= |, siendo 0 .
1-a\P1 1 a/2,n-2 °R nG)Z( Z(yi_yi)z
— g2 — =1
error tIpICO R —
L muestra | n—2
CONTRASTE DE LA REGRESION: ANOVA
(Descomposicion de la variabilidad en la regresion)
y . y recta regresion
Yi=PBo +B1 X +y; Ui=Yi=¥i=Yi~Po~P1x estimada
PP (x;, ;) Vi =Bo +B1Xi
Vi =PBo +B1 X+ i o
%,_/ H,TJ '\)‘
Vi Yi—Vi Ui =YY, By
y, =V;+(y; —V;) restando y, resulta:
(i =) =(y; =y)+(y;i = Vi) 0! "X
n n n
elevando al cuadrado, queda: Z(yi—V)2 = Z(yi—\“/i)2 + Dy, ~v)?
i=1 i=1 i=1
SCT SCR SCE

suma cuadrados total suma cuadrados explicada suma cuadrados residual
(n—1) grados libertad (n—2) grados libertad 1 grado libertad

Slyi-v)°  D(9i-v)?
i=1

Por otro lado, Zn:(yi -y)? = Zn:(yi -9 +Zn:(§’i -y)? = 1= i:nl + ;
= =1 =1 Styi-v)2 Dy —v)?
i=1 i=1

SCR/SCT RZZSCE/SCT



n
(Vi =9)°
SCE _ ,; '

T Sy -7)?
i=1

El Coeficiente de Determinacién R% =

El Coeficiente de Determinacion corregido R? por el nimero de grados de libertad, que depura el
incremento que experimenta el coeficiente de determinacion cuando el numero de regresores es

mayor:
2

GR
$ ~ 12
n . ] 2yi=¥)7/(n=2) .2
Ylyi-v)? = Dlyi-¥)? +20i-y)? = R?=1-E =1-—4
e e < Syi-)? /-1 O
SCT SCR SCE i
(n—1) g.libertad (n—2) g.libertad 1g.libertad 5
Gy
ANALISIS DE LA VARIANZA: TABLA ANOVA
Variacion Suma cuadrados grados libertad | Media cuadratica F-Snedecor p-valor
Explicada SCE—Zn:(V-—V)Z 1 S
g o 1 - SCE/1 p=
C . SCR SCR/(n-2)
Residual SCR= Z(Vi -y 1)2 n-2 —
i=1 n-2
C 2
Total SCT=>(yi—V) n—1
i=1
e 2 $ A 12 $ =2
2.V =Y) 2.vi=¥3) 2.(vi—y)
. 2 SCE I 2 SCR I 2 SCT 3
En consecuencia, of = = Of = = oy = =
1 1 n—2 n-—2 n—1 n-1
CONTRASTE DE HIPOTESIS (F-Snedecor)
Hipdtesis nula Ho: B1 = 0 el modelo no es explicativo
Hipotesis alternativa H;: B; # 0 el modelo es explicativo
A un nivel de confianza (1-a) se rechaza Hy si F>F,.q h_y
« De otra parte, la distribucion F-Snedecor:
_ SCE/1 _SCESCTn-2 _ ., 1 n-2 ., 1 n-2 ., 1 n-2_
SCR/(n—2) SCT SCR 1 SCR 1 SCT-SCE  k 1-R?> 1
SCT SCT

RZ n-2 R?
=T 5 F=(-2—
1-R? 1 1-R




COMENTARIOS SOBRE EL CONTRASTE DE LA REGRESION

« El contraste de la regresion supone que la relacién (mas o menos fuerte) es LINEAL. Por tanto, si
no se rechaza la hipdtesis nula, lo Unico que se puede concluir es que no se ha encontrado
evidencia de una relacion lineal, pudiendo existir una relacion NO LINEAL.

« Enla REGRESION SIMPLE el contraste ANOVA coincide exactamente con el contraste de la t-
Student para el coeficiente de la variable regresora.

. Los CONTRASTES Y GRAFICOS se utilizan para ver si existe EVIDENCIA en contra de alguna de las
hipotesis.

+ Histograma de los residuos tipificados
Normalidad e Q-Q plot de los residuos tipificados
¢ Test de K-S (Kolmogorov-Smirnov)

+ Diagrama de dispersidn de residuos tipificados
frente a los valores pronosticados ajustados.

Lineali
I-Ilztra:]ol::j::astici dad (7ienen que estar entre -2 y 2 en una nube de
puntos
sin forma)

PREDICCIONES A PARTIR DEL MODELO AJUSTADO

Aceptado el modelo de regresion, pueden realizarse estimaciones y predicciones sobre distintas
caracteristicas de la variable Y dado un valor fijo de la variable X que denominaremos x

Partiendo de una distribucion N[BO +B1 %o ,G], se analizaran dos opciones:

« Estimacion de E[Y/X = xo] valor mediode Y para X=X,
« Prediccion de un valor de Y para X =x;

En ambos casos la mejor estimacidn puntual es del valor de Y predicho por la recta de regresién
ajustada yo =Bg +P1Xg-

éDoénde esta la diferencia?. Un ejemplo: Para una misma velocidad del viento X las olas podran

tener distintas alturas.

« Estimacion de la medlia de Y para X = x, .- Estimacion de la altura media que tendran todas las olas

para una velocidad del viento fija X .

« Prediccion de un valor de Y para X =X, .- Prediccién de la altura de una ola para una velocidad del

viento fija X .
La estimacion de la media serd la mds precisa puesto que compensamos la variabilidad de la Y para X=X

En la prediccion de un unico valor, a la variabilidad estadistica se suma /a variabilidad de los valores de la Y
para X=X,



INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LA ESTIMACION Y LA PREDICCION

Estimacion de la media de Y dado X=x,: E[Y/X=x,]

IC;_q (estimacién) =| Yo +t, /5 12 Sk

error tipico

Prediccion de un valor de Y dado X=x,

~ 1 (xo—X)?
IC;_q (prediccion) =|yo £t /5 12 Sr 1+_+%
' n  noj

error tipico

Graficamente: Bandas de confianza y de prediccion

Bandas de
prediccion
para ¥ dado X=x,

Bandas de
confianza para

E(Y/X=x4)

~ Los dos bandas tienen la misma forma, siempre mas
estrechas en la media de las x donde hay mas informacion

CONTRASTE DE LINEALIDAD

Es normal que en un disefio fijo para cada valor de la variable explicativa (X =Xx;) se tienen varios
valores de la variable respuesta. La muestra se puede ordenar como se describe a continuacion:

Xl Xz X3 Xk
Y11 Y21 Y31 Yk1
Y12 Y22 Y32 Yk2
Y13 Y23 Y33 Y3
ylnl y2n2 y3n3 yknk
Vlo VZ. V3o Vko




La muestra es de la forma (xi,yij), donde [i=1,2, -,k j=12, - ,ni], el tamafio muestral es

n=n;+n,+n3+ --- +n,, y para cada valor X, se puede calcular la media condicionada muestral de

la variable de respuesta: y;, =

Con lo cual, en la igualdad,

ZZMJM —ZZM,H+ZZM'H

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

SCT SCR SCE
(n—1) g.libertad (n—2)g.libertad 1g.libertad

n
« Lasuma de la variacién residual SCR= Z(yi —; )2 se puede descomponer en dos términos:
i=1

k M k Mi k M k Ni
SCR:ZZU% =2 2.v; -y =2.2.lyj ~Vi) +2.2 (Vi —¥) =

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

_ZZ(VU Y|.) +Zn (Y|o V)

i=1j=1
—_—
SCR, SCR,

De este modo, una descomposicion mds completa de la variabilidad total serd la siguiente:

SCR (n— 2)g.libertad

k M k Ni k k
22y =Vt = XXy Vi) 2 e = Vi) 2 (V- Vi)?

i=1j=1 i=1j=1 i=1 i=1

SCT SCR, SCR, SCE
(n—1)g.libertad (n—k)g. libertad (k—2)g. libertad 1g.libertad

Considerando esta igualdad se puede construir una tabla ANOVA mas completa:

Fuente de variacion Suma de cuadrados Grados Libertad Varianzas
k
P SCE
Regresion SCE D 0 (Vi —Vee )2 1 SE :T
i=1
k
_ o SCR
Residual SCR, > (Vie = ¥:) k-2 Sh1 = " 21
i _ - SCR
Residual SCR, AT —Vi.) n-k Sgy =—2
i—1j=1 n—k
i . SCR
Residual SCR ZZ(YU —Yi)z n-2 Srzi =
i—1j=1 n-2
n
_ -1 SCT
Total SCT Z(Vi —V)z n 5\2, =—1
- n—




A partir de la ANOVA mds completa se puede contrastar la hipdtesis de que la funcidn de regresién es
lineal frente a la hipdtesis alternativa que afirma lo contrario. Es decir,

Ho: E[Y/X=x;]=Bo +B1x; la funcién es lineal
Hy: E[Y/X =x]=p(x) la funcién no es lineal

Cuando la hipdtesis nula H es cierta, las medias condicionadas estaran proximas a la recta de
: 2
regresion y SCRlzZni (Yie —V;)” =0, como esta medida tiene dimensiones no es util para resolver la
i=1
cuestion.
k i "
Para aclarar la discrepancia, se comprara con SCR2 =ZZ(yij —V,)", y el cociente de los dos
i=1j=1
estadisticos se utiliza como estadistico del contraste en estudio:

2
S e
R, Z%le(k—Z),(n—k) bajo la hipétesis nula
R2
52
En el contraste unilateral de la F, no se acepta Hy cuando Fy_) (n_) z%> Fo: (k=2), (n—k)

R2



Ejercicio.- Los datos de la tabla adjunta muestran el tiempo de impresién (Y) de trabajos que se han
imprimido. Se esta interesado en estudiar la relacidn existente entre la variable de interés 'tiempo de
impresidon de un trabajo, y la variable explicativa (X) 'nUmero de paginas del trabajo"':

X y X y X y
24,56 28,07 22,53 29,92 37,25 31,80 28,86 44,73 41,32

1 | 17,33 23,16 14,70| 2 | 17,14 31,90 3 | 30,01 44,43
17,81 19,41 41,72 24,59 34,16 28,79
29,03 54,38 44,34 52,55 55,61 65,70 6539 62,85 71,44

4 | 4500 47,63 4895| 5 | 69,50 5298 40,11| 6 | 57,48 69,09
53,52 30,11 45,21 46,63 57,29 50,42
85,33 78,94 78,34 83,82 69,40 80,68 82,90 102,13

7 | 6673 61,07 83,25| 8 | 7538 8442 60,79 9 [10573 119,82
68,17 76,71 64,84 100,08 74,79 93,93 102,30
79,82 83,81 76,30

10 | 90,83 71,79
89,00 76,20

a) Obtener las estimaciones de los parametros de la recta de regresiéon. Recta de regresion.

b) Coeficiente de correlacidn. Varianza residual y varianzas de los pardmetros de regresion

c) Hallar los intervalos de confianza y contrastes al 90% de los parametros de regresion.

d) Intervalo de confianza al 90% para el tiempo medio de impresidn de un trabajo que tiene 6 hojas
e) Intervalo de prediccidn al 90% para el tiempo de impresidén de un trabajo que tiene 12 hojas.

Solucién:

a)

i datos-impresora.sav [Conjunto_de_datos1] - Editor de datos SPSS E@SJ

Archiva Edicién Wer Datos Transformar Analizar Gréficos Utlidades Veptana 2
WA o mh #FEEHER % 9 WA E gy o= ’
Estadisticos descriptivas »
15: Visibld 1: X_Paginas 1 Tablas 3 Visibld
X_Paginas | Y_impresion | ar | Jar & X Paginas | Y impy Compararmedos T - |
T i Tt S = Modelo ineal general ’
| d i L 24 Modelos lneales generalizadas ¥
2 1 17.33 2 1 17, Modelos miztos 3
3 1 17,81 3 1 17 A
*| Lineal...
i 1 28,07 4 1 28, » Estimadén curviinea..,
6 »
2 2 2316 2 ! 23, ) Logistica binaria...
[ 1 19,41 [ 1 19 Logistica multinomial ...
Escalas Bl
7 1 2253 7 1 22, Pruebas no paramstricas i
g 1 14,70 3 1 14, Series temporales y  FroREe
= 5 T 5 S 2, Stpersivencia Vo Molineal...
i i ' Respuesta mikipls ¥\ Estimacén ponderada...
10 2 17,14 | | 10 2 17, andlsis de valores perdidos... Minimos cuadrados en dos Fases...
- Muesh i » |
a2 | _ al 2 81 Mesies s N it
5 5 37 Cortrolde caldo
12 2 37.25 | | " Curva COR.. [
13 2 31,90 13 2 sty 1 —
14 2 24,59 14 2 24,59
15 2 31,80 15 2 31,80
- — T v e = A b
<+ \Vista de datos } Vista de variables / £ ¥ | <+ \Vista de datos £ Vista de variables / [
T el Regresicn ineal SPSS El procesador_ssta preparado




M Regresicn lineal =
&% Pigrn |_i Qﬁ‘ v fv:'m Acepu Regresian lineal: Opciones
. [ Peaw . e Regresidn lineal: Graficos
Dloue 1 de 1 - rierios del métoda por pasas Continuar
= 1 thahlec . -
Spanie ] |—'Bf i ® Usan probatilidad de F DEFENDNT | Dipersidn de 1
Jeomderie B Eniadz [05 | Saids [10 ZPAED
o ¥_Pignas & = i = - "ZRESID
| . O Usar yalor de F I ORESID
*4DJPRED | |:| Y. [*ZPRED
Métoda inivockucy v "SAESID :
= "SDRESID ® | ZRESID
Incluir constante en la ecuacion D =
Yanishle de selaceite 5
D Walorss perdides Gréficos de residucs tipificados ] Generar todas los gréficos parciales
S O Exchii casos seqn lisa Histma
] Giéfico de prob. nommal
Pogebescidn) MCF:
[Estamtisbenr | [ Graficos.. | |Qocine:

En la opcidn Graficos [ademas del grafico de dispersion Y (ZPRED) e X (ZRESID)], se selecciona el
Histograma y Grafico de prob. normal, dado que estos graficos permiten, mediante inspeccidn visual,
valorar el cumplimiento del supuesto de normalidad en los residuos. No obstante, se puede realizar
una prueba de significacion que elimine la ambigledad inherente a la inspeccion visual.

En la opciones: ZPRED son los prondsticos tipificados, ZRESID son los residuos tipificados,

DRESID son los residuos eliminados o corregidos (calculados haciendo el analisis de regresion sin esa
observacion; Utiles para detectar atipicos influyentes), ADJPRED son los pronésticos corregidos,
SRESID son los residuos studentizados y SDRESID son los residuos corregidos.

Regresidn lineal: Guardar nuevas variables

En el menu Regresion lineal, la opcidén Guardar, desde su cuadro

Walores pronosticados Residuos
9] Mo tiicados I picaes . ) ) ) _
Fl =t de dialogo permite realizar varios supuestos:
[] Comegidos [[] Estudentizados
?TT e e Valores pronosticados No tipificados: En la hoja de entrada de
L] Mahaancbi Estadistcos de kiluencia datos incorpora los valores y; pronosticados por el modelo.
[[]De Cock [ DiBetas
[[1¥alores de influencia [C] DB etas tipificadas
[ Didjuste

Intervalos de prondstico

el S Valores pronosticados No tipificados: En la hoja de entrada de
Media Individuos =0 i . . A~
et g [ || [ emines covaiaress datos incorpora los residuos u; =y;—y;

Estadisticos de los coeficientes

[ Crear cosficientes de los estadisticos

Distancia de Mahalanobis: Es una medida de influencia a priori.
Cuantifica la distancia de cada caso respecto a las medias de las
variables predictoras. En regresién simple es el cuadrado de la

Evporer ifomacién del models & un archiva XL puntuacion tipica de cada caso. No debe superar el valor de chi-

cuadrado X% 001:k

Incluir la matriz de covaranzas

Distancia de Cook: Es una medida de influencia a posteriori. La influencia se mide por la diferencia en
los coeficientes de la ecuacién calculados con la muestra completa y con la muestra menos la
observacion en cuestion. Valores de la distancia de Cook (D>1) o D>F;5.,,1 n_k_1 S€ pueden

considerar influyentes.

Valores de influencia: Miden el impacto a priori de cada caso. Como regla general, valores menores
que 0,2 se consideran poco influyentes, entre 0,2 y 0,5 son arriesgados, y valores superiores a 0,5
indican influencia.

Con las opciones marcadas se obtiene la siguiente informacidn:



Coeficientes®

Coeficientes
Coeficientes no estandarizad Intervalo de confianza para
estandarizados 03 Bal95%
Limite
Modelo B Error tip. Beta £ Sig. Limite inferior | superior
1 (Constante) 13,515 2627 a,144 Jaan 8,279 18791
¥_Paginas 8,108 424 A1 18,917 Jaan 7,254 8,962

a. Variahle dependiente: ¥_impresion

La recta de regresidn ajustada sera y; =13,515+8,108 x;

Crear diagrama de dispersiin

Asignar variables | Ajuste | Trazos de unicn | Titulos | Opciones

& Porcentaie (3pct] |
& Recuenta [fcount]

t, Comdenada2D -

&

Las estimaciones de los
pardmetros de regresién son:

B, =13,515
B, =8,108

Ademas de la recta de regresion, resulta necesario disponer de
informacidn sobre el grado en que el modelo se ajusta a los datos

& IY_impresion]
&7 [4_Paginas] —

Wariables de |a lependa

’7
’7
Tamafio ,7

Varisbles del panel

Colar:

Estilo.

Eliquetar los

—

casos mediante:

Aceptar

J[ Pegar

][ Restablecer ][ cCancels || Ayuda

)

observados (nube de puntos).

Para elaborar la grafica del ajuste de la recta a los datos observados
se pulsa el menu Graficos — Interactivos — Diagrama de
dispersion.

Se define la variable Y del criterio (eje de ordenadas) y la variable
predictora X (eje de abscisas) desde la solapa Asignar variables. A
continuacioén se selecciona el método "'regresién”, en la solapa Ajuste.
El cuadro del dialogo tiene el siguiente aspecto:

Crear diagrama de dispersidn X | - ; z
X NUMERO PAGINAS - TIEMPQ DE IMPRESION
Asignar variables | Aluste | Trazos de unidn | Titulos | Opciones
Regresion linesl
Métado
o
i 5 o
Inchair la constante en la ecuacion 100,00 ° &
1Y _impresion = 13,52 + IBH * X_Pagi g8
c R-cuadrado = 0,83 g o 8
o =] 8
LA
@ o
a
Lineas de prondstico E
:l
[ Media [ Indhviduos S0
Ajustar lineas para
Total 25,00
1 Subgrupos
T
10
[ Aceptar ] [ Pegar ] [ Bestablecer ] l Cancelar ] [ Ayuda ] X_Paglnas

Ahora, se pueden hacer las predicciones para el tiempo de impresion:

X; Vi X; Vi X; Vi X; Vi X; Vi
1 21,623 29,731 3 37,839 4 45,947 5 54,055
6 62,163 70,271 8 78,379 9 86,487 10 95,595

b) Coeficiente de correlacién. Varianza residual y varianzas de los parametros de regresion

yi=V;+u > y,=13515+8,108 x; +u;, el residuo u; =y, -y,



ANOVAP Do
— — SCE= ) (y;—V)* =39343,325
modelo cuadrados gl cuadratica F Sig. i=1
1 Regrasion 39343328 1 39343 325 387,862 Jaoo4 75
: A2
Residual | 8025613 73 | 109,840 SCRZZ(Vi —V;)- =8025,613
Total 47368,938 74 i=1
a. Variahles predictoras: (Constante), ¥_Paginas 75
b wariahle d diente: ¥_i i —\2
ariable dependiente: Y_impresion SCT:Z(V] _y) — 47368,938
i=1

Célculos en la HOJA Excel

La tabla ANOVA (Analisis de la Varianza) es una primera aproximacion al Modelo de Regresién Lineal,
que evalua globalmente el modelo.

En el ejemplo es estadisticamente significativo el p-valor < 0,001 (Sig), con lo que se concluye
rechazando la hipdtesis nula H, y aceptando la hipdtesis alternativa H; (existe asociacién entre las dos

variables mediante una regresién lineal).

Coeficientes®

Coeficientes H
Coeficientes no estandarizad Intervalo de confianza para En el Cuadro adJunto se mue5tra
estandarizados 0s Bal95% — |a Segunda aproximacio’n
Madelo B Errar tip. Beta t Sig. Limite inferior_| superiar inferencial, donde aparecen los
1 (Constante) 138148 2,627 5,144 oo 8,274 18,751 ..
¥_Paginas 8,108 429 811 18,917 000 7,254 8,962 coeficientes del modelo.

a. Variahle dependiente: ¥_imprasion

En las ultimas columnas, el contraste de hipdtesis para el coeficiente de regresion, a través de una t
de Student (contraste de Wald), que parte de una hipdtesis nula H, que supone que el coeficiente de

regresion lineal vale CERO. En este caso la t-Student vale 18,917 y el p-valor asociado es < 0,001.
Para la constante no tiene sentido aplicar el contraste de hipétesis.

Como se ha solicitado, aparecen los intervalos de confianza al 95% de los coeficientes de regresion,
teniendo solo sentido para el coeficiente B;: I1Cq g5(B;) = [7,254 ; 8,962]

W Reogrecidn linnal
& Pignas | 9;:‘:::.“ |u|..m|.. nuovas variahles
g 1 e 1 [IMe tpicadss Sye . . . ,
S Todo analisis de regresién lineal deberia
| completarse con una evaluacion de los residuales,
(o I esto es, (Y, —Y), sobre todo por comprobar si éstos
Yanable de veleccidn
(2] e o s B e siguen una distribucidon normal.
Ebauetas de casw [ Mgdia [ ] Indriduon R
u Intervalo de porfierza X =R S oevaances
o — ST Con este simple procedimiento nos podemos
e asegurar que se cumplen tres criterios bésicos para
aplicar correctamente la regresion lineal:
Exparta nfomacadn del modeks & un schevo "ML ——
[] Inchar s mairiz de covanianzas

« Supuesto de normalidad de la distribucién condicionada de la variable Y.

« Que exista linealidad en la relacién de Y condicionada para cada valor de X.

« El principio de homocedasticidad (que las varianzas de la distribucion de Y condicionada a cada valor
de X sean homogéneas).



Para ello, es imprescindible marcar en la ventana de Regresidn lineal la opcidon Guardary en ella a su vez
Residuos y No tipificados.

Al aplicar esta opcion se genera en la base de datos una nueva variable con los residuos no
estandarizados (SPSS la llama por defecto RES_1Y LA etiqueta como Unstandardized), obteniéndose
en la ventana de resultados el siguiente cuadro resumen de estadisticos calculados:

.
E

icos sobre los resid

Desviacidn

Minimao Méximo Media tip. I
Walar pronosticado 21,6234 94,5949 a7.6227 23,04780 7a
Residuo bruto -22,80489 | 3333305 Jooaan 1041414 7a
Yalor pronosticado tip. -1,561 1,603 Rulifi] 1,000 7a
Residuatip. -2,1748 3179 000 8593 78

a. Variable dependiente: ¥_impresion

Con la nueva variable RES_1 deberiamos evaluar si
sigue una distribucion normal, seleccionando en la
ventana de dependientes en el procedimiento
Analizar > Estadisticos descriptivos > Explorar

Y marcando en la pestafia Graficos la opcidén Graficos con pruebas de normalidad

Grafico 0-0 normal de Unstandardized Residual

MNermal esperade

Desv, de nermal
*

Grafico Q-0 normal sin ias del ized Residual

Se ajusta a una
distribucién normal

Por otra parte,

La varianza residual S% =

Valer observado

75
2.uf

i=1

SCR  8025,613

Valor cbservade

T 75-2 75-2

De otra parte, el estadistico F-Snedecor:

" SCR/(n—2) 109,94

SCE/1

73

~39343,325

=109,94 > S =10,485

=357,862

permite contrastar si el Modelo Lineal es explicativo o no.

En esta linea, se establece las hipdtesis:

Hipodtesis nula

Hipodtesis alternativa

HO: Bl= 0

el modelo no es explicativo

Hi: B; # 0 el modelo es explicativo

A un nivel de confianza del 90% (1—o =0,90) se rechaza H, si F=357.862>F; 1,1 (75-2) 2,76, con

lo cual el modelo de regresion lineal es explicativo (sirve para explicar la respuesta).

DESCOMPOSICION DE LA VARIABILIDAD:



ANOVAP

75
SCE="(y;—y)” =39343,325
Suma de mMedia .
Madelo cuadrados ol cuadratica Sin. i=1
1 Regresion | 39343325 1 | 38343325 | 357862 aa0a 75 )
Residual B026,613 73 109,940 SCR:Z(yi —vy;)” =8025,613
Tatal 47368,938 74 i=1

3. Variables predictoras: (Constante), ¥_Paginas
b, wariable dependiente; ¥_impresion

75

SCT=>"(y;—V)* =47368,938
i=1

of =SCE/1=39343,325/1=39343,325

o3 =SCR/73=8025,613/73=109,94

0% =SCT/74=47368,938/74 = 640,121

en consecuencia,

Resumen del modelob

R cuadrado | Error tip. de la En consecuencia, el Coeficiente de Correlaciéon
:’mdem i TEE B c”adrggf m"eg'gzs ES“{EE;E"%ZE R=0,9113, como aparece en el visor de SPSS.
A %ariables predictoras: (Constante), ¥_Paginas
b. variable dependiente: ¥_impresian
75 , 75 ,
75 75 75 2. yi=9i) 20i-v)
D=V =292+ 2 i-y)? = 1= 2+ = ,
=1 =1 =1 > (vi—V) D (vi—V)
| |
SCT SCR SCE i1 i1
SCR/SCT  R2—sCE/sCT
75 ,
SCE 2.0:=7) 39343,325
e El Coeficiente de Determinacién: R% = = '7:_% = d =0,83057
SCT 47368,938

>yi-v)°
i=1

e El Coeficiente de Determinacion corregido R? por el nimero de grados de libertad:

Of

75
Dyi—9)°/(n-2)

2
= R2=1-%1 =1-2&
_ (¢}
(y;—¥)?*/(n—1) Y
1

75 75 75
M-V = Dy +-v)?
i=1 i=1 i=1

SCT
(75-1) g.libertad

SCR SCE
(75-2) g.libertad 1g.libertad

o3

109,94
640,121

R? =0,828 (Coeficiente Determinacion corregido por el nUmero grados libertad)



e El Coeficiente de Correlacién también puede calcularse con la expresion R=—2
Oy Oy
A 1 x? ~ .S
VARIANZAS DE LOS PARAMETROS DE REGRESION: Var(B,)= S§ —+—— | Var(B,) =—R2
N noy n oy
Estadisticos descriptivos 1 5, 442
Desviacidn Var(BO) =109,94 |:75 ——|=6,829
Media tip. M 75(2 844 )
Y_impresion 87 6227 25,300681 74 ~ 109,94
H_Paginas 5,44 2844 75 Var(B)=———-=0,
75(2,844%)
c) Estimacion por Intervalos de los parametros de regresion
(suponiendo la normalidad del modelo)
. 1 X [
. IC1_a(Bo)=|Botto/z,n2 Sry| —+— Bottes2,n2 g,
N no>

X
%/_J
error tipico muestra

donde, f,=13,515, Var(B,)=6,829 , oy, =2613, 1-0=090 , to g5 73 =1,6664

ICo,00(Bo) =[13,515+(1,6664) (2,613)]=[9,161 ; 17,869]

< 1C a(Bl)—lﬁlita/z 2SR, o2 :l [Blita/z n-2 Op, ]

B, =8,108 , Var(f;)=0,181 , op, =0425 , to05 73 =16664

ICo 00(B1) =[8,108+(1,6664) (0,425)|=[7,4 ; 8,816]

2 ’2

2 ~2)S3
e 1C4(c%)= (n=2)S5 ,_(n=2)Sy S;=109,94 %3 05,73 =94,0592  ¥J o5.73 = 54,325
Xo/2,n-2 Xi1-a/2,n-2

(73)(109,94) (73)(109,94)
94,0592 ’ 54,325

ICo 50(0°%) = { } [85,325 ; 147,733]

« Contraste individual de la regresién (t-Student):



Ho:B1 =0 La hipotesis nula establece que los valores de la X no influyen en los valores de
H.:p;#0  laYenlarelacion lineal, frente a la hipotesis alternativa que dice lo contrario.

Con un nivel de confianza del (1-a) rechazamos la hipétesis nula H, si el CERO no esta cubierto en el

. , A | 1 .
intervalo de confianza: IC;_,(B1)= [Bl *te/2,n-2 SR —Z:I , en este sentido, sabemos que
n oy

1Cp 90(B1) = [8,108i(1,6664) (0,425)]: [7,4 ; 8,816], observando que el CERO no queda cubierto en el

intervalo, se rechaza pues la hipdtesis nula, se concluye que existe una relacién lineal entre las
variables.

En este ejercicio para cada valor X; se tienen varias observaciones de la variable dependiente Y
pudiendo realizarse el contraste de linealidad:

Hipotesis nula Ho: El modelo lineal es adecuado
Hipdtesis alternativa H;: El modelo de regresion no es adecuado

n
Para ello, se descompone la suma de la variacién residual SCR=Z(yi —Qi)z en dos términos:

i=1
10 Ni 10 Ni 10 Ni 10 Ni
SCR Z(Y. Y ) _ZZUU _ZZ(VU y) _ZZ(VU V..) +Zz(y|o y)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
10 Ni
=33 (v Vi) +Zn (Vie —91)?
i=1 j=1
SCR, SCR;

De este modo, la descomposicion de la variabilidad total sera la siguiente:

SCR (75— 2) g.libertad

Sy = 33l Zn (Vie =90" + 2 (% =Y)
i=1 i=1 j=1 =1
e S —— —_—

SCT SCR, SCRy SCE

(75—-1) g.libertad (75— 10)g||bertad (10— 2)g||bertad 1g.libertad

Descomposicién que permite obtener la siguiente tabla ANOVA:

ANOVA

_impresion
Suma de Media
cuadrados gl cuadratica F Sig.
Regresion | 38343,325 1| 30343325 | 387 a6z 0002 SCR, =5259,768
i 2765844 g 345 7H 4273 aan
Res?dual | ' ! ! ! SCRl = 2765,844
Residual 11 52593,768 65 80,920
Residual 8025613 73 109,940
Tatal 47368938 74




o2 =SCE/1=39343,325/1=39343,325 o2 =SCT/74 =47368,938/74 = 640,121
6%, =2765,844/8 = 345,7305 6%, =5259,768/65= 80,9195

it dalos-impravors-2.aav [Conjunto_de_dates1] - Ldiler de dales 5955

¥ Paginas | ¥ impr
1 24,

o Unitandasdzed Predic
u

et aredog ot Fivsd

(Gemiee] o e Descomposicion obtenida con el menu adjunto en
=1k SPSS

7.4 Total pualos cosewnier 0,000

g de | [

|
[ A o un Facior SF55 0 procesador_esth preparads

Se rechaza Hy cuando Ry, >F . (c_2) (n—k)
_ Oy 3457305

ﬁin 2
%, 80,9195

~4,2725=F3 g5 >Fy 05.3 65 = Se rechaza la hipotesis nula H,

concluyendo que el modelo lineal no es el mejor que se adapta a la nube de observaciones.

d) Intervalo de confianza para el tiempo medio de impresion de un trabajo que tiene 6 hojas, con una
fiabilidad del 90%:

S2=109,94 Sz =10,4852 x,=6

. /1 (X — %) {0 =13,515+8,108.6 = 62,163
IC,_. (Ely/x=6]) =y, +t Sy =40 L
1o Ely D)= |Foxtas2,n2 s N no’ n=75 X=544 o, =2,82484

error tipico to,05,73 = 1,6664
1, (xp—%)’ 1 (6-544)
S —+(Xo ;() =(10,4852) _+(—)2 —1,23428
N noy 75 75.(2,82484)

IC,_,(V,—6) =[62,163%(1,6664) (1,23428 |=[60,1062 ; 64,2198]

e) Intervalo de prediccion para el tiempo de impresion de un trabajo que tiene 12 hojas, con una
fiabilidad del 90%:

2
S2=109,94  S;=10,4852 x,=6

. . 1 (xg—%) {io =13,515+8,108.6 = 62,163
1C1 g (Vxes) =| Vo £to /2 na Sp 4| 1+=+2—1 -
oSS I 0 TR/, n 2 TR T 52 N=75 X=544 o, =2,82484
error tipico t0,05,73’. =1,6664

_x)? B 2
SR \/1+1+M :(10’4852)\/1+i+ﬂ :10[55759

n  nol 75 75.(2,82484)



IC;_o (V4—6) = [62,163+(1,6664) (10,55759 | =[44,5698 ; 79,7561]
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