ECUACIONES DIFERENCIALES Q_ | Z -

i
Diferencial Diferencial Diferencial Diferencial con Foe
Primer Orden Segundo Orden Orden n cambio variable Diferencial

Mewton en las Principios

¢ Matematicos de la Filosofia
® Matural (1687) trata de |a
ecuacion diferencial del
oy Fni ento.

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO)
relaciona una funcidon desconocida de
uhawariable independiente con sus
derivadas.

En Economia, Sociales, Ciencias Matumales
e Ingenieria se plantean problemas que
requieren de su determinacian.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

@ Resolver x+yy'=0

2 2
x+yd—y=0 P ydy=-xdx b ydy=—] xdx b Y _ X .c
dx 2 2
x> +y*=2C
@8 Resolver x? y'-y=0
xzd—y—y=0 > x’dy=ydx b d_y:d_>2<
dx y X
1, 1 -1
j-d—y= d_>2< = L|y|=—1+C s y=+e*x =—+hex —ke *
y X X
& Resolver (1+x?)y'=1+y?
R e T P
dx 1+y° 1+x 1+y 1+x

x+arctgC  x+Kk

arct =arctgx+C B =tg (arctg x+C) = =
9 J y=tg( J ) l-x.arctgC 1-kx
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@ Resolver y'+y tgx =0

Ei!iq—)/ tgx =0 B Eiéi =-ytgx B Eiéi =— tgx dx - Ei)ﬂ —_ senx d x
o dx y y COS X

k cos x

Lly|=L|cosx|+C=L|cosx|+Lk=Lkcosx| > y=e“**=Kcosx

86 Resolver y'=e*”

- y

dy eX y X y X
" P egldy=e’dx - e'dy = | e*dx

e'=e*+C B y=L(e"+C) donde e*+C>0

@ Resolver y'+ 2X—y= 0

d_y+2_y=0 |_>d_y=_2_y [EEY d_y=_2d_x [N d_y=_2 ﬂ
dx X dx X y X y X

Ly=—2L|x|+C=Lx‘2+C=Liz+C=Li2+Lk=LL2
X X X

@ Resolver 2xyy'=x”+y?

2 2
S

2Xy 2y
Haciendo el cambio z=Y s y=Xz +— Yy'=z4+XZ'
X
, , 1(1 j . 1+7° 1-2?
conloque y'=z+xz'=—|—+2z| B XZ'= -z=
2\z 27 2z

_ 2
Xd_z=1 z [ 222d2=d—X [EEY 222d2= d_x sizx+1
dx 27 1-z X 1-z X
k

=X > 1—22=h

—Lhi-z4+Cc=LIx] L|1k—2|=L|x| - S
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Deshaciendo el cambio z =%

> y?=x(x—k)=x’-xk

. o ) —
Resultando JS! K#0 son dos hipérbolas y =+/x’ —xk
Si k=0 son dos bisectrices y==%X

@%ﬁ“ﬁéiﬁﬂféﬂfﬁ'“ ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN
oK 5

Son de laforma a(x)y'+ b(x)y =c(x)
donde a,b yc son funciones de x

Se parte de la ecuacion sin segundo miembro a(x)y'+ b(x)y=0

separando las variables, queda: d_y=_ b0 dx
y a(x)
-[ 209 4
conloque y=ke " =kz

En la ecuacion y=kz se consideraa k como funcién de x
derivando: y'=k'z+ kz

Se calcula k, finalizando al sustituiren y=kz

@ Resolver xy'-2y=x°
Partiendo de la ecuacion sin segundo miembro:

Xy'-2y=0

Y o0 b kWY py L, dy_dx Id_yzzjd_x
dx dx y X y X

Suponiendo k funcién de x, se deriva:

2

y =k X [HEN y'=k'X2+2kX
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Sustituyendo en la ecuacion dada xy'-2y= x> se tiene:

X(k'x*+2kx)-2kx)=x> b k'xX*°=x} b k'=1

Idk=Idx B k=x+A

Finalmente, y=x*(x+A) =x®+AX?

@ Resolver y'cosx + ysenx =1

Partiendo de la ecuacion sin segundo miembro:

. dy dy —-senx
y'cosx + ysenx=0 B COSX—— =—-ysenx —= dx
dx y COS X

Lly|=L|cosx|+C + Lly|=L|cosx|+Lk > L‘%‘=L|cosx| > y=kcosx

Suponiendo k funcién de x, se deriva:
y=kcosx + y'=k'cosx-ksenx
Sustituyendo en la ecuacion dada y'cosx + ysenx = 1 setiene:

(k'cosx—ksenx)cosx + (k cosx)senx=1 — k'cos’x=1

Idk=j d); = k=tgx+A
COS” X

Finalmente, y=k cosx =(tgx +A) COSX =senx + ACOSX

.. Resolver: xy'-2y-Lx=0
Determinar la integral con valor cero parax =1

Xy'-2y=Lx

Partiendo de la ecuacion sin segundo miembro:

Xy'-2y=0
Xd_y_2y=0 [EEY Xd_y=2y [EEY d_y=2d_x [ d_y= d_X
dx dx y X y X
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Suponiendo k funcién de x, se deriva:
y=kx* b y'=k'x*+2kx

Sustituyendo en la ecuacion dada xy'-2y= x> se tiene:

X(K'x*+2kx)-2kx*)=Lx = k'x*=Lx - dk=|)'(—)§dx

J-dk=“‘x‘3Lxdx > k=jx‘3Lxdx 0)

u=Lx - du=d—x
X

1
2x?

dv=x73dx — V=Ix‘3dx=v=_

Lx 1 Lx 1 1 L x 1
k=[x Lxdx=- += | xPdx=——5-= +A=- - +
© “‘ 2x? ZI 2 X2 4x?

Sustituyendo el valor de k en y=kx* resulta:

y =kx? =[—2L:2 —4—12+ij2 =—|‘7X—4i+?»x2

La integral particular que pasa por (1,0):

=————+AX* > O0=—s4h b A=—
2 4 w0 4 4
Lx 1 x* 1, ,

== ol oo (x®-2Lx-1

y 2 4 4 4( )

@?{v Resolver: xy'+ y =arctgx
Se parte de la ecuacién sin segundo miembro: xy'+ y =0

Xy'+ y=0 = Xd_yz_y [EEY d_yz_d_x [N d_yz_ d_X
dx y X y X

Kk

L|y|=—L|X|+C — |—|y|=—L|x|+Lk=L‘;‘ s oy=—
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Derivando la constante k como funcion de x: y'= =

Sustituyendo en la ecuacion dada:

k' k k ,
X| ——— |+—=arctgx — k'=arctgx
X X X

kz-“arctgxdx Z xarctgx—“‘lxOIX = xarctgx—%L(1+x2)+x
+

X2

dx
*lu=arctgx = du=
= 1+x

dv=dx = v=x

2

Finalmente,

L(1+x2)+&

y=£=£(xarctgx—lL(l+x2)+x)=arctgx—
X X 2 2X X
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- Ecuaciones
4 de Bernouilli

ECUACIONES DE BERNOUILLI

Son delaforma y'+ a(x)y=b(x)y"™

con m=0y m=#1 valores paralos que la ecuacion seria lineal de primer orden.

Se dividen ambos miembros por y™: Y, a(x) =b (x)

m m-1 "~

y

Se hace el cambio z =

m-1

y

resultando: +a(X)z=b(x)

como ecuacion lineal de primer orden, se siguen los pasos ya indicados.

@i Resolver: xy'+3y=x’y?

Diviendo ambos miembros por y*, queda: Xy{ + 3 =x> (1
1
T R
haciendo el cambio z=— ,
R
y

Sustituyendo en (1) se obtiene la eciacion diferencial: —xz'+ 3z =x*> (2)
Para resolver (2) se parte de la ecuacion sin segundo miembro:

—-Xxz2'+3z=0

X2'=3z2 B> xd—z=32 — E=3d—x — “‘d—z=3 d—X
dx ya X Z X

Llzl=3LIx|] - Llzl=LIx’+C L|z|=L|x|3+Lk=L|kx3|
z=kx?

Derivando la constante k como funcién de x; z'=k'x®+3x%k

Sustituyendo en (2) resulta:

—x(k'x®+3x°k)+3x’k=x> b -k'x*=x* b k'=—
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j‘dk=“‘_dzx s k=Tia
X X

con lo que,

z=kx? =(%+x)x3 = x>+ Ax°> =x*(1+AX)

, 1 1
Finalmente, y=—=——+——
z XxX“(1+2Ax)

@ Resolver: y'+y=xy®

dividiendo por y® queda %er_lz:)( )
1 2=~
con el cambio, z=—= y
y » 1
y ==
z

sustituyendo en (1) resulta:

i2=x - %+z=x B —-z'+2z=2x (2)
y

+

~<|~<
| -

Se parte de la ecuacién sin segundo miembro -z'+2z=0

g_z=2z - J‘d—2=2j‘dx —~ Llzl=2x+k +— z=e¥**=he*
X z

En la ecuacion z =he?* se deriva h como funcién de x:
z=he** > z'=h'e* + 2he?**

sustituyendo en (2) queda: —(h'e** + 2he*) + 2he** =2x

~h'e®*=2x B N=j‘—2xe‘zxdx > h=xe‘2x+%e‘“+x

. u=Xx = du=dx —2x —2x -2x
Y oy oy P -2xe dx=xe" - e dx
dv=-2e7"dx = v=e

) . 1
Siendo z=he?* setiene z=he** = (x e 4+ Ee‘zx + xje“
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1
Z=Xx+ =+A1e**
2

1

. 1
Finalmente, y*=-=
z

re+ X + 1
2

(=] a e R B | v'=a0dy?+ b0y +cx) -4 |oe divide por ym Ecuacién Lineal
iy ] de Ri i o . 4 .
h E-’.% e Hieean 8 [cambio y=yq+z - g- cambio z =1fym-1 | primer orden

La ecuacidén diferencial de Riccati es de laforma: y'=a(x)y>+b(x)y+c(x)
donde a, b y ¢ son funciones de x. Sea y, una solucion de la integral.

Se comienza con el cambio y=y,+z = y'=y, +27'

transformando la ecuacion diferencial en:

y'=aX)y’+b(x)y+c(x) = vy, +z'=aXx)(y,+2z)’+b(x)(y,+2z)+c(x)

Como vy, es solucion particular, verifica: y,=a(x)y: +b(x)y,+c(x)

después de simplificar, queda: |z'=a(x) z°+[2a(x)y, + b(x)] z

gue es una ecuacion diferencial de Bernouillicon m=2

“;g, Resolver: y'= ly2 - (2+1) y + X +2 con solucion particular y, =X
X X

. y=X+2
Con el cambio y=y,+z { . ,
y'=1+z

sustituyendo en la ecuacion inicial:
y'=1y2—(2+1)y+x+2 - 1+z'=1(x+z)z—(2+1)(x+z)+x+2

X X X X

' 1 2 2 1
1+4z2'=—(X"+2°+2x2)— | 24+— | (X+2)+ x + 2

X X

1+z'=1(x2+22+2xz)—(2+1) (X+2)+X+2
X X

1+z'=)</+zx—2+2272%—22/1—§+)(,—kf
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z2'="-= 5 |xz'+z=2% ecuaciéndeBernouilliconm=2
X X
. 5 , 5 xz' 1
dividiendo por z° queda: xz'+z=2" B —+—=1
z
u'—_zl
) 1 22
con el cambio, u==— P
z 1
zZ==
u

resulta, |—xu'+u =1 ecuacion lineal de primer orden

partiendo de la ecuacion sin segundo miembro: -xu'+u =0

du du dx Llul =LIx|+Lk
X—+Uu=0 —=— b
dx u X Llul =L]kx|

derivando k como funcién de x en la ecuacion |u=kx| > u'=k'x+Kk

sustituyendo en |-xu'+ u =1 queda:

-Xxu'+u=1 b -xk'x+K+kx=1 1 -k'x*=1
Idk=j_dzx b k=24
X X

conlo que, u=kx = u=(£+x)x=1+xx
X

Portanto,z=£= L
u 1+Ax

Finalmente, y=x+z = y=X+
1+AX

@i Resolver: x°y'+ y*—5x’y +2x* =0 con solucion particular y, = x>

_ w2
Con el cambio y=y,+z {y—x +z
y'=2x+2'

sustituyendo en la ecuacion diferencial dada:

X3y'+ Yy =5x°y +2x*=0 > xX*@2x+z)+ (X*+z)*=-5x*(x*+z)+2x* =0

;X‘(+x3z'+x“/+22+2x22—§x‘(—5x22+;»(‘(=0 - x*z'-3x%z=-7°
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La ecuacion de Bernouilli x*z'-3x?z = — z* se divide por —z°

3 5 2
-X>z' 3X : 1 2
—+ =1 conelcambio u==- B z
z z z 1
u

resulta la ecuacion lineal de primer orden | x*u'+ 3x°u =1

partiendo de la ecuacién sin segundo miembro: x*u'+ 3x*u=0

Liul =-3L Lk

du dx u -+ k

— ==-3]— B k B u=—

u X Llul =L|— X
X

: . . K
derivando k como funcién de x en la ecuacion u=—

X
. k'x®*-3x°k k' 3k
T K
sustituyendo en [x®u'+ 3x*u =1| queda:
X*u'+3x’u=1 xs(k—3—¥)+3x2%=1 B k'=1 b k=x+A
x® X X
k X+ A
conloque, u=— = U=—3
X X
3
Por tanto, z=£= X
u X+A2A
3
Finalmente, y=x’4+z = y=x>+
X+A
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ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE SEGUNDO ORDEN

E:;"::;i:::::ﬁ:;l ECUACION SIN SEGUNDO MIEMBRO

sin segundo mieml

La ecuacion diferencial ay"+by'+c=0

Tiene como integral general C,y, +C,y, siendo C, y C, constantes

1 rx

y'=re

Se buscan soluciones de laforma y =e™ con r complejo { .
y =r

sustituyendo, queda:
ay"+by'+c=0 — (ar’+br+c)e”*=0 = ar’+br+c=0
([A=b?-4ac>0 - y=C,e" + C,e?*

b

JA=b*-4ac=0 - y=(C1x+C2)e_£X

\A=b2—4ac <0 P y=(C,cosBx+C,senBx)e*”

Cuando A=b”*-4ac <0 las soluciones complejas son (o +ip)

La expresion (C,cospx +C,senpx) se puede poner como [Ccos (Bx —0)

Adviértase que,
y=Ccos (Bx—0)e** =C(cospBxcosO+senBxsend)e*”

C,=Ccosb

c —csens ™ C? +C? =(cos’0+sen’0)C? =C?
, =

donde{

@ Resolver: y"-5y'+6y=0

n 2 rx

Sea y=e" b y'=re”™ y"=r"e
y'-5y'+6y=0 = (r’-5r+6)e”"=0 = r’-5r+6=0 - {

Laintegral general es: y=C,e” + C,e*
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@ Resolver: y"+4y'+4y=0
La ecuacion caracteristica asociada es

rP+4r+4=0 > r=r,=-2

Laintegral general es: y=(C,x+ C,)e >

@8 Resolver: y"+y'+y=0

La ecuacion caracteristica asociada es

=—-—+i"——
3
rF+r+1=0 b 2 2 a=—1 B=£
__1.48 22

T2 2

. 3 3 X
La integral general es: y= (Clcosgx +C,sen gx)e 2

., 3 X
o también y=Ccos (gx -0)e ?
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§F)=5255 ECUACION DIFERENCIAL COMPLETA

Se parte de la ecuacion diferencial sin segundo miembro ay"+by'+c=0

Scgln sca ol Scgundo
Miembro se toman los
siguientes criterios

© EL SEGUNDO MIEMBRO ES UN POLINOMIO DE GRADO n

[ay"+by'+cy =P (x) +— Sebuscaun polinomio de grado n
ay"+by' =P.(X) b {c=0 , .

Se busca un polinomio de grado (n+1)
{c=0,b=0

ay'" =P.(x ) .
y n(X) Se integra dos veces sucesivamente

\

© EL SEGUNDO MIEMBRO ES DE LA FORMA e** P, (x)
ay"+by'+cy=e"P (x)
Se parte de la funcién: y =z e

© EL SEGUNDO MIEMBRO ES DE LA FORMA:

ay"+by'+cy=A,cosBx+B,senBx

B no es raiz de la ecuacion caracteristica
ip= ., :
se busca una solucion particular y=AcosBx+Bsenpx

, es raiz de la ecuacién caracteristica
ip= ., .
se busca una solucioén particular y=x(AcosBx+Bsenfx)

E Analogamente, si la ecuacion diferencial es del tipo:
ay"+by'+cy=A, x"cospx+B, x"senBx n esentero

no es raiz de la ecuacion caracteristica
se busca una solucion particular y =P, (x)cosBx +Q, (x)senpx

es raiz de la ecuacién caracteristica
" | se busca una solucion particular y =P, ,(x)cospx +Q,,,(X)senpx

© EL SEGUNDO MIEMBRO ES DE LA FORMA e*(A,cosax +B,senax)
1 1

ay"+by'+cy=e“(A,cosax+B,senax) Se parte delafuncion y =z e
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@?‘5« Resolver: y"+y'—2y=2x*-3x-2

La ecuacién diferencial sin segundo miembro y"+y'-2y=0
la ecuacion caracteristica asociada r’+r-2=0

conraices r,=1 y r,=-2

La integral general de la ecuacién sin segundo miembro:

2X

y=C,e*+C,e”
Se busca una solucioén bajo la forma de un polinomio de segundo grado:

y=ax’+bx+c
y'=2ax+b
y'"=2a

de donde, resulta:
y'"+y'—2y=2a+2ax+b-2(ax’*+bx+c)=2x*-3x-2
operando e identificando coeficientes:

—-2a=2 1
2a-2b=-3 a=-1 sz Cc=
2a+b-2c=-2

. . . 1 1
La solucién particular de la ecuacién completa: y=-x*+ 2 X +Z

Segun el Teorema Fundamental, la solucion general de la ecuacién
diferencial propuesta:

2X

y=C,e*+C,e” —x2+%x+1

4

@ Resolver: y"+y'+2y=4x>—4x+6
La ecuacion diferencial sin segundo miembro y"+y'+2y=0

tiene asociada la ecuacion caracteristica r’+r+2=0

J7

con raices complejas _%_Ti donde az—% , B=

N
2

La integral general de la ecuacién sin segundo miembro:
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y = (Clcosg+ C,sen gj 2

Se busca una solucion bajo la forma de un polinomio de segundo grado:

y=ax’+bx+c
y'=2ax+b
y'"=2a

de donde, resulta:
y'+y'+2y=2a+2ax+b+2@x’*+bx+c)=4x*-4x+6
operando e identificando coeficientes:

2a=4
2a+2b=-4 a=2 b=-4 c=3
2a+b+2c=6

La soluciéon particular de la ecuaciéon completa: y=2x*-4x+3

La solucion general de la ecuacion diferencial propuesta:

7 7) -
yz(Clcosg+CzsengJe 2 42x°=4x+3

& Resolver: y"'—y'=x?

La ecuacién diferencial sin segundo miembro y"—y'=0

., L . X r,=0

la ecuacion caracteristica asociada r*'=r=0 -
Py —_

La integral general de la ecuacién sin segundo miembro: y=C,+C,e*
Se busca una integral particular de grado 3:

y=ax’+bx*+cx+d
y'=3ax’+2bx+c
y'"=6ax+2Db

con lo que:
y'—y'=6ax+2b- (3ax’+ 2bx +c)=x?

identificando coeficientes:
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-3a=1

6a-2b=0 - a=% b=-1 c¢=-2

2b-c=0

La solucion particular de la ecuacién completa: y=—%x - x*=2x

La solucion general de la ecuacion diferencial:

y=C,+C,e" —% X®— x*=2x

@ Resolver: y" =2x*-3x+1

Se integra dos veces sucesivamente:

y' =§x3—gx2+x+kl
y = %x4—%x3+%x2+xlx +2,

@:ﬂf Resolver: y"—y'+vy = x’e™*
La ecuacién sin segundo miembro: y"-y'+y =0

tiene asociada la ecuacion caracteristica: r’°=r+1=0

1+i/3
con raices I2\/7 a=1/2 B=+3/2

La integral general de la ecuacién sin segundo miembro:

SR ]

y= (ClcOSTX +C, SGI’]TX

Considerando la ecuacién completay la forma del segundo miembro,

se hace el cambio: y=ze™*

y=ze "

y'=(z'-2)e”
y'=(z"-22'+2)e"

X

X

sustituyendo en la ecuacién diferencial dada:

y'-y'+y=[(z"-22'+2)-(z'-2)+z]e™ =x’e”
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La ecuacion z"'-3z'+3z = x* se resuelve buscando un polinomio de grado dos:

z=ax’+bx+c
z'=2ax+b
z"=2a

2

z"-32'+3z=%x> +—» 2a-3(2ax+b)+3(ax’+bx+c)=x*

3ax’+(-6a+3b)x+(2a-3b+3c)=x?

3a=1 a=1/3
Identificando coeficientes {—-6a+3b=0 = b=2/3
2a-3b+3c=0 c=4/9

1, 2 4
entonces, z=—X"+—X+—
3779

_ 2 4) _
y=ze* =(—x2+—x+— e’”
3 9
Segun el Teorema Fundamental, la solucidén general de la ecuacién diferencial:

3 3
y = (Clcosgx +C,sen ngex’z + (1X2 +3x +ﬂ)e—x

3 3 9

W Resolver: y"—4y'+ 4y = (x2 —x)e?*

La ecuacién sin segundo miembro y"-4y'+ 4y =0 tiene como ecuacion
caracteristica r>—4r+ 4r =0, con raizdobler =2

La integral general de la ecuacion sin segundo miembro: y =(C,x +C,)e*”

Considerando la ecuacion completay la forma del segundo miembro,

se hace el cambio: y =ze?**

y=Ze2x
y'=(z'+22z)e**

y"'=(z"+4z'+4z)e**

por tanto:
y'—4y'+ 4y =[(z"+4z2'+42)-4(z'+22) + 4z]e** = (x* —x)e*”

resultando: z"=x°*-X
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z'=%x3—%x2+k1
integrando dos veces consecutivas:
1., 1.,
Z=—X"—=X"+A, X+A,
12 6
y=ze2"=(ix“—£x3+klx+x2jezx
12 6

Por el Teorema Fundamental, la solucion general de la ecuacion diferencial:

1 1
y=(C1X+C2+Ex“—gx3+klx+x2)ezx

@) Resolver: y"+2y'+ 5y = cos2x +2sen2x

La ecuacioén sin segundo miembro y"+2y'+ 5y =0 tiene como ecuacién
caracteristica r’+2r+5=0, conraices —-1+2i, a=-1y B=2

La solucién de la ecuacién sin segundo miembro: y =(C,cos2x+C,sen2x)e™”

Como 2i no es solucién de la ecuacién caracteristica, se busca una
solucion particular de la forma: y=Acos2x +Bsen2x

y=Acos2x+Bsen2x
y'=—2Asen2x +2Bcos2x
y"=—4Acos2x —4Bsen2x

por tanto:

y"'+2y'+ 5y =(-4Acos2x —4Bsen2x)+2(-2Asen2x +2Bcos2x) +
+ 5(Acos2x+Bsen2x)=cos2x +2sen2x

operando, resulta:

(A +4B)cos2x+ (—4A+B)sen2x =cos2x +2sen2x

) . . A+4B=1 7 6
identificando coeficientes: B A=-— B=—
-4A+B=2 17 17

La solucion particular de la ecuacion completa es:
7 6

y =——C0S2X +— Sen2x
17 17

Por el Teorema Fundamental, la solucion general de la ecuacion diferencial:
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y =(C,cos2x+C,sen2x)e™” _ 7 cos2x+-2 sen2x
17 17

@ Resolver: y"+ 4y = cos2x

La ecuacién sin segundo miembro y"+ 4y =0 tiene como ecuacion
caracteristica r’+ 4 =0, conraices £2i, a=0y B=2

La solucion de la ecuacion sin segundo miembro: y=C,cos2x+C,sen2x

Como 2i es solucion de la ecuacion caracteristica, se busca una
solucion particular de la forma: y=x(Acos2x+Bsen2x)

y =(Acos2x+Bsen2x)x
y'=(Acos2x+Bsen2x)+(-2Asen2x +2Bcos2x)Xx
y"=(—4Asen2x +4Bcos2x)+(—-4Acos2x —4Bsen2x)x

por tanto:

y'+ 4y =(-4Asen2x +4Bcos2x)+(-4Acos2x —4Bsen2x)X +
+4(Acos2x+Bsen2x)x =cos2x

simplificando: y"+ 4y =4Bcos2x—-4Asen2x =c0S2x

. . . 4B=1 1
identificando coeficientes: — A=0 B=—
-4A=0 4

- . - X
La solucion particular de la ecuacion completaes: y = " sen2x

La solucion general de la ecuacion diferencial:

y=C,cos2x+C,sen2x + % sen2x =C,cos2x +(£+C2)sen2x
4 4

ﬂ?? Resolver: y"+ 4y =9x(senx —2C0sX)

La ecuacién sin segundo miembro y"+ 4y =0 tiene como ecuacion
caracteristica r’+ 4 =0, conraices £2i, a=0y B=2

La solucion de la ecuacion sin segundo miembro: y=C,cos2x+C,sen2x

Como i no es solucidén de la ecuacién caracteristica, se busca una
solucion particular de la forma: y =P,(x) cosx + Q,(X) senx
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y=(a+bx)cosx+ (c+dx)senx
y'=(b+c+dx)cosx+ (—a+d-bx) senx
y"=(-a+2d-bx)cosx+ (—2b-c—-dx) senx

sustituyendo en la ecuacion dada:

y"'+4y =(—-a+2d-bx)cosx+ (-2b-c—-dx) senx+4(a+bx)cosx+ 4(c+dx) senx =
=(3a+2d)cosx+(—2b+3c) senx+3bxcosx+3dxsenx =9xsenx —18xcosx

identificando coeficientes:

3a+2d=0 d=3

-2b+3c=0| b=-6
3b=-18 c=-4
3d=9 a=-2

P(X)=a+bx=-2-6Xx=-(2+6X)
H
Q,(x)=c+dx =(-4+3x)
La solucion de la ecuacion particular: y=—-(2+6x)cosx +(—4+3Xx) senx

La solucion de la ecuacion propuesta:

y=C,cos2x+C,sen2x—(2+6x)cosx +(—4+3X) senx

@ Resolver: y"+ 4y = 8x(2cos2x —sen2x)

La ecuacién sin segundo miembro y"+ 4y =0 tiene como ecuacidn
caracteristica r’+ 4 =0, conraices =*2i

La solucion de la ecuacion: y=C,cos2x +C,sen2x

Siendo 2i solucién de la ecuacion caracteristica, se busca una
solucion particular de la forma: y =P,(x) cos2x +Q,(x) sen2x

y=(@+bx+cx?)cos2x+ (d+ex+fx?)sen2x

En este caso, (acos2x) y (d sen2x) puede obviarse dado que
estas funciones verifican la ecuacion sin segundo miembro.

y=(bx+cx?)cos2x+ (ex+fx?) sen2x

y'=(b+2cx+2ex+2fx?)cos2x + (- 2bx—-2cx’ +e+2fx) sen 2x

y"'=(2c+2e+4fx—4bx—-4cx*+2e+4fx)cos2x +
+(-2b—-4cx—4ex—-4fx*-2b—-4cx+2f) sen2x

sustituyendo en la ecuacion dada:

y'+4y =(2c+4e+8fx)cos2x+(—4b-8cx+2f) sen2x =16xcos 2x —8x sen 2x

Portal Estadistica Aplicada Negocios, Medicina e Investigacion - 21



Al identificar coeficientes:

2c+4e=0 f=2
8f =16 c=1

> > 1
-4b+2f=0 e=-1/2 Qz(x)zex+fx2=—5x+2x2
8c=8 b=1

P,(x)=bx+cx®=x+x>

- - . 1
Solucién de la ecuacioén particular: y =(x + x*)cos2x +(_EX +2x* [ sen2x
La solucion de la ecuacion propuesta:

y=C,cos2x+C,sen2x + (x+x2)coszx+(—%x+2x2) sen2x

y = (C1+x+x2)0052x+(C2 —%x +2x2) sen2x

Método Se emplea cuando el
% 3" || Variacion de segundo miembro no | &
- > Constantes es como los anteriores

@8 Resolver: y"+y =

sen®x

La ecuacién sin segundo miembro y"+ y =0 tiene como ecuacion
caracteristica r’+1=0, conraices i, a=0,B=1

La soluciéon de la ecuacion: y=C cosx +C,senx

Derivando C, y C, como funciones de x:
y'=Cllcosx—Clsenx+C'2senx+Czcosx

Con la condicion: Cllcosx+Clzsenx=O

resulta, y'=-C,senx+C,cosx
y“=—C'lsenx—Clcosx+C'2cosx—Czsenx=(C'2—C1)cosx—(C'1+C2)senx

con lo que,

y'+y=C,cosx—-C,;senx = >
senx
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C,cosx+C,senx=0

: - - ' COSX
Resolviendo el sistema: < , . 1 C,=-C,
C,cosx-C, senx = > senx
sen’x
' CcOS®X : ,
y'+y=-C,——-C,senx=——-— > —C,cos’xsenx-C,sen’x=1
senx sen’x

- C'1 (1-sen®*x) senx — Cllsen2 x=1

o
- ' 1 dx © X
-C,senx=1 —» C =- — C =- =—L‘tg—+kl
senx J senx 2
dx 2dt/1+t? dt X
0] = = | —=L[t|l+A, =L{tg-|+A
Isenx I 2t/ 1+t? t tl+4, g2
- ' COS X 1 COSX COSX COS X 1
C,=-C, = X = > = C,=| —5—dx=- + A,
senxXx senx senx sen‘x sen’ X senx

resulta, por tanto:

y=C,cosx+C,senx =(—L‘tgi +xljcosx+(— 1 +x2]senx
2 senx

y=A,COSX+A,Senx —-1-cosx L‘tgg‘

@ Resolver: y"+y = cotgx

La ecuacién sin segundo miembro y"+ y =0 tiene como ecuacion
caracteristica r’+1=0, conraices ti, a=0,p=1

La solucion de la ecuacion sin segundo miembro: y=C,cosx +C,senx

Derivando C, y C, como funciones de x:
y'=C,cosx-C ;senx+C,senx+C,cos x

Con la condicion: C,cosx+C,senx=0

resulta, y'=—-C,senx+C,cos x

y" = —C'lsen x —C,cos X +C;cos x—-C,senx = (C'2 —C,)cos x +(—C'1—C2)sen X
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COsS X

conloque, y"+y=C,cosx-C,senx =

sen X
. C'cosx+C'senx=O

Resolviendo 1 2 ' ' COSX
. - ' COSX C,=-C,

el sistema C,cosx-C,senx = senx

senx

'+ COS°X COoS X ' '

-C, —-C,senx = —C,cos’x —C,sen’x =cosx

sen x sen x
' — COS X
C, =—C0SX B C,=—-Jcosxdx=—-senx+A,

~ cos?x +sen®x

' ' COSX CO0S’X 1-sen®x
C.=-C - -

2 'senx senx senx
1-sen?x dx 0 X
C,=] ——dx= — | senxdx =L|tg—|+COSX +A,
senx senx 2

dx 2dt/1+t? dt ‘ x‘
© senx IZt/1+t2 t t g2

resultando, finalmente:

X
y=C,cosx+C,senx =(-senx+A4,)cosx +(L‘tg§ +COSX +x2)senx

X
y =A,COSX+A,Senx+senx L‘tgz‘

@ Resolver: y"+4y=———
COS2X

La ecuacién sin segundo miembro y"+ 4y =0 tiene como ecuacion
caracteristica r’+ 4 =0, conraices +2i, a=0,B=2

La solucion de la ecuacion: y=C,cos2x+C,sen2x

Derivando en la solucién anterior C, y C, como funciones de x:
y'=C,cos2x-2C,sen2x+C,sen2x+2C,cos2x

Con la condiciéon: C,cos2x+C,sen2x =0

resulta, y'=-2C,sen2x+2C,cos2x
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y' = —2Cllsen2x —4C10052x+2C'2c052x—4CZsen2x =

=(2C, —4C,)cos2x + (-2C,—4C,)sen2x

en consecuencia,

y"+ 4y =2C'20032x —2C'1sen2x =
cos2x

Clcost+C;sen2x =0

Resolviendo C'— c COS2X
el sistema 2CI2(:052X—2CI13en2x: 2= ''sen2x
C0S2X
2
1 2 1
_2c, 895 X _5cisen2x =
sen2x cos2X
Cco0S’2x 1 —sen2x
-2C, +sen2x |= = ——
sen2x COS2X 2C0S2X
]_ _
C,== i2X=1L|0052x|+k1
2 COS2X 4
C;=—C' cost_ sen2x cost_l c 1

' 'sen2x 2c0s2x . sen2x 2

La solucion ala ecuacion propuesta es:

“‘dx=%x+x2

y =C,cos2x+C,sen2x =(%L|0032x|+x1j0052x +(%x+x2)sen2x

y =x10032x+xzsen2x+%xsen2x +%c052x L|cos 2x|
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ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE ORDEN N

Ecuacion diferencial tipo: a y™+a _ y®"V+...va,y"+a,y'+a,y="F(x)
donde (a,,a,,,-,a,,4a,,a,) son constantes, siendo f una funcion dada.

A la ecuacién se asocia una ecuacion sin segundo miembro:
ayW+a y"Di..tay'+ay+a,y=0

La integral general de la ecuacién propuesta, segun el Teorema Fundamental,
es la suma de la integral obtenida al resolver la ecuacion sin segundo miembro
y de unaintegral particular.

Se buscan soluciones de laformay =€, r complejo, solucion de la ecuacion

n-1

caracteristica: a, r"+a,_,r" " +--+a,r’+a,r+a,=0

Una raiz simple de r esta asociada a la soluciéon y =e'. A una raiz multiple r de
orden k estan asociadas soluciones e, xe™, x*e™, ..., x**e™

Se definen n soluciones (y,,Y,,:,Y,) linealmente independientes.
La integral general es: y(x)= ZCi Y (X)
i=1

Para obtener la integral particular de la ecuaciéon completa, considerando el
segundo miembro, se utilizan métodos anélagos a los vistos anteriormente.

@i Resolver: y™"-3y"+3y'-y =0

La ecuacion caracteristica: r®-3r2+3r-1=0 — (r-13=0 tiene como raiz
triple r=1

La ecuacion tiene por solucion: y = (C;+C, x+ C; x?)e”
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@?‘5« Resolver: y¥ —y"—3y"+5y'-2y =2x—7
La ecuacidn sin segundo miembro: yV —y"=3y"+5y'-2y =0

r=1 triple
r=-2

con ecuacién caracteristica: r*—r>-3r2+5r-2=0 > {
La solucion de la ecuacion sin segundo miembro:

y=C,e+(C,x+Cyx+C,x%)e*

Se quiere encontrar un polinomio de primer grado que sea solucion particular
de la ecuacién completa:

y=a+bx

y'=b
y'=y"=y"=0
con lo que,

yV —y"-3y"+5y'=2y =5b—-2(a+bx)=2x-7

identificando coeficientes: {b— L

La integral particular de la ecuacion completaes y=1-X

Segun el Teorema Fundamental, la solucion general:

y=1-x+C,e72* +(C, x+ Cyx +C, x?)e*

@ Resolver: y" —y = senx

La ecuacién sin segundo miembro: y¥ -y =0

Tiene ecuacion caracteristica: r*-1=0 con raices: —1,1, —i,i
La solucion de la ecuacion sin segundo miembro:

y=C,e ¥+ C,e*+Czcosx+C,senx

r=—i = A;C0S(—X)+A,sen(—x)= A;COSX—A,Senx
r=i = A;COSX+A,Senx
(A +Az)cosx+(—A, +A,)senx =Cycosx +C,senx
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Se quiere encontrar una solucién particular de la ecuaciéon completa bajo la forma
y =X (Acosx+B senx)

y'=(Acosx+B senx)+x(—Asenx +B cosx)
y"=2(-Asenx+B cosx)+x(—Acosx— B senx)
y'" =3(-Acosx—-B senx)+x(Asenx—B cosx)

y" =4(Asenx-B cosx)+x(Acosx+ B senx)

conloque, y¥—y=4Asenx-4Bcosx=senx

) . . 4A=1 1
identificando coeficientes: ~ A== B=0
4B =0 4

. , . 1
La solucion particular de la ecuacion completaes: y = ZX COSX
Segun el Teorema Fundamental, la solucion general:

1 -
y==xcosx+C,e *+C,e"+C;ycosx+C,senx
4
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ECUACION DIFERENCIAL LINEAL CON CAMBIO DE VARIABLE
ey
;&‘?ﬁ La variable ¥ se carbia

Secaleulmdy fdx, oy e, -, Em
~. por otra variablet enfuncién de dy / dt, d*y/det, - v

@i Resolver: xy"—y'+4x?y =0

Seat=x?> > dt=2xdx 3—:(=2x

dy _dy dt_2 dy

dx dt ‘dx  dt

2
d_y d [Zxd_yj=2ﬂ+2xi(d_y):2d_y+2)(d_(d_y)ﬂ_

dx? dx\“ dt)” “dt Tdxldt) “dt o dt{dt Jdx
2
_29Y 42 49V 50V e dY
t dt{ dt dt dt
con lo que,
dy d’y dy d’y
XY"—y'+4x°y =2X —>=+4x°—-2Xx —=+4x’y =4x>—-+4x’y =0
AR AT dt T dt Y
d?y
—+y=0 > y"+y=0
dt y y +y

La ecuacién caracteristica asociada r> +1=0 tiene raices r =+ i

Solucion: y=C;cost+C,sent

sustituyendo, y=C,cosx?+C,senx?

@5? Resolver: xy"+2y'+xy=1

Sea t=xy B y=i = y'= - _
X X

t'x-t' t'x’-2xt_t" 2t 2t

+
x2 x4 x x% X8

sustituyendo,

2t 2t 2t 2t
Xy"+2y'+xy=1 B t'-—+—+—-—+t=1
X X X X

gueda, t"+t=1
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con solucion: t=1+C;cosx+C,senx

deshaciendo el cambio:

y =;1(1+ C,cosx+C,senx)

& Resolver: yy"+y'? =6x
Sea t=yy' b t'=y?+yy"
sustituyendo, yy"+y'?=6x b t'=6X

t=I6xdx =3x%+2,

en consecuencia: yy'=3x%+2,;

2

Iyy'dy=j(3x2+x1)dx = y7=x3+klx+7»2

y?=2x3+C;x+C,

@8 Resolver: y"+y'tgx =sen2x

y' =t
Sea{ ., dy=tdx
y'=t

sustituyendo queda la ecuacion de primer orden: t'+ ttgx =sen2x

resolviendo la ecuacién sin segundo miembro t'+ttgx =0

dt dt senx
—=—ttgx b |—=- dx > Llt/=Lkcosx| — t=kcosx
dx t COS X

En t=kcosx se deriva k como funcién de x:
t'=k'cosx -k senx

trasladando el valor a la ecuacién de primer orden:

senx
t'+ttgx =sen2x > k'cosx-k senx+ k cosx

k'cosx=sen2x=2senxcosx — k'=2senx
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k=stenxdx=—2cosx+C1

siendo t=kcosx =(—2cosx+C,;)cosx = -2cos?x+C,CoSX

Como y'=t

dy =(-2cos®x+C,c08X) > Yy =I(—Zcoszx+C1cos x)dx
1
y=—§sen 2Xx-x+C;senx+C,

1
C0S2X =C0S°X —sen®x — cos2x =2co0s’x—1 - cos?x =§(0052x+1)

—2Icoszxdx =—I(c052x+1)dx =—%sen2x—x

.. 1
& Resolver: xy"-y'==
X
Sea y'=t »> dy=tdx y"=t"
. ., . 1
sustituyendo queda la ecuacién de primer orden: xt'—t=—
X

La ecuacién sin segundo miembro xt'-=t=0
Idt ax > Lltl=Lkx| — t=kx

En t=kx se deriva k como funcién de x:

t'=k'x+k
xt'—t=1 — x(k'x—k)—kx=1
X X
k'x2=— - k= j—dx———+C1
t=kx= (—L+C1J =—i+C1x
2X

2x°

Como y'=t: dy=(—%+Clx) - y=J‘(—%+Clx)dx
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y = —%L|X|+}\.1X2 + A,

4 Ecuacion de Lagrange
& y=xfly')+gly’)

Ecuacion y=xf(y")+g(y')

Con el cambio t=y"' setiene: y=xf(t)+g(t), siendo dy=tdx
y=xf(t)+g(t) +— dy=tdx=f(t)dx+xf(t")dt+g(t")dt
—tdx+f(t)dx+xf(t')dt+g(t)dt=0
—tdx+f(t)dx+xf(t')dt=—g(t")dt

[f(t)—t]dx+xf(t)dt=—g(t")dt

[f(t)-t ]i—)t(+f(t Yx=-g(t') ecuacion lineal de primer orden

& Resolver: y=xy'2+y'3
Cambio t=y' +— dy=tdx
sustituyendo, resulta:
y=xy'’+y? b y=xt?+1°

dy=t*dx+2xtdt+3t*>dt
tdx =t?’dx+2 x tdt+3t>dt

(t*—t)dx+2x tdt+3t*dt=0
e Sit=0 se obtendria la integral singulary=x.0+ 0=0

e Si t#0 setiene una ecuacion diferencial de primer orden:

t(t—l)((jj—)t(+2xt+3t2=0 - (t—l)(il—)t(+2x+3t=0

dx 2
Para resolver (t —1)a+2 x =-3t se parte de la ecuacion

sin segundo miembro: (t—l)(;—)t(+2 x=0
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(t—l)d—x=—2x ax_ 9t Lix|=L
dt X t-1
k
LIX|=Ll—| » X=——
K ‘(t—l)z (t-1)7°

Una solucion particular de la ecuacion completa bajo la forma de

un polinomio de grado uno:

dx

—=Db
dt

X=a+bt
en consecuencia:

dx
(t—1)a+2x =-3t = (t-Db+2(a+bt)=-3t

3b=-3
identificando coeficientes ~» b=-1
2a-b =0

- . 1
solucion particular: x =—§—t

La ecuacion lineal admite como integral general:

x=—1—t+ 5 sit#1l
2 (t-2
Finalmente,
2
y:)(t2+t3=—1t2 +k—t2 sit#1l
2 (t-2

1
_ ]_)2

+h

Si t=1 se obtendria la integral singulary=x.1+ 1=x+1
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s Ecuacion de Clairaut
J y=xy'+8ly’)

Ecuacion y=xy'+g(y') , caso particular de la ecuacién de Lagrange
con y'=f(y")

Con el cambio t=y"' setiene: y=xt+g(t), siendody=tdx

y=xf(t)+g({t) b dy=tdx=tdx+xdt+g(t")dt

es decir, [x+g(t)]dt=0 dt=0
’ g B X+ g(t')=0
. dy . -
© Sidt=0 > t=a=C se tiene una familia de rectas:

y=xt+g(t)=Cx+g(C)

© Si x+g(t")=0 = g(t)=C,+C,x? pardbola que es
la envolvente de la familia de rectas.

&8 Resolver: y=xy'+y'?
Cambio t=y"' +— dy=tdx
sustituyendo, resulta:
y=Xy'+y'? b y=xt+t?

dy=tdx =tdx+xdt+2tdt

dt=0
tdx =tdx + (x+2t)dt —» (x+2t)dt =
X+2t=0
© Sidt=0 > t=j—z=c se tiene una familia de rectas:

y=Xt+t>=Cx+C?
© Sidtz0 b x+2t=o:>t=_§

2

X X
dy=tdXx » dy=—-—dx b y=——
y y 5 y )

La parédbola es la envolvente de la familia de rectas. En esta

linea la tangente en un punto (X, —xf / 4) tiene por ecuacion:
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1
+—==——=(X—-X
y 2 2 ( 1)
X x?2 X x; )2
et ()el3)
2 4 2 2
recta correspondientea C= %
Vg Ecuacmn de Euler
lg ax?y"+bxy'+cy =f(x)
., ,d?y dy
Ecuacién ax®—= +bx—=+cy="f(x)
dx dx
. . ¢ 1 x>0
Con el cambio de variable x =8e", donde § = ) 0" esto es |x|=
-1 x<

conduce a una ecuacion lineal con coeficientes constantes.

t 1
x=8e' — dx=35e'dt d—=_t
dx gde
entonces,

.dydydtldyll

r do — et Jt

dx dt dx ge! dt g§et

1

., dy" dy' dt ¢ dy’ 1 1
y == —=e =
dx dt dx dt set

Sustituyendo en la ecuacién: ax®y"+bxy'+y =f(x)
2t (I 1

ae (—?yﬁ?yt +bde! S—yt+cy—f(8e)
d2

ad2 + (b - a) +cy—f(8e)

—ay't + ay't' +by't +cy=f(de") b ay't' + (b—a)y't +cy="f(5e")

1

1 1 n 1 n
T 56 yt+56t Ytjz_gyt"'gﬂ
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&) Resolver: x®y"+xy'+y=Lx
x >0 por la funcion logaritmo, el cambio es x = e

dx =eldt — ﬂ=i=e‘t
dx et

,_dy _dy dt _ __cdy
Y Sax " dt dx ¢ gt ° Vi

L_dy' _dy' dt __dy’

yr =9y’ at _. —=e‘t(—e‘tyt+e“yt)=—e‘2tyt+e‘

dx dt dx  dt
Sustituyendo en la ecuaciéon: x?y"+xy'+y =Lx

t

eZ‘(—e‘2t y, +e2! yt) +elely, +y=Le'

, " , " d2y
—“Yi+ Y tYi+ty=t B y+y=t B W"'y:t

Se tiene la ecuacion lineal |y, + y=t

La ecuacién sin segundo miembro y't' +y=0
ecuacion caracteristica r’+1=0 - r=+1 — Ez(l)

integral general sin segundo miembro: y=C,cost+C,sent

se busca un polinomio de grado uno para la solucion particular:
y=a+bt y'=b y"=0

y't'+y=t = bt=t > b=1

solucién particular: y=t

Solucion general: y=C,cost+C,sent+t

Deshaciendo el cambio: x=e' = t=Lx

y=C;cos(Lx)+C,sen (Lx)+Lx
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@ Resolver: x2y"+5xy'+4y =x

_ ¢ -X x<0
el cambio es x=3e 0=
X x>0
dx =deldt — at_ 1
dx §e'

,_dy dy dt 1 dy_ 1

-2 = — VY

“dx  dt dx  se' dt e

dy dy di_1dy 1 ( 1 1) 1. 1.
Y Tax T dt dx et dt §e' | se' Y Se! Vi e2tyt e2tyt

Sustituyendo en la ecuacion: x2y"+5xy'+4y =x

2t 1 1 - e 1o t
e (—?yt+?yt)+58e gyt+4y=8e

. " . " 2
—y, + Y, +5y,+4y=8¢e' b y, +4y'+4y=38¢e' c:]|—ty+4(:;—%[/+4y=8et

©® La ecuacion sin segundo miembro: y't' +4y'+ 4y =0
ecuacion caracteristica r+ 4r+4=0 — r=-2 (doble)

solucion sin segundo miembro: y=(C,+ C2t)e‘2t

© Se busca una solucion particular de la formay = Ae'
y=he' y'=ie'  y"=ire

sustituyendo,

y, +4y'+ dy=8e' > Ae'+4re'+4Lrel =5e

oret=5 > A= o y=iel= ¢
9 )Y

solucion particular: y = S e
9A

Solucién de la ecuacién completa: y = (C;+C,t)e™?" +% e!
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. . . t=LIx|
Deshaciendo el cambio de variable: x=8e! — 5 o
X‘=e

y = §+Xi2[cl+c2|_|x|]
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