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REPRESENTACIONES GRÁFICAS

DIAGRAMA DE SECTORES

Carreras Alumnos Fr.relativa Grados Sector
Matemáticas 2136 0,15 54,06
Filosofía 3870 0,27 97,95
Derecho 1830 0,13 46,32
Económicas 4328 0,30 109,54
Químicas 2060 0,14 52,14
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MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

A veces conviene reducir la información obtenida a un solo valor o a un número pequeño de valores
para facilitar la comparación entre distintas muestras o poblaciones. Estos valores que de alguna
forma centralizan la información, reciben el nombre de medidas de tendencia central.
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PROPIEDADES DE LA MEDIA ARITMÉTICA

CAMBIO DE ORIGEN    CAMBIO DE ESCALA
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Si se produce un cambio de origen (b), la media aritmética  )x(  se ve afectada en la medida medica en
que se produce el cambio, es decir,  )bx( +

bxb
N

n.x

N

n.b

N

n.x

N

n.b

N

n.x

N

n.)bx(
k

1i
ii

k

1i
i

k

1i
ii

k

1i
i

k

1i
ii

k

1i
ii

+=+=+=+=
+ ∑∑∑∑∑∑

======

x4)05,4(.42,16
40
648

40

n.)x.4(
8

1i
ii

====
∑
=

Si se produce un cambio de escala (c), la media aritmética  )x(  se ve afectada en la medida medica en
que se produce el cambio, es decir,  )x.c(
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CAMBIO DE ORIGEN  Y  DE ESCALA

ix in ii n.x 3x.4 i + in ii n.)3x.4( +
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Si se produce simultáneamente un cambio de origen (b) y de escala (c) en los datos, estos afectan de
igual media a la media aritmética, es decir,  )bx.c( +

bx.c
N

n.b

N

n.x.c

N

n.b

N

n.x.c

N

n.)bx.c(
k

1i
i

k

1i
ii

k

1i
i

k

1i
ii

k

1i
ii

+=+=+=
+ ∑∑∑∑∑

=====

MOMENTOS

Un momento de orden r respecto al parámetro c, se define:  
N

n.)cx(

)c(M

k

1i
i

r
i

r

∑
=

−
=

En particular, interesan dos casos:
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MOMENTOS RESPECTO AL ORIGEN
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La varianza también se puede expresar:   2
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MEDIDAS DE DISPERSIÓN O CONCENTRACIÓN

Las medidas de tendencia central reducen la información de una muestra a un solo valor, pero, en
algunos casos, éste valor estará más próximo a la realidad de las observaciones que en otros. Las
medidas de dispersión o concentración se encargan de cuantificar la representatividad de estos
valores centrales. Resaltar que los términos concentración y dispersión pueden ser utilizados
indistintamente, se observa la relación:

  alta dispersión ↔  baja concentración             baja dispersión ↔  alta concentración
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4 5 20 80 0,05 0,25
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7 2 14 98 2,95 5,9
8 2 16 128 3,95 7,9
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siempre valores positivos. En el caso que  0s2 =  se entiende que todos los  ix  coinciden con la media
aritmética  x , es decir, todas las observaciones están concentradas en un mismo punto, por lo que la
dispersión es mínima (nula).
Señalar que la varianza no se suele utilizar como  medida de representatividad de la media aritmética
por estar expresada en unidades al cuadrado. Para ello, se utiliza la desviación típica (raíz cuadrada
positiva de la varianza).
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Las medidas de dispersión utilizadas hasta ahora vienen expresadas en números concretos (unidades
en las que viene medida la variable); por tanto, no son útiles para los casos en que deseamos
establecer una comparación entre las dispersiones de dos muestras que vengan expresadas en
distintas unidades.
En este caso hay que recurrir a medias de dispersión en números abstractos, independientes de la
heterogeneidad de las unidades observadas.
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 Coeficiente de Variación de Pearson:  
x
s
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Adviértase que este coeficiente no tiene sentido cuando  0x = . A veces se multiplica por 100, para
mayor comodidad en el manejo de las cifras, trabajando en porcentajes.
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Señalar que no tiene sentido cuando  0x = , o bien cuando es negativo.

MEDIDAS DE ASIMETRIA Y APUNTAMIENTO

Una distribución de frecuencias es simétrica cuando los valores de la variable equidistantes de un
valor central tienen las mismas frecuencias. En este caso,

de MMx ==  . Las distribuciones que no son simétricas presentan una asimetría a la derecha o a la

izquierda.
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Desciende más lentamente por la derecha que por
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APUNTAMIENTO O CURTOSIS

La curtosis de una distribución de frecuencias es el apuntamiento que presenta el polígono de
frecuencias alrededor de la media. Si está muy apuntado diremos que la distribución es Leptocúrtica,
si poco apuntado Platicúrtica, y si el apuntamiento es intermedio Mesocúrtica (igual apuntamiento
que la normal).

Leptocúrtica

Platicúrtica
Mesocúrtica
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 Coeficiente de asimetría de Pearson: No tiene sentido porque no hay única moda.
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MEDIDAS DE CONCENTRACIÓN:  ÍNDICE DE GINI Y CURVA DE LORENZ

Cuando se realizaba un estudio descriptivo de los valores observados en una variable, la palabra
concentración era la opuesta a dispersión.

A partir de ahora el objeto del estudio será el total de los recursos repartidos entre todos los
individuos que intervienen en la distribución.

Si a cada individuo  in  se le atribuye una cantidad  ix  de recursos (euros sí se analizan los salarios;
toneladas de carbón si se estudia la producción de carbón de una zona...), el total de recursos que se

reparten N individuos o entes que forman la distribución será:  x.Nn.x
k

1i
ii =∑

=

La cantidad total de recursos no suele siempre repartirse de forma equitativa, sino que al haber
distintos valores posibles de la variable  ix  habrá individuos que se repartan una mayor cantidad de
recursos que otros. Es este aspecto el que se desea estudiar con las medidas de concentración.

En esta línea, se dice que una distribución está muy concentrada si la suma total de sus valores se
encuentra muy concentrada en pocos individuos, mientras que se dice que está poco concentrada si
sus recursos se encuentran repartidos entre sus individuos. Cuando los recursos están perfectamente
distribuidos se dice que la variable está equilibrada.

Para analizar la concentración de la distribución se realiza el seguimiento de los recursos repartidos
en la distribución a medida que se van asignando a los individuos. Para ello, se ordena a los individuos
en orden creciente,  observando como al avanzar los valores ocurridos de la variable van
evolucionando el número de individuos que tienen asignada una cantidad de recursos (por un lado) y
el total de recursos que esos individuos se han repartido (por otra parte).

Las mediciones se realizan  asociando a cada posible valor observado de la variable  ix  dos valores:

 La frecuencia relativa acumulada que le corresponde, 
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que perciben recursos inferiores o iguales a esa cantidad.
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Al ir aumentando el valor de la variable sobre la distribución, si la proporción de recursos que se van
repartiendo es aproximadamente igual a la proporción de individuos que se lo van repartiendo, la
variable estará bien repartida y, en consecuencia, la distribución estará poco concentrada.

Si por el contrario, los individuos que menos perciben se reparten una proporción de recursos muy
inferiores a la que representan ellos con respecto al total de los individuos, la distribución será muy
concentrada y los recursos mal repartidos.

El análisis descrito se visualiza de forma sencilla sobre un cuadrado de lado unidad (100%) y recibe el
nombre de curva de concentración de Lorenz.
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Para el desarrollo del estudio se parte de una tabla como la que se describe:

ix in ii n.x iN acumuladan.xu iii = 100.
N
N

p% i
i = 100.

u
u

q%
k

i
i =

1x 1n 11 n.x 1N 111 n.xu = 1p 1q

2x 2n 22 n.x 2N 22112 n.xn.xu += 2p 2q

ix in ii n.x iN ∑
=

=
i

1i
iii n.xu ip iq

kx kn kk n.x kN ∑
=

=
k

1i
iik n.xu kp kq

N ∑
=

k

1i
ii n.x

En la columna  acumuladan.xu iii =  se expresan las sumas acumuladas parciales del recurso hasta el

lugar correspondiente, y donde pi  y  qi  son las proporciones de individuos y recursos acumulados,
respectivamente, que se pueden calcular:

                                    
N
N

p i
i =               

k

i
i u

u
q =         (.100  expresados en porcentajes)

Al estar ordenados los xi en orden creciente, al principio aparecen los que menos perciben y, por
tanto, la proporción de individuos siempre tiene que avanzar más rápidamente que la proporción de
recursos repartidos. Así, pues, siempre  ii qp ≥

Para la curva de Lorenz construimos un cuadrado de lado unidad (100%), representando en los ejes
los valores pi (individuos) y qi (recursos). Si sobre el eje de abscisas se representan los valores pi
(individuos) y sobe el eje de ordenadas los valores qi (recursos), la curva formada siempre estará  por
debajo de la diagonal principal del cuadrado.

Es evidente que si  ii qp =  la curva coincidiría con la diagonal, la proporción de individuos y de recursos
irían evolucionando conjuntamente, y sería un caso de variable equidistribuida.
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Si por el contrario, la curva se va alejando hacia los lados del cuadrado, dejando entre ella y la
diagonal un área considerable, cuanto mayor sea esta separación, mayor será la concentración y peor
el reparto de recursos.

El caso de máxima concentración se alcanzaría cuando la curva de Lorenz coincidiese con los lados del
cuadrado, dejando un área entre ella y la diagonal de 0,5 (mitad del área del cuadrado de lado
unidad).

La idea de medir el área entre la diagonal y la curva de Lorenz da como resultado el llamado  Índice de
Concentración de Gini, que viene expresado:

    1I0

p

q

1

p

)qp(

I G1k

1i
i

1k

1i
i

1k

1i
i

1k

1i
ii

G ≤≤−=
−

=

∑

∑

∑

∑
−

=

−

=
−

=

−

=  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎯⎯ →⎯=
≡⎯⎯⎯ →⎯

⎯⎯⎯ →⎯
⎯⎯ →⎯=

+

+

recursosdetotalelllevaseindividuoun1I

)iónconcentracmayorrepartopeor(1I

)equitativorepartomejor(0I

buciónequidistri0I

G

próximo
G

próximo
G

G

Adviértase que:  
∑
∑

∑
∑

∑
∑

∑
∑∑

∑
∑ −=−=

−
=

−

i

i

i

i

i

i

i

ii

i

ii

p

q
1

p

q

p

p

p

qp

p

)qp(
   (propiedad sumatorio)

RELACIÓN ENTRE ÍNDICE CONCENTRACIÓN DE GINI Y CURVA DE LORENZ

Dado un punto cualquiera (pi, qi) de la curva de Lorenz

 buciónEquidistri0Iiqp G
diagonallasobreLorenzdecurva

ii =⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯∀=

 iónConcentracMáxima1I0qqqq G
cuadradodelladossobreLorenzdecurva

1k321 =⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯===== −
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El coeficiente de Corrado Gini (1884‐1965) satisface cuatro principios para medir la desigualdad:

♦ Principio de anonimato.‐  Si se produce una modificación en una distribución de renta consistente
en que dos individuos intercambien sus rentas, el valor del índice no debe variar.

♦ Principio de la población.‐  Si se multiplica por un mismo escalar el tamaño de todos los conjuntos
de individuos con la misma renta, el valor del índice no debe variar. Es decir, el tamaño de la
población no importa, lo que interesa son las proporciones de individuos de la población que
perciben diferentes niveles de renta.

♦ Principio de la renta relativa.‐  El índice debe mantenerse invariante frente a las variaciones
proporcionales en todas las rentas.

♦ Principio de Dalton.‐  Toda transferencia de renta de un individuo a otro más rico ha de aumentar
el valor de la desigualdad, y recíprocamente toda transferencia de renta de un individuo a otro
más pobre ha de reducir el índice, siempre que la ordenación relativa de los individuos se
mantenga.
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MEDIDAS DE CONCENTRACIÓN INDUSTRIAL

ÍNDICE DE HERFINDAHL

Sea un conjunto de k empresas con una cifra de ventas xi, se denomina Cuota de Mercado a la

cantidad:  

∑
=

= k

1i
i

i
i

x

x
s

El Índice de Concentración de Herfindahl es la cantidad:   ∑
=

=
k

1i

2
isH

PROPIEDADES DEL ÍNDICE DE HERFINDAHL:

 Es un índice acotado:   1H
k
1

≤≤

 En un mercado de competencia perfecta:  
k
1

H=  ,  puesto que  
k
1

k
1

H
k

1i

2

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=∑

=

 En un mercado monopolístico:   1H=

Ejemplo:  Importaciones de vino (millones de litros) según el Banco Mundial en 2004:

Francia Italia Australia España Chile Alemania Portugal
1049 952 731 183 152 80,6 53

Cuota de mercado e Índice de Herfindahl:

Francia Italia Australia España Chile Alemania Portugal
1049 952 731 183 152 80,6 53 3204,6

is 0,3273 0,2971 0,2281 0,0571 0,0474 0,0252 0,0178 1
2
is 0,1072 0,0883 0,0520 0,0033 0,0022 0,0006 0,0003 0,2539

La cuota de mercado de cada país se calcula mediante la fórmula:  ∑
=

=
7

1i
iii x/xs .

En el caso de competencia perfecta la cuota de mercado sería  1428,07/1si == , por lo que se puede
afirmar que en este mercado no existe competencia perfecta.

El índice de concentración de Herfindahl:  2539,0sH
7

1i

2
i ==∑

=

Índice de Theil

Indicador de desigualdad en el reparto de una magnitud entre distintas unidades preceptoras o de
asignación (el reparto puede tener lugar entre personas (rentas), empresas (cuotas de mercado),
unidades espaciales (provincias o regiones), etc.,  fue introducido inicialmente como una medida de
entropía dentro del contexto de la teoría de la información.
La entropía sirve para medir el grado de desorden en un sistema (un sistema desordenado sería
equivalente a otro en el que cada uno de los componentes del mismo no están 'equilibrados') y
también para comparar situaciones distintas.
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El índice de Theil se define, inicialmente, en términos de las probabilidades de los distintos valores de
una distribución. Sin embargo, esas probabilidades pueden aproximarse por las frecuencias relativas
observadas para esos valores o simplemente por un conjunto de proporciones, con las únicas
condiciones de que sean no negativas y que su suma sea igual a la unidad.

En el marco de este contexto, sean N individuos con rentas  )x,,x,x( k21 , la proporción de la masa

total de las rentas que corresponde al individuo i‐ésimo será: 

∑
=

= k

1i
ii

i
i

n.x

x
p

El índice de Theil, se define:  )p(HNlnT iN−=

se basa en la entropía o medida del desorden:   )p(Ln.n.p
p
1

Ln.n.p)p(H i

k

1i
ii

i

k

1i
iiiN ∑∑

==
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

El índice de Theil presenta el inconveniente de que depende del número máximo de observaciones.
Los valores extremos del índice de Theil son  [ ]NLn,0

 0T =  cuando  [ ]0ppp 1k21 ==== −  (toda la cuota de mercado de todas las empresas pi vale

cero, salvo la de una que es la unidad. Situación de monopolio). La concentración es máxima.

 NLnT =  cuando  [ ]k21 ppp ===  (la cuota de mercado de todas las empresas pi son iguales.

Situación de reparto igualitario). La concentración es mínima.

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎯→⎯
⎯→⎯

)iónconcentracima(máxequidadMenor0T

)iónconcentracima(mínequidadMayorNLnT

 El índice de Theil no requiere la ordenación de los valores

 El índice de Theil permite descomponer la desigualdad en subgrupos, en este sentido se puede
estudiar la desigualdad debida a cada uno de los subgrupos.

 0)p(Ln.n.p0púnlgaSi iiii ==

Se define el índice de Theil relativo:  
NLn
T

T =         1T0 ≤≤

Ejemplo:  Dada la distribución de salarios semanales (euros), determinar el coeficiente de Theil

ix in ii n.x ∑
=

= k

1i
ii

i
i

n.x

x
p

ipLn iii pLn.n.p

80 10 800 0,01 ‐4,605 ‐0,461
150 20 3000 0,01875 ‐3,977 ‐1,491
200 15 3000 0,025 ‐3,689 ‐1,383
240 5 1200 0,03 ‐3,507 ‐0,526

50 8000 ‐3,861

861,3)p(Ln.n.p)p(H i

4

1i
iii50 =−= ∑

=
        912,3)50(Ln =
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Índice de Theil :  051,0861,3912,3)p(H50lnT i50 =−=−=

Índice de Theil relativo:   013,0
912,3
051,0

50Ln
T

T ===
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EJERCICIOS DE ESTADÍSTICA DESCRIPTIVA UNIDIMENSIONAL

1.  Se realiza un estudio en una ciudad sobre la capacidad hotelera y se obtienen los siguientes
resultados:

Plazas
)LL[ 1ii +−

Número de Hoteles

in

0 ‐ 10 25
10 ‐ 30 50
30 ‐ 60 55
60 ‐ 100 20

a)  Representar gráficamente esta distribución de frecuencias mediante un histograma.
b)  ¿Cuál es la proporción de hoteles que disponen de entre 11 y 60 plazas?
c)  ¿Cuántos hoteles tienen treinta o menos plazas?
d)  ¿cuál es la proporción de hoteles que disponen de entre 15 y 50 plazas?. ¿Qué hipótesis hace para
     este último cálculo?

Solución:

a)

Intervalos
)LL[ 1ii +−

Fr.
absoluta

in

Amplitud

ic

Marca
clase

ix

Fr. absoluta
acumulada

iN

Fr. relativa

N
n

f i
i =

Fr. absoluta
relativa

N
N

F i
i =

Densidad

i

i
i c

n
d =

0 ‐ 10 25 10 5 25 0,17 0,17 2,5
10 ‐ 30 50 20 20 75 0,33 0,50 2,5
30 ‐ 60 55 30 45 130 0,37

70%
0,87 1,83

60 ‐ 100 20 40 80 150 0,13 1 0,5
150 100 1

b)  El 70% de los hoteles disponen entre 11 y 60 plazas:

                %)70(7,0ff 32 =+ ,  o bien    7,0
150
105

150
5550

N
nn

% 32 ==
+

=
+

=

c)  Los hoteles que tienen treinta o menos plazas:   75N2 =
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d)  Proporción de hoteles que disponen entre 15 y 50 plazas:

    Entre 15 y 30:   hoteles5,37x
x
15

50
20

x
1530

50
1030

==
−

=
−

    Entre 30 y 50:   hoteles67,36x
x
20

55
30

x
3050

55
3060

==
−

=
−

El número de hoteles entre 15 y 50 plazas hay  hoteles17,7467,365,37 =+

La proporción de hoteles con estas plazas:    %44,49100.
150
17,74

hoteles% ==

En el cálculo realizado se supone que la distribución de hoteles es uniforme, es decir, se supone que
hay el mismo número de hoteles con 31 plazas, con 32 plazas,  etc.

En cada caso, este número es la densidad  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

i

i
i c

n
d de frecuencia correspondiente.

2.  Se ha realizado un estudio entre 100 mujeres mayores de 15 años, observándose el número de
hijos de las mismas. El resultado ha sido:

Número de hijos  )x( i Número de mujeres  )n( i

0 13
1 20
2 25
3 20
4 11
5 7
6 4

a)  Calcular el número medio de hijos, la mediana y la moda.
b)  Calcular los cuartiles. Explicar su significado.
c)  ¿Cuál es el número máximo de hijos que tiene el 70% de las mujeres que menos hijos tienen?
d)  Calcular la desviación típica y coeficiente de variación de Pearson.
e)  Analizar la forma de la distribución calculando los coeficientes correspondientes.

Solución:

a)

ix in iN N
n

f i
i = N

N
F i
i = ii nx )xx( i − 2

i )xx( − i
2

i n)xx( − i
3

i n)xx( − i
4

i n)xx( −

0 13 13 0,13 0,13 0 ‐2,33 5,43 70,58 ‐164,44 383,15

1 20 33 0,20 0,33 20 ‐1,33 1,77 35,38 ‐47,05 62,58

2 25 58 0,25 0,58 50 ‐0,33 0,11 2,72 ‐0,90 0,30
3 20 78    

  7
0 
   
 5
0 
   
25

0,20 0,78 60 0,67 0,45 8,98 6,02 4,03
4 11 89 0,11 0,89 44 1,67 2,79 30,68 51,23 85,56
5 7 96 0,07 0,96 35 2,67 7,13 49,90 133,24 355,75
6 4 100 0,04 1 24 3,67 13,47 53,88 197,72 725,65

100 1,0 233 252,11 175,82 1617,01



19

Media aritmética:   33,2
100
233

N

nx

x

7

1i
ii

===
∑
=

Mediana:   2Me =    (pasa de la mitad 50%)                   2Md =   )ndegramásel,25n( 3 =

b)

   1º Cuartil  %)25delpasaF(hijo1Q:25
4

100
21 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ =

2º Cuartil  %)50delpasaF(hijos2MQ:50
2

100
3e2 ==⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ =

3º Cuartil  %)75delpasaF(hijos3Q:75
4
3.100

43 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ =

c)  El número máximo de hijos que tiene el 70% de las mujeres que menos hijos tienen es el decil 7

               Decil 7:  3 hijos   )7,0depasaF4

d)    Varianza:  

[ ]
2

7

1i
i

2

2
2 hijos5211,2

100
11,252

N

nxx

sm ==
−

==
∑
=

        Desviación típica:  hijos59,15211,2s ==

        Coeficiente de Variación de Pearson:  %24,68deldispersiónuna6824,0
33,2
59,1

x
S

V.C ===

e)    ASIMETRÍA DE LA DISTRIBUCIÓN:

 Coeficiente de asimetría de Fisher:

        positivaoderechalaaAsimetría04378,0
59,1

76,1

s

n)xx(
N
1

s

m
g

33

7

1i
i

3
i

3
3

1 >==
−

==
∑
=

 Coeficiente de asimetría de Bowley:

        Simétrica0
13

2.213
QQ

M2QQ
A

13

e13
B =

+
−+

=
+
−+

=

APUNTAMIENTO O CURTOSIS:

 Coeficiente de curtosis:

        CAPLATICÚRTI047,03
59,1

17,16

s

n)xx(
N
1

3
s

m
g

44

7

1i
i

4
i

4
4

2 <−=−=
−

=−=
∑
=
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3.  En la tabla se refleja la distribución del importe de las facturas (en euros) por reparación de
carrocería de una muestra de 80 vehículos en un taller.

Importe Número de facturas
0 ‐ 60 10
60 ‐ 80 20
80 ‐ 120 40
120 ‐ 240 10

Se pide:
a)  Calcular el importe medio. ¿El valor hallado es representativo de la distribución de facturas?
b)  Calcular el importe mediano y el importe más frecuente.
c)  ¿Cuál es el importe máximo pagado por las 60 reparaciones más baratas?.
d)  Calcular el importe mínimo pagado por el tercio de vehículos con facturas de mayor importe.
e)  Grado de asimetría que representa la distribución con la mayor precisión posible.

Solución:

a)

)LL[ 1ii +− ix in ii n.x i
2
i n.x iN N

n
f i
i = N

N
F i
i = ic

i

i
i c

n
d =

0 ‐ 60 30 10 300 9000 10 0,13 0,13 60 0,167
60 ‐ 80 70 20 1400 98000 30 40 0,25 0,38 20 1
80 ‐ 120 100 40 4000 400000 70 0,50 0,88 40 1
120 ‐ 240 180 10 1800 324000 80 0,13 1,00 120 0,083

80 7500 831000 1 180

El importe medio:   euros75,93
80
7500

N

n.x

xa

4

1i
ii

1 ====
∑
=

La representatividad queda definida por el CV (Coeficiente de Variación de Pearson):

5,10387
80

831000
N

n.x

a

4

1i
i

2
i

2 ===
∑
=

4375,159875,935,10387aas 22
12

2 =−=−=                   euros98,394375,1598s ==

REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA MEDIA

%)64,42(4264,0
75,93
98,39

CV ==

El grado de dispersión es del 42,64%.
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b)  El importe mediano se encuentra en el intervalo  [ )12080−

Mediana  :40
2
80

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ =   9040

3070
3040

8040
3070

30
2
80

80c
NN

N
2
N

LM i

in

1ii

1i

ie =
−
−

+=
−

−
+=

−

−
+=

−

−

88,0F3 = La Mediana pasa del 50% del número de facturas.

 El importe más frecuente es la moda,  dM , que se encuentra en los intervalos  [ )8060−  y

[ )12080−  por ser  1hh 32 ==  la densidad más alta.

             i
1ii1ii

1ii
id c

)dd()dd(

)dd(
LM

+−

−

−+−

−
+=                     Moda aproximada:  i

1i1i

1i
id c

dd

d
LM

+−

+

+
+=

 Intervalo  [ )8060− :     euros8020
)11()167,01(

)167,01(
60Md =

−+−
−

+=

 Intervalo  [ )12080− :     euros8040
)083,01()11(

)11(
80Md =

−+−
−

+=

NOTA.‐ Adviértase que calculando la Moda aproximada (cuando existen intervalos de distintas
amplitudes), nos encontramos ante un caso bimodal.

 Intervalo  [ )8060− :     euros14,7720
1167,0

1
60M 1d =

+
+=

 Intervalo  [ )12080− :     euros07,8340
083,01

083,0
80M

2d
=

+
+=

Como los intervalos modales son contiguos podría hacerse también como un único intervalo modal de
[ )12060− .

c)  Importe máximo pagado por las 60 reparaciones más baratas:   Haciendo 100 partes, la proporción
de las 60 facturas respecto a la 80 totales:

75
80
60.100

x
x60

10080 ==
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎯→⎯
⎯→⎯

Hay que calcular el tercer cuartil (o el percentil 75)

:60
4

80.3

4

N.3
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ==    euros11040

3070

3060
80c

NN

N
4

N3

LQ

4/N3

i

in

1ii

1i

i3 =
−
−

+=
−

−
+=

−

−
   [ ]753 PQ =

d)  El importe mínimo pagado por el tercio de vehículos con facturas de mayor importe: Haciendo 10
partes, la proporción del tercio de vehículos respecto a la de 80 totales:

3
3
10

x
x3/80

1080 ≈=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎯→⎯
⎯→⎯

Hay que calcular el tercer decil.
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:24
10
80.3

10
N.3

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ==    euros7420

1030
1024

60c
NN

N
10

N3

LD

10/N3

i

in

1ii

1i

i3 =
−
−

+=
−

−
+=

−

−

 e)  Para calcular el grado de asimetría y curtosis que presenta la distribución:

ix in ii n.x )xx( i − i
2

i n.)xx( − i
3

i n.)xx( − i
4

i n.)xx( −

30 10 300 ‐63,75 40640,625 ‐2590839,84 165166040,04
70 20 1400 ‐23,75 11281,25 ‐267929,69 6363330,08
100 40 4000 6,25 1562,5 9765,63 61035,16
180 10 1800 86,25 74390,625 6416191,41 553396508,79

80 7500 127875 3567187,50 724986914,06

   75,93
80
7500

N

n.x

xa

4

1i
ii

1 ====
∑
=

   98,394375,1598s4375,1598
80

127875
N

n.)xx(

s

4

1i
i

2
i

2 ====
−

=
∑
=

   70,1888
80

50,3567187
N

n.)xx(

m

4

1i
i

3
i

3 ==
−

=
∑
=        43,9062336

80
06,724986914

N

n.)xx(

m

4

1i
i

4
i

4 ==
−

=
∑
=

 Coeficiente de asimetría de Fisher:    00295,0
98,39

70,1888

s

m
g

33
3

1 ≅=== Asimetría positiva

(pequeña asimetría hacia la derecha)

 Coeficiente de asimetría de Bowley:    0
70110

90.270110
QQ

M2QQ
A

13

e13
F =

+
−+

=
+
−+

= Simétrica

     7020
1030
1020

60c
NN

N
4

N

LQ

4/N

i

in

1ii

1i

i1 =
−
−

+=
−

−
+=

−

−
        11040

3070
3060

80c
NN

N
4

N3

LQ

4/N3

i

in

1ii

1i

i3 =
−
−

+=
−

−
+=

−

−

 Coeficiente de curtosis o apuntamiento:  0547,03
98,39

43,9062336
3

s

m
g

44
4

2 >=−=−= La

distribución es LEPTOCÚRTICA (mayor apuntamiento que la distribución normal).

En consecuencia, la distribución del importe de facturas presenta una pequeña asimetría a la derecha
(positiva) con un mayor apuntamiento que la distribución normal (Leptocúrtica).
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4.  Una entidad bancaria dispone de 50 sucursales en el territorio nacional y ha observado el número
de empleados que hay en cada una de ellas para un estudio posterior. Las observaciones obtenidas
han sido:

12 10 9 11 15 16 9 10 10 11 12 13 14 15 11 11 12
16 17 17 16 16 15 14 12 11 11 11 12 12 12 15 13 14
16 15 18 19 18 10 11 12 12 11 13 13 15 13 11 12

a)  Calcular la distribución de frecuencias de la variable obteniendo las frecuencias absolutas, relativas
      y sus correspondientes acumuladas.
b)  ¿Qué proporción de sucursales tiene más de 15 empleados?
c)  Diagrama de barras y diagrama acumulativo de frecuencias correspondientes.
d)  Agrupar en intervalos de amplitud 3 los valores de la variable, calcular su distribución de
     frecuencias y representar el histograma y su polígono de frecuencias acumuladas.
e)  Calcular la mediana y el coeficiente de asimetría de Fisher en datos agrupados en intervalos de
      amplitud 3.

Solución:

a)

empleados
sucursales
Fr. absoluta

nº empleados
Fr. absoluta acumulada

empleado/sucursal
Fr. relativa

Fr. relativa acumulada

ix in iN N
n

f i
i = N

N
F i
i =

9 2 2 0,04 0,04
10 4 6 0,08 0,12
11 10 16 0,20 0,32
12 10 26 0,20 0,52
13 5 31 0,10 0,62
14 3 34 0,06 0,68
15 6 40 0,12 0,8
16 5 45 0,1 0,9
17 2 47 0,04 0,94
18 2 49 0,04 0,98
19 1 50 0,02 1

50 1

b)  Las sucursales con más de 15 empleados:  101225nnnn 111098 =+++=+++

% sucursales con más de 15 empleados  %20100.
50
10

==

c)
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d)  Los datos agrupados en intervalos de amplitud 3:

Intervalos empleados
sucursales
F. absoluta

nº empleados
F. abs acumulada

empleado/sucursal
Fr. relativa

Fr. relativa
acumulada

amplitud
densidad
(altura)

)LL[ 1ii +− ix in iN N
n

f i
i = N

N
F i
i = ic

i

i
i c

n
d =

8 ‐ 11 9,5 6 6 0,12 0,12 3 2
11 ‐ 14 12,5 25 31 0,50 0,62 3 8,33
14 ‐ 17 15,5 14 45 0,3 0,90 3 4,67
17 ‐ 20 18,5 5 50 0,10 1 3 1,67

50 1 12

e)  Para calcular la mediana y el coeficiente de asimetría de Fisher:

)LL[ 1ii +− ix in iN ic iinx i
2

i n.)xx( − iei n.Mx − ii n.xx − i
3

i n.)xx( −

8 ‐ 11 9,5 6 6 3 57 99,88 22,68 24,48 ‐407,50
11 ‐ 14 12,5 25 31    

25

3 312,5 29,16 19,5 27 ‐31,49
14 ‐ 17 15,5 14 45 3 217 51,61 31,08 26,88 99,09
17 ‐ 20 18,5 5 50 3 92,5 121,03 26,1 24,6 595,48

50 679 301,68 99,36 102,96 255,57

58,13
50
679

N

n.x

xa

4

1i
ii

1 ====
∑
=          77,703,6s03,6

50
68,301

N

n.)xx(

s

4

1i
i

2
i

2 ====
−

=
∑
=
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28,133
631
625

11c
NN

N
2
N

LM

2/N

i

in

1ii

1i

ie =
−
−

+=
−

−
+=

−

−

 El coeficiente de asimetría de Fisher: 
3
3

1
s

m
g =

11,5
50
57,255

N

n.)xx(

m

4

1i
i

3
i

3 ==
−

=
∑
=

0011,0
77,7

11,5

s

m
g

33
3

1 >=== La distribución presenta una ligera asimetría a la derecha

5.  Se ha realizado una encuesta en 30 hogares en la que se pregunta el número de individuos que
conviven en el domicilio habitualmente. Las respuestas obtenidas son las siguientes:

4 4 1 3 5 3 2 4 1 6 2 3 4 5 6
6 2 3 3 3 2 1 8 3 5 3 4 7 2 3

a)  Calcular la distribución de frecuencias de la variable obteniendo las frecuencias absolutas, relativas
y sus correspondientes acumuladas.
b)  ¿Qué proporción de hogares están compuestos por tres o menos personas? ¿Qué proporción de
individuos viven en hogares de tres o menos miembros?
c)  Diagrama de frecuencias absolutas y diagrama de frecuencias acumuladas.
d)  Agrupar en intervalos de amplitud 2 los valores de la variable, calcular la distribución de
frecuencias y representar con los correspondientes gráficos las frecuencias absolutas y acumuladas .

Solución:

a)

personas
hogares

Fr. absoluta
persona/hogar

hogares
Fr. absoluta acumulada

Fr. relativa Fr. relativa acumulada

ix in ii n.x iN N
n

f i
i = N

N
F i
i =

1 3 3 3 0,10 0,10
2 6 12 9 0,20 0,30
3 8 24 17 0,27 0,57
4 5 20 22 0,17 0,73
5 4 20 26 0,13 0,87
6 2 12 28 0,07 0,93
7 1 7 29 0,03 0,97
8 1 8 30 0,03 1

30 106 1

b)  Los hogares que están compuestos por tres o menos personas:  17863nnn 321 =++=++

% hogares con tres o menos personas  %67,56100.
30
17

==
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Las personas que viven en hogares de
tres o menos miembros:

3924123n.xn.xn.xn.x 332211

3

1i
ii =++=++=∑

=

% personas que viven en hogares de tres o menos miembros:  %8,36
106
39

n.x

n.x

personas 8

1i
ii

3

1i
ii

===

∑

∑

=

=

c)

d)  Los datos agrupados en intervalos de amplitud 2:

Intervalos personas
hogares

F. absoluta
personas

F. abs acumulada
persona/hogar
Fr. relativa

Fr. relativa
acumulada

amplitud
densidad
(altura)

)LL[ 1ii +− ix in iN N
n

f i
i = N

N
F i
i = ic

i

i
i c

n
d =

0 ‐ 2 1 9 9 0,30 0,30 2 4,5
2 ‐ 4 3 13 22 0,43 0,73 2 6,5
4 ‐ 6 5 6 28 0,20 0,93 2 3
6 ‐ 8 7 2 30 0,07 1 2 1

30 1 8
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6.  En la tabla se muestran las rentas (en miles de euros)  y el número de personas que las perciben:

Rentas (miles euros)
)LL[ 1ii +− in

3 ‐ 7 12
7 ‐ 13 18
13 ‐ 17 24
17 ‐ 23 12
23 ‐ 27 12

Se quiere obtener:

a) El polígono de frecuencias absolutas y el histograma.
b) Mediana, tercer Cuartil, Moda y Media Aritmética.
c) Coeficientes de Asimetría de Fisher.
d) Coeficiente de Curtosis.
e) Concentración de la renta (curva de Lorenz, Índice de Gini).

Solución:

a) El polígono de frecuencias absolutas y el histograma.‐ La tabla de frecuencias absolutas:

Rentas
)LL[ 1ii +− ix in iN

Amplitud

ic i

i
i c

n
d =

3 ‐ 7 5 12 12 4 3
7 ‐ 13 10 18 30 1iN− 6 3 1id −

13 ‐ 17 15 24 54 iN 4 6 id
17 ‐ 23 20 12 66    

N
/2
=3
9

6 2 1id +

23 ‐ 27 25 12 78 4 3

En la construcción del histograma
hemos de colocar encima de cada
intervalo un rectángulo cuyo área sea
igual (en número) a la frecuencia
absoluta de dicho intervalo,
procediendo a calcular la densidad
(altura)  id  de cada rectángulo

i

i
i c

n
d = ,  donde  ic  es la longitud del

intervalo

b)  Mediana, tercer Cuartil, Moda y Media Aritmética.

Para calcular la Mediana,   39
2

78

2

N
== . La observación 39 se encuentra en el intervalo [13 ‐ 17)
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 Mediana:  5,144
3054
3039

134
3054

30
2
78

13c
NN

N
2
N

LM i

in

1ii

1i

ie =
−
−

+=
−

−
+=

−

−
+=

−

−

 Tercer Cuartil:    5,58
4

78.3
=

La observación 58,5 se encuentra en el intervalo [17 ‐ 23)

125,186
5466
545,58

17c
NN

N
4

N.3

LQ

4/N3

i

in

1ii

1i

i3 =
−
−

+=
−

−
+=

−

−

 La Moda es el intervalo de máxima frecuencia. Por tanto, el intervalo modal es [13 ‐ 17).
La posición exacta de la moda se calcula estableciendo una proporcionalidad entre las bases y las
densidades (alturas).

En nuestro caso, los intervalos tienen distinta amplitud,  i
1ii1ii

1ii
id c

)dd()dd(

)dd(
LM

+−

−

−+−

−
+=

Una fórmula aproximada de la Moda
cuando existen distintas amplitudes: i

1i1i

1i
id c

dd

d
LM

+−

+

+
+=

4,154
)26()36(

)36(
13Md =

−+−
−

+= Fórmula aproximada:  6,144
23

2
13Md =

+
+=

 Media Aritmética

Rentas
)LL[ 1ii +− ix in ii n.x

3 ‐ 7 5 12 60
7 ‐ 13 10 18 180
13 ‐ 17 15 24 360
17 ‐ 23 20 12 240
23 ‐ 27 25 12 300

78n
5

1i
i =∑

=
∑
=

=
5

1i
ii 1140n.x

615,14
78

1140
N

n.x

x

5

1i
ii

===
∑
= (miles de euros)
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c)  Coeficiente de Asimetría de Fisher.

El coeficiente de asimetría de Fisher:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
=
>

=
negativaoizquierdalaaAsimetría0A

Simetría0A

positivaoderechalaaAsimetría0A

s

m
g

F

F

F

3
3

1

Sabemos que,  428,13Md =       615,14x =

Rentas
)LL[ 1ii +− ix in ii n.x xxi − i

2
i n)xx( − i

3
i n)xx( −

3 ‐ 7 5 12 60 ‐ 9,615 1109,38 ‐ 10666,676
7 ‐ 13 10 18 180 ‐ 4,615 383,368 ‐ 1769,243
13 ‐ 17 15 24 360 0,385 3,557 1,369
17 ‐ 23 20 12 240 5,385 347,979 1873,865
23 ‐ 27 25 12 300 10,385 1294,179 13440,046

78n
5

1i
i =∑

=
∑
=

=
5

1i
ii 1140n.x 3138,463 2879,361

♦  Varianza, desviación típica y tercer momento respecto a la media:

237,40
78
463,3183

N

n)xx(

sm

5

1i
i

2
i

2
2 ==

−
==
∑
=    343,6237,40s ==⇒

El tercer momento respecto a la media:   915,36
78
361,2879

N

n)xx(
m

5

1i
i

3
i

3 ==
−

=
∑
=

El coeficiente de asimetría de Fisher:  0145,0
343,6

915,36

s

m
g

33
3

1 >=== , con lo que la distribución

presenta una asimetría a la derecha o positiva.

d)  Coeficiente de Curtosis.

La curtosis de una distribución de frecuencias es el apuntamiento que presenta el polígono de

frecuencias alrededor de la media. El coeficiente de curtosis  3
s

m
g

4
4

2 −=

                       
N

n)xx(

sm

k

1i
i

2
i

2
2

∑
=

−
==     y       

N

n)xx(

m

k

1i
i

4
i

4

∑
=

−
=

 0g2 >   Más apuntamiento que la normal: Leptocúrtica
 0g2 =   Igual apuntamiento que la normal: Mesocúrtica
 0g2 <  Menor apuntamiento que la normal: Platicúrtica

En la distribución, conocemos:   615,14x =        343,6s =
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Rentas
)LL[ 1ii +− ix in ii n.x 2

i )xx( − i
2

i n)xx( − i
4

i n)xx( −

3 ‐ 7 5 12 60 92,4482 1109,38 102560,036
7 ‐ 13 10 18 180 21,2982 383,368 8165,039
13 ‐ 17 15 24 360 0,1482 3,557 0,5271
17 ‐ 23 20 12 240 28,9982 347,979 10090,747
23 ‐ 27 25 12 300 107,848 1294,179 139574,293

78n
5

1i
i =∑

=
∑
=

=
5

1i
ii 1140n.x 3138,463 260390,6421

Momento de cuarto orden respecto a la media:  3415,3338
78

6421,260390
N

n)xx(
m

k

1i
i

4
i

4 ==
−

=
∑
=

El coeficiente de curtosis de Fisher:  09377,03
343,6

3415,3338
3

s

m
g

44
4

2 <−=−⇒−= , con lo cual,

la distribución presenta menor apuntamiento que la normal: Platicúrtica

d)  Concentración de la renta (curva de Lorenz, Índice de Gini).

Realizamos la siguiente tabla:

Rentas
)LL[ 1ii +− ix in iN 100)NN(p% ii = ii n.x

iii nxu =

acumulada
100

u
u

q%
k

i
i = )qp(% ii −

3 ‐ 7 5 12 12 15,38 60 60 5,26 10,12
7 ‐ 13 10 18 30 38,46 180 240 21,05 17,41
13 ‐ 17 15 24 54 69,23 360 600 52,63 16,60
17 ‐ 23 20 12 66 84,62 240 840 73,68 10,93
23 ‐ 27 25 12 78 100 300 1140 100 0

78 69,207p
4

1i
i =∑

=
1140 63,152q

4

1i
i =∑

=
06,55)qp(

4

1i
ii =−∑

=

♦  La  curva de concentración o curva de Lorenz

La idea de medir el área da como resultado el llamado Índice de concentración de Gini, que se define
como el área comprendida entre la diagonal y la curva de Lorenz.
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∑

∑

∑

∑
−

=

−

=
−

=

−

= −=
−

= 1k

1i
i

1k

1i
i

1k

1i
i

1k

1i
ii

G

p

q

1

p

)qp(

I        1I0 G ≤≤

Índice de Gini:    2651,0
69,207
06,55

p

)qp(

I 4

1i
i

4

1i
ii

G ==
−

=

∑

∑

=

=  , o bien:  2651,0
69,207
63,152

1

p

q

1I 1k

1i
i

1k

1i
i

G =−=−=

∑

∑
−

=

−

=

Luego la renta, aunque no equidistribuida, no está muy concentrada.

7.  En la tabla adjunta se expresa la distribución de rentas de determinada región (expresada en
10.000 euros). ¿Qué porcentaje de individuos percibe el 50% de la renta?.

Niveles renta 0,5 ‐ 1,5 1,5 ‐ 2,5 2,5 ‐ 3,5 3,5 ‐ 4,5 4,5 ‐ 5,5
Número individuos 583 435 194 221 67

Solución:

Nivel
Renta ix

Individuos

in
iN iinx

iii nxu =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u
u

q%
k

i
i =

0,5 ‐ 1,5 1 583 583 583 583 38,87 17,92
1,5 ‐ 2,5 2 435 1018 870 1453 67,87 44,65

x 50
2,5 ‐ 3,5 3 194 1212 582 2035 80,80 62,54
3,5 ‐ 4,5 4 221 1433 884 2919 95,53 89,70
4,5 ‐ 5,5 5 67 1500 335 3254 100 100

1500n
5

1i
i =∑

=

3254nx
5

1i
ii =∑

=

En la tabla se observa que el 67,86% de los individuos percibe el 44,65% de la renta, y el 80,8% de los
individuos percibe el 62,54 % de la renta. En consecuencia, el 50% de la renta estará distribuida entre
un conjunto de individuos situado entre el 67,86  y el 80,8%.

Bajo la hipótesis de linealidad, se establece la relación de porcentajes:

individuos%74,71
89,17

93,12.35,5
87,67x

35,5
87,67x

89,17
93,12

65,4450
87,67x

65,4454,62
87,6780,80

=+=⇒
−

=⇒
−
−

=
−
−

El 50 % de la renta se reparte entre el 71,74 % de los individuos.
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8.  En la tabla adjunta refleja la distribución de salarios de una empresa

Renta 500 ‐ 1000 1000 ‐ 1600 1600 ‐ 2400 2400 ‐ 3000 3000 ‐ 5000 5000 ‐ 10000
Individuos 100 120 90 35 12 3

Hallar el Índice de Gini y la curva de Lorenz

Solución:

Renta
)LL[ 1ii +− ix in iN iinx

iii nxu =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u
u

q%
k

i
i =

500 ‐ 1000 750 100 100 75000 75000 27,78 13,02
1000 ‐ 1600 1300 120 220 156000 231000 61,11 40,10
1600 ‐ 2400 2000 90 310 180000 411000 86,11 71,35
2400 ‐  3000 2700 35 345 94500 505500 95,83 87,76
3000 ‐ 5000 4000 12 357 48000 553500 99,17 96,09
5000 ‐ 10000 7500 3 360 22500 576000 100 100

                                       360n
6

1i
i =∑

=
       576000nx

6

1i
ii =∑

=
                       370p

5

1i
i =∑

=
         32,308q

5
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=
=

El índice de Gini:    167,0
370

32,308
1

p

q
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1i
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La concentración es pequeña, pudiendo concluir que la distribución de salarios es equilibrada.
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La curva de concentración o curva de Lorenz no se encuentra muy alejada de la diagonal principal,
indicando que la distribución de salarios puede considerarse equilibrada.

9.  Los salarios de los empleados de la cadena de producción de una empresa se distribuyen según la
tabla adjunta:

Salarios 10 ‐ 20 20 ‐ 40 40 ‐ 50 50 ‐ 100 100 ‐200
Nº empleados 12000 6000 1000 800 200

¿Qué porcentaje de empleados que percibe el 50% de los salarios? ¿Es equilibrada la distribución de
salarios?

Solución:

Salarios
)LL[ 1ii +− ix in iN iinx

iii nxu =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u
u

q%
k

i
i =

10 ‐ 20 15 12000 12000 180000 180000 60 36,36
x 50

20 ‐ 40 30 6000 18000 180000 360000 90 72,73
40 ‐ 50 45 1000 19000 45000 405000 95 81,82
50 ‐ 100 75 800 19800 60000 465000 99 93,94
100 ‐ 200 150 200 20000 30000 495000 100 100

     20000n
5

1i
i =∑

=

    495000nx
5

1i
ii =∑

=
344p

4

1i
i =∑

=
85,284q

4

1i
i =∑

=

En la tabla se observa que el  60%  de los empleados percibe el  36,36%  de los salarios y que el  90%
de los empleados percibe el 72,73%  de los salarios. Para estimar el porcentaje (x) de empleados que
percibe el  50%  de los salarios se necesita realizar una interpolación lineal:

%25,71x
37,36
6090

64,13
60x

36,3673,72
6090

36,3650
60x

=⇒
−

=
−

→
−
−

=
−
−



34

17,0
344

85,284
1

p

q

1I 4
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i
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=

=

La concentración es pequeña, pudiendo concluir que la distribución de salarios es equilibrada.

10.   Una empresa tenía a finales del pasado año mil seiscientos cincuenta accionistas distribuidos de
la siguiente forma:

Número de acciones Número de accionistas
0 ‐ 20 1030
20 ‐ 60 380
60 ‐ 100 180
100 ‐ 500 50
500 ‐ 1000 10

Se pide:

a)  Hallar el número medio de acciones por accionista y su desviación típica.
b)  ¿Cuál es el número de acciones que como máximo posee la mitad del accionariado?
c)  Con base estadística, comente el grado de concentración de las acciones.
d)  ¿Qué porcentaje del total de las acciones poseen los accionistas mayoritarios?, sabiendo que los
     accionistas mayoritarios son aquello que poseen más de 500 acciones.
e)  ¿Qué porcentaje de los accionistas minoritarios posee el 20% del total de acciones?

Solución:

a)   Sea X = "número de acciones"

[ )1ii LL +− ic ix in ii nx i
2
i nx iN

0 ‐ 20 20 10 1030 10300 103000 1030  825
20 ‐ 60 40 40 380 15200 608000    1410
60 ‐ 100 40 80 180 14400 1152000    1590
100 ‐ 500 400 300 50 15000 4500000    1640
500 ‐ 1000 500 750 10 7500 5625000    1650

N = 1650 ∑
=

=
5

1i
ii 62400nx ∑

=
=

5

1i
i

2
i 11988000nx
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  82,37
1650
62400

N

nx

xa

5

1i
ii

1 ====
∑
=  número medio de acciones por accionista

  45,7265
1650

11988000
N

nx

a

5

1i
i

2
i

2 ===
∑
=

39,7686,10570s09,583582,3745,7265aas 22
12

2 ===−=−=

b)   El número de acciones que como máximo posee la mitad del accionariado es la Mediana

0194,16
1030

20.825
20

01030

0
2

1650

0c
NN

N
2
N

LM i

in

1ii

1i

ie ==
−

−
+=

−

−
+=

−

−
 número de acciones

c)  El grado de concentración viene expresado por el  Índice de Gini

)LL[ 1ii +− ix in iN 100
N

N
p% i
i = ii nx ∑

=

= 5

1i
ii

ii

n.x

n.x
% iii nxu =

acumulada
100.

u
u

q%
k

i
i =

0 ‐ 20 10 1030 1030 62,42 10300 0,17 10300 16,51
20 ‐ 60 40 380 1410 85,45 15200 0,24 25500 40,87
60 ‐ 100 80 180 1590 96,36 14400 0,23 39900 63,94
100 ‐ 500 300 50 1640 99,39 15000 0,24 54900         87,98
500 ‐ 1000 750 10 1650 100 7500 0,12 62400       100 12

%

1650 343,64 62400 1 209,3

  Índice de Gini:  3909,0
64,343
3,209

1

p

q

1I 4

1i
i

4

1i
i

G =−=−=
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∑

=

=   (39, 09 %)  grado de concentración

Cuanto más próximo a cero se encuentre el Índice de Gini está próximo a cero más equitativo será el
reparto del número de acciones.

d)   Los accionistas mayoritarios (más de 500 acciones) poseen el 12% del total de las acciones:

                                                             [ ] %12%98,87100 =−
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e)   El porcentaje de accionistas minoritarios que posee el 20% del total de las acciones:

)LL[ 1ii +− ix in iN ii nx iii nxu =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u
u

q%
k

i
i =

0 ‐ 20 10 1030 1030 10300 10300 62,42 16,51
x 20

20 ‐ 60 40 380 1410 15200 25500 85,45 40,87
60 ‐ 100 80 180 1590 14400 39900 96,36 63,94
100 ‐ 500 300 50 1640 15000 54900 99,39 87,98
500 ‐ 1000 750 10 1650 7500 62400 100 100

Basta realizar una interpolación:

%762,65x
36,24
33,23.49,3

42,62x
36,24
33,23

49,3
42,62x

51,1687,40
42,6245,85

51,1620
42,62x

=⇒=−=
−

−
−

=
−
−

La curva de Lorenz presenta coherencia con el índice de Gini calculado, cuanto más próxima esté la
curva a la diagonal  menor será la concentración, y en consecuencia, más equitativo será el reparto
del número de acciones.

11.  El testamento de un hombre de negocios lega 2500 euros a su familia repartiéndose de la forma
siguiente: a su cónyuge le asigna el doble que a su hijo primogénito y a éste el doble que a cada uno
de sus otros dos hermanos.

a) Considerando que cada heredero ha de aplicar un impuesto de sucesiones proporcional del 20%.
¿Cuáles serán los índices de Gini en los dos casos: antes de pagar los impuestos y después de haberlo
Hecho? ¿Cuál de las distribuciones es más equitativa?

b) Si a cada heredero se le aplicase un impuesto fijo de 125 euros, ¿cómo se vería afectado el Índice
de Gini original?

Solución:

a) Cónyuge: 4x Primogénito: 2x Cada uno de los hijos(2): x 5,31282500x ==
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ANTES DE PAGAR IMPUESTOS

ix in iN ii nx iii nxu =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u
u

q%
k

i
i =

312,5 2 2 625 625 50 25
625 1 3 625 1250 75 50
1250 1 4 1250 2500 100 100

2500 125 75

     40,0
125
75
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DESPUES DEL PAGO DE LOS IMPUESTOS (20% CADA UNO):

ix in iN ii nx iii nxu =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u
u

q%
k

i
i =

250 2 2 500 500 50 25
500 1 3 500 1000 75 50
1000 1 4 1000 2000 100 100

2000 125 75

    40,0
125
75
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Las dos distribuciones son igualmente equitativas, lo que las diferencia únicamente es un cambio de
escala que ni afecta al nivel de concentración, con lo que tienen el mismo Índice de Gini.

b)

 DESPUES DE PAGAR DE LOS IMPUESTOS (125 EUROS CADA UNO):

ix in iN ii nx iii nxu =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u
u

q%
k

i
i =

187,5 2 2 375 375 50 18,75
500 1 3 500 875 75 43,75
1125 1 4 1125 2000 100 100

2000 125 62,5

50,0
125

5,62
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La distribución es más concentrada, menos equitativa, el cambio de origen afecta al Índice de Gini.
Quitando la misma cantidad a todos, representa una proporción mayor para los que menos reciben.
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12.  Operadores de una cadena del sector turístico por sus ventas en plazas hoteleras obtienen los
siguientes incentivos mensuales en euros:

Incentivos  (xi) 100 200 500 1000 1500
Nº operadores  (ni) 5 6 12 4 3

a)  Estudiar la concentración de incentivos
b)  La cadena turística como política comercial estudia subir a todos los operadores los incentivos:
      con un incremento porcentual del 10%, o bien con un aumento de 100 euros por operador.
     ¿Cuál de los dos estudios sería más equitativo?.
c)  ¿Cuál es la concentración de incentivos si el número de operadores hubiera sido el doble?

Solución:

a)  La concentración de incentivos se analiza mediante el Índice de Gini, que no varía mediante
cambios de escala (subida porcentual del 10% a los operadores) mientras que queda modificado con
cambios de origen (subida lineal de 100 euros a cada operador).

ix in iN ii nx iii nxu =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u
u

q%
k

i
i =

100 5 5 500 500 16,67 3,09
200 6 11 1200 1700 36,67 10,49
500 12 23 6000 7700 76,67 47,53
1000 4 27 4000 11700 90 72,22
1500 3 30 4500 16200 100 100

16200 220 133,33

394,0
220

33,133
1

p

q

1I 5

1i
i

5

1i
i

G =−=−=

∑

∑

=

=   (concentración de incentivos del 39,4%)

      b)

          SUBIDA DE INCENTIVOS DEL 10%  ‐  Cambio de escala en la renta

i
'
i x.1,1x = in iN i

'
inx

i
'
ii nx'u =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u

u
q% '

k

'
i'

i =

110 5 5 550 550 16,67 3,09
220 6 11 1320 1870 36,67 10,49
550 12 23 6600 8470 76,67 47,53
1100 4 27 4400 12870 90 72,22
1650 3 30 4950 17820 100 100

17820 220 133,33

394,0
220

33,133
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=   (concentración de incentivos del 39,4%)
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Adviértase que:  '
i

k

i

k

i
i q

1,1.u
1,1.u

u
u

q ===

Con una subida del 10%  a cada operador, la equidistribución no varía.

El cambio de escala en la renta no afecta al Índice de Gini, propiedad conocida como Principio de la
Renta relativa.

Principio de la renta relativa.‐  El índice debe mantenerse invariante frente a las variaciones
proporcionales en todas las rentas.

          SUBIDA LINEAL DE INCENTIVOS DE 100 EUROS  ‐ Cambio de origen en la renta

i
'
i x100x += in iN i
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inx

i
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ii nx'u =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u

u
q% '
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'
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i =

200 5 5 1000 1000 16,67 5,21
300 6 11 1800 2800 36,67 14,58
600 12 23 7200 10000 76,67 52,08
1100 4 27 4400 14400 90 75
1600 3 30 4800 19200 100 100

19200 220 146,88

332,0
220

88,146
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=  (concentración de incentivos del 33,2%)

Con una subida lineal de 100 euros a cada operador, la equidistribución es más equitativa.

El cambio de origen en la renta afecta al Índice de Gini, propiedad conocida como Principio de Dalton.

 En este sentido, si la subida lineal a cada operador hubiera sido de 200 euros se obtendría una
equidistribución todavía más equitativa.

         SUBIDA LINEAL DE INCENTIVOS DE 200 EUROS  ‐ Cambio de origen en la renta

i
'
i x200x += in iN i

'
inx

i
'
ii nx'u =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.
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i =

300 5 5 1500 1500 16,67 6,76
400 6 11 2400 3900 36,67 17,57
700 12 23 8400 12300 76,67 55,41
1200 4 27 4800 17100 90 77,03
1700 3 30 5100 22200 100 100

30 22200 220 156,76

287,0
220

76,156
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=  (concentración de incentivos del 28,7%)
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Con una subida lineal de 200 euros a cada operador, la equidistribución resulta más equitativa.

 Por el contrario, si la cadena del sector turístico hubiera decidido incentivar menos a sus
operadores, con una rebaja de 50 euros a cada operador, se tendría una equidistribución menos
equitativa.

           REBAJA LINEAL DE INCENTIVOS DE 50 EUROS  ‐ Cambio de origen en la renta

50xx i
'
i −= in iN i

'
inx

i
'
ii nx'u =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u

u
q% '
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i =

50 5 5 250 250 16,67 1,70
150 6 11 900 1150 36,67 7,82
450 12 23 5400 6550 76,67 44,56
950 4 27 3800 10350 90,00 70,41
1450 3 30 4350 14700 100 100

30 14700 220 124,49

434,0
220

49,124
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=  (concentración de incentivos del 43,4%)

Con una rebaja lineal de 50 euros a cada operador, la equidistribución resulta menos equitativa.

Principio de Dalton.‐  Toda transferencia de renta de un individuo a otro más rico ha de aumentar el
valor de la desigualdad, y recíprocamente toda transferencia de renta de un individuo a otro más
pobre ha de reducir el índice, siempre que la ordenación relativa de los individuos se mantenga.

c)  La concentración de incentivos si el número de operadores hubiera sido el doble:

          SUBIDA LINEAL DE LA POBLACIÓN  ‐ Cambio de escala en la población

ix i
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i n2n = '
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iinx
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iii nx'u =

acumulada
100.
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i'

i = 100.
u

u
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i =

100 10 10 1000 1000 16,67 3,09
200 12 22 2400 3400 36,67 10,49
500 24 46 12000 15400 76,67 47,53
1000 8 54 8000 23400 90 72,22
1500 6 60 9000 32400 100 100

60 32400 220 133,33

394,0
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=   (concentración de incentivos del 39,4%)

El cambio de escala en la población no afecta al Índice de Gini, propiedad conocida como Principio de
la población.
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Principio de la población.‐  Si se multiplica por un mismo escalar el tamaño de todos los conjuntos de
individuos con la misma renta, el valor del índice no debe variar. Es decir, el tamaño de la población
no importa, lo que interesa son las proporciones de individuos de la población que perciben
diferentes niveles de renta.

Señalar que en todo análisis de concentración debe imperar el Principio del anonimato

Principio de anonimato.‐  Si se produce una modificación en una distribución de renta consistente en
que dos individuos intercambien sus rentas, el valor del índice no debe variar.

13.  La tabla refleja los ingresos (millones de euros) por quintiles del turismo en España

Quintiles  Turismo 2010 Turismo 2011
Primero 2,1 2
Segundo 4,9 6,3
Tercero 8,9 11,6
Cuarto 16,8 20,3
Quinto 67,3 59,8

     Calcular los índices de Gini y la curva de Lorenz.

Solución:

INGRESO TURISMO 2010 INGRESO TURISMO 2011

iu iu  acumulada ip% 100.
u
u

q%
k

i
i = iu iu  acumulada ip% 100.

u
u

q%
k

i
i =

2,1 2,1 20 2,10 2 2 20 2
4,9 7 40 7 6,3 8,3 40 8,3
8,9 15,9 60 15,9 11,6 19,9 60 19,9
16,8 32,7 80 32,7 20,3 40,2 80 40,2
67,3 100 100 100 59,8 100 100 100

200 57,7 200 70,4

        7115,0
200

7,57
1

p

q

1)2010(I 5

1i
i

5

1i
i

G =−=−=

∑

∑

=

=   (concentración de ingresos en 2010 es del 71,15%)

        648,0
200

4,70
1

p

q

1)2011(I 5

1i
i

5

1i
i

G =−=−=

∑

∑

=

=   (concentración de ingresos en 2011 es del 64,8%)

La obtención de ingresos por turismo es más equitativa en 2011, si bien presentan un alto grado de
desigualdad.
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14.  La Conserjería de Turismo concedió sesenta ayudas para ayuda de fachadas de los hoteles
históricos de cierta Comunidad. El criterio de reparto se basó en el grado de deterioro de los mismos,
resultando que el 20% de las subvenciones otorgadas fueron de 300.000 euros, el 15% de 120.000
euros, el 10% de 90.000 euros,  el 5% de 60.000 euros, y el resto de 24.000 euros.
Analizar el grado de concentración en el reparto de las ayudas y representarlo gráficamente.

Solución:

ix in iN ii nx iii nxu =

acumulada
100.

N
N

p% i
i = 100.

u
u

q%
k

i
i =

24000 10 10 240000 240000 16,67 2,60
60000 5 15 300000 540000 25 5,84
90000 10 25 900000 1440000 41,67 15,58
120000 15 40 1800000 3240000 66,67 35,06
300000 20 60 6000000 9240000 100 100

60 9240000 150 59,09

              606,0
150
09,59

1

p

q

1I 5

1i
i

5

1i
i

G =−=−=

∑

∑

=

=   (la concentración de ayudas es del 60,6%)
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EXCEL: FRECUENCIAS DATOS AGRUPADOS

En la tabla se muestran las rentas (en miles de euros)  y el número de personas que las perciben:

 nº empleados xi 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
 nº sucursales ni 2 4 10 10 5 3 6 5 2 2 1

DIAGRAMA DE ESCALERA (FRECUENCIAS ABSOLUTAS ACUMULADAS ≡ Ni):

En Agregar Serie se introduce en Valores (categoría Y) la columna de
la frecuencia absoluta acumulada Ni y en Rótulos del eje de categoría
(X) la columna de los distintos datos xi

Se abre un cuadro de diálogo con diferentes opciones: Títulos, Eje, Líneas de división, Rótulos de datos
y Tabla de datos.
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DIAGRAMA DE BARRAS (FRECUENCIAS ABSOLUTAS ≡ ni):

En Agregar Serie se introduce en Valores (categoría Y) la columna
de la frecuencia absoluta ni y en Rótulos del eje de categoría (X) la
columna de los distintos datos xi
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Se abre un cuadro de diálogo con diferentes opciones: Títulos, Eje, Líneas de división, Rótulos de datos
y Tabla de datos.
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EXCEL: FRECUENCIAS DATOS AGRUPADOS EN INTERVALOS

POLÍGONO DE FRECUENCIAS ACUMULADAS:

En Agregar Serie se introduce en Valores (categoría Y) la columna de
la frecuencia absoluta acumulada Ni y en Rótulos del eje de categoría
(X) la columna de los distintos datos Li+1 (límite superior del intervalo)

Se abre un cuadro de diálogo con diferentes opciones: Títulos, Eje, Líneas de división, Rótulos de datos
y Tabla de datos.
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EXCEL: HISTOGRAMA

En la tabla se muestran las rentas (en miles de euros)  y el número de personas que las perciben:

 Intervalos  [Li ‐ Li+1) 0 ‐ 6 6 ‐ 10 10 ‐ 15 15 ‐ 21 21‐ 30
 Fr. absoluta ni 12 16 15 12 9

MÉTODO 1:

Seleccionar la columna
densidad di

Gráficos/Columnas pulsar
Siguiente>

Se abre un cuadro de diálogo con diferentes opciones: Títulos, Eje, Líneas de división, Rótulos de datos
y Tabla de datos.
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En el eje Y aparece la dispersión del
histograma pero en el eje X no aparecen
los intervalos.
Para ello, en el área de trazado se hace
clic con el botón derecho.

Se agrega una Serie2 introduciendo en Valores (eje Y) los datos de la densidad di (J4:J8) y en Rótulos
del eje de categorías (X) los intervalos.
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MÉTODO 2:
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EXCEL: CURVA DE LORENZ

La tabla adjunta muestra el capital social  de un banco a finales de año.

Número acciones 0 ‐ 50 50 ‐ 100 100 ‐ 200 200 ‐ 1000 > 1000
Número accionistas 20.135 3.456 2.035 1.480 756

Sabiendo que la marca de clase del último intervalo es 7552, se pide:

a) Determinar el número medio de acciones que poseía cada accionista
b) ¿Cómo se encuentra repartido el capital social entre los accionistas?.

Solución.‐

a) Se forma la tabla:

iL 1iL + ix in iN ii nx ∑
=

=
n

1i
iii nxU 100

N
N

p i
i = 100

U
U

q
n

i
i = ii qp −

0 50 25 20135 20135 503375 503375 72,267 6,567 65,700
50 100 75 3456 23591 259200 762575 84,671 9,949 74,722
100 200 150 2035 25626 305250 1067825 91,975 13,931 78,044
200 1000 600 1480 27106 888000 1955825 97,287 25,516 71,771
> 1000 7552 756 27862 5709312 7665137 100,000 100,000 0,000

27862 7665137 290,237

El número medio de acciones será:   11,275
27862
7665137

N

nx
x

5

1i
ii

===
∑
=  acciones/accionista

b) El índice de concentración  de Gini analiza en qué medida está repartido el capital social entre los
accionistas del banco:

                                       84,0
199,346
237,290

p

)qp(
I

4

1i
i

4

1i
ii

G ==
−

=
∑

∑

=

=

El índice de Gini es elevado, está más próximo a 1 que a 0, lo que indica que existe una fuerte
concentración del capital social en unos pocos accionistas.

En consecuencia, el número medio de acciones/accionista no es significativo.

 Excel: Para representar la curva de Lorenz resulta necesario insertar una fila donde (pi, qi) tengan
un recorrido del 0 al 100% .
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MÉTODO 1:

Para representar la bisectriz del cuadrado se introduce una nueva serie, recta que pasa por los puntos
(0, 0) y (100, 100).

En el menú Insertar/Gráfico, se teclea XY(Dispersión), subtipo de gráfico Dispersión con puntos de
datos conectados por líneas. Pinchar Siguiente>.

Se introducen los datos, seleccionando la pestaña Serie, pinchar
Agregar  serie y rellenar el campo de Valores de X (eje de
abscisas, datos  ip , rango H47:H52) y Valores de Y (eje ordenadas,
datos  iq , rango I47:I52).
Después, hay que agregar una nueva serie que sirve para dibujar
la bisectriz. Para ello, se pincha nuevamente en  Agregar serie,
completando el campo Valores de X (con el rango C56:C57) y el
campo de Valores de Y con el rango (D56:D57), señalar que como
el contenido de ambos rangos es idéntico se podría eliminar uno
de ellos (por ejemplo, C56:C57), hacer clic en Siguiente>
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Aparece el cuadro de diálogo donde se puede especificar, entre otros, el Título del Gráfico, el Título de
valores (X) y el título de valores (Y). La opción Líneas de división se puede dejar sin marcar nada.

Pinchar Terminar

NOTA.‐ Cuando aparecen series  de datos para comparar (Empresa A y Empresa B) y se desea
representar las curvas, hay que seguir los pasos anteriores y cuando se van a agregar las series hay
que agregar tantas series como tengamos (en el ejemplo, dos series) y una más con los datos para
representar la bisectriz.

En caso de tener una serie representada (por ejemplo, la empresa A) y se desea
añadir otra, entonces se sitúa el puntero del ratón sobre el área de gráfico (zona
sobre la que se colocan los títulos) de la representación y se pulsa el botón
derecho del ratón, apareciendo el menú adjunto a la derecha.
Señalar que, lo mismo sucede, situando el ratón sobre la bisectriz, o curva de
Lorenz.
Se hace clic en Datos de origen, desplegándose la pantalla de abajo, a falta de
incluir datos al ejercicio tratado. Al pinchar en la pestaña Serie se despliega la
segunda ventana de abajo, donde se puede añadir otra nueva serie de datos.

Excel
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MÉTODO 2:

En el menú Insertar/Gráfico se elige Líneas (con marcadores en cada valor de datos)/Serie, se pulsa
Agregar  y en Valores se introduce los datos de qi (eje de ordenadas, rango I47:I52) y en Rótulos del
eje de categorías (X) los datos de pi (eje de abscisas, rango H47:H52)

Haciendo clic en Siguiente>  aparece un cuadro de diálogo donde se puede especificar: Títulos (Título
del gráfico, eje de categorías X, eje de categorías Y), Eje, Líneas de división (principales y secundarias
de los ejes), Leyenda, Rótulos de datos, Tabla de datos ‐ sólo hay que ir probando y se observa el
efecto del gráfico ‐.

Clic en Siguiente>
ofrece la opción
donde se desea
guardar el gráfico.

Haciendo clic con el botón derecho del
ratón se pueden elegir distintas opciones:
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Se coloca el ratón sobre los ejes (Eje de
categorías) y se hace clic con el botón
derecho para su diseño.

Se pueden elegir distintas opciones:
Tramas, Escala, Fuente, Número y
Alineación.

Análogamente con el eje Y (categoría Y)
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Para trazar la diagonal principal:
Dibujo/Autoformas/Línea

Para hacer las líneas o marcadores más
gruesos, cambiar de color, estilo, etc.,
basta situar el ratón sobre las líneas
(Formato serie de datos o de
autoformas) y pulsar el botón derecho.

                    Excel
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