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El nuevo vector F:

Actividad Días a reducir
1 0
2 0
3 0
4 8
5 0
6 4
7 20
8 12
9 10
10 4
11 0

Segundo acortamiento:

El camino crítico II tiene una duración d 90 días, por lo que  M(1, 1) 2=

Los vectores Q , P  y  R  serán:

Actividades
a recortar

Q

Costes unitarios
de reducción

P

Tiempo
a reducir

R

7 180 20
9 65 10

El mínimo valor de P  (65 euros/día) corresponde a la actividad 9, que puede
acortarse 10 días.

El nuevo valor de C acortando 10 días a la actividad 9:

Caminos Longitud
I 88
II 80
III 80
IV 72
V 70
VI 48

El camino II  ha dejado de ser crítico, ya que aparece
el camino I después del acortamiento con una
longitud de 88 días.

Para evitar esto, sólo se acorta en 2 días la actividad
9, resultando un valor rectificado de  C.



                            Portal Estadística Aplicada: Gestión de Proyectos: ‐ CPM. ACKOFF‐SASIENI  16

Valor rectificado de C acortando 2 días a la actividad 9:

Caminos Longitud
I 88
II 88
III 80
IV 80
V 70
VI 48

El incremento de coste del proyecto será:
2 días x 65 (euros/día) 130 euros=

El vector F,  tras este acortamiento será:

Actividad Días a reducir
1 0
2 0
3 0
4 8
5 0
6 4
7 20
8 12
9 8
10 4
11 0

Tercer acortamiento:

Hay dos caminos críticos (I y II) , por lo que el vector M tendrá dos filas

Camino I:    1 ‐ 2 ‐ 5 ‐ 7 ‐ 8 ‐ 10

Camino II:   1 ‐ 2 ‐ 5 ‐ 7 ‐ 9 ‐ 11
⎧
⎨
⎩

La matriz Q tendrá dos columnas (una para camino crítico) y contendrá las distintas
combinaciones que se pueden formar con las actividades que la componen con
posibilidad de acortamiento.
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Actividades
a recortar

Q

Costes unitarios
de reducción

P

Tiempo
a reducir

R

7 7

7 9

8 7

8 9

10 7

10 9

180

180 65 245

50 180 230

50 65 115

80 180 260

80 65 145

+ =
+ =
+ =
+ =
+ =

20

8

12

8

4

4

El mínimo valor de P  es  115 euros/día, que corresponde a acortar las actividades 8
y 9 en ocho días cada una.

El nuevo valor de C acortando 8 días las actividades 8 y 9:

Caminos Longitud
I 80
II 80
III 72
IV 72
V 70
VI 48

El camino I y II continúan siendo críticos, por lo que
es válido el acortamiento.

El incremento del coste del proyecto será:
8 días x 115 (euros/día) 920 euros=

El vector F queda de la forma:

Actividad Días a reducir
1 0
2 0
3 0
4 8
5 0
6 4
7 20
8 4
9 0
10 4
11 0
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Cuarto acortamiento:

Hay dos caminos críticos (I y II), las matrices M , P , Q  y  R son:

Camino I:    1 ‐ 2 ‐ 5 ‐ 7 ‐ 8 ‐ 10

Camino II:   1 ‐ 2 ‐ 5 ‐ 7 ‐ 9 ‐ 11
⎧
⎨
⎩

La matriz Q tendrá dos columnas (una para camino crítico) y contendrá las distintas
combinaciones que se pueden formar con las actividades que la componen con
posibilidad de acortamiento.

M
Actividades
a recortar

Q

Costes unitarios
de reducción

P

Tiempo
a reducir

R

1

2

7 7

8 7

10 7

180

50 180 230

80 180 260

+ =
+ =

20

4

4

El mínimo valor de P  es  180 euros/día, que corresponde a acortar la actividad 7,
pudiendo reducirse en 20 días.
El nuevo valor de C acortando 20 días la actividad 7:

Caminos Longitud
I 80 20 60− =
II 80 20 60− =
III 72
IV 72
V 70
VI 48

Los caminos I y II han dejado de ser críticos.

En consecuencia, sólo se acorta en 8 días la actividad
7, resultando un valor rectificado de  C.

Valor rectificado de C acortando 8 días a la actividad 7:

Caminos Longitud
I 72
II 72
III 72
IV 72
V 70
VI 48

El incremento del coste del proyecto será:
8 días x 180 (euros/día) 1.440 euros=
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Después de este acotamiento, el vector F resultante será:

Actividad Días a reducir
1 0
2 0
3 0
4 8
5 0
6 4
7 12
8 4
9 0
10 4
11 0

Atendiendo al vector C  hay cuatro caminos críticos (I , II , III , IV).

Camino I:    1 ‐ 2 ‐ 5 ‐ 7 ‐ 8 ‐ 10

Camino II:   1 ‐ 2 ‐ 5 ‐ 7 ‐ 9 ‐ 11

Camino III:  1 ‐ 3 ‐ F1 ‐ 8 ‐ 10   

Camino IV:  1 ‐ 3 ‐ F1 ‐ 9 ‐ 11   

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

Analizando estos caminos para analizar un posible acortamiento,  no se puede dar
ninguna combinación, con las actividades que los componen, que sea susceptible
de reducicción.
En esta línea, en el Camino IV:  1 ‐ 3 ‐ F1 ‐ 9 ‐ 11  las dos únicas actividades posibles
(9 y 11) con posibilidad inicial de acortarse, han sido reducidas a su tiempo mínimo,
como puede observarse en el vector F.

En caso de acortar alguno de los otros caminos críticos (I , II , III), quedaría un único
camino crítico (IV), con lo que no se reduciría la duración total del proyecto.

El proyecto queda reducido a 72 días, con un acortamiento de 94 72 22− =  días y
un incremento del coste de 120 130 920 1.440 2610+ + + =  euros.
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 En la tabla adjunta se recogen los resultados para acortamiento, para una
interpretación más sencilla.

Acortamientos
Actividades
acortadas

(1)
Coste/día

(2)

Días
acortados

(3)

Días acortados
acumulados

(4)

Duración total
proyecto

(5)

Coste
acortamiento

(6)

Coste
acumulado

(7)

1 11 30 4 4 90 120 120

2 9 65 2 6 88 130 250

3 8 , 9 115 8 14 80 920 1.170

4 7 180 8 22 72 1.440 2.610

Adviértase que si tratara de acortar en 10 días la duración del proyecto,
observando la columna (4) la situación queda en el 30  acortamiento, teniendo que
realizar los dos primeros acortamientos, más los 4 días restantes del tercer
acortamiento.

La duración del proyecto (columna 5) será de 88 4 84− =  días

Las actividades acortadas (columnas 1 y 3) serán:  

Actividad 11 (en 4 días) 

Actividad 9 (en 2 días) 

Actividad 8 (en 4 días)

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

El coste del acortamiento (columna 2 y 3) :   x x x4 30 2 65 4 115 710+ + =  euros

Una vez que se han acortado estas actividades en las cantidades señaladas, se
aplican los algoritmos PERT o CPM para calcular las holguras y realizar el control del
proyecto.
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 Con los datos obtenidos en cada uno de estos acortamientos se construye un
gráfico, representando en las abscisas los días a reducir y, en las ordenadas, el
incremento del coste.

El gráfico tiene la utilidad de visualizar el incremento del coste del proyecto
correspondiente a un acortamiento determinado, o bien, conocido un incremento
del coste, conocer la duración total del proyecto.

Si se tratara de acortar en 10 días la duración del proyecto, el incremento del coste
sería de 710 euros.
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 Sea un proyecto descompuesto en nueve actividades: A , B , C, D , E , F , G , H , I
En la tabla adjunta se presentan los tiempos de ejecución.

Actividad
Tiempo normal

(máximo)
Tiempo tope

(mínimo)
Coste unitario

reducción
1 ‐ 2 8 4 2
1 ‐ 3 10 5 4
1 ‐ 4 12 6 3
2 ‐ 4 10 6 4
2 ‐ 5 14 9 3
3 ‐ 4 7 5 5
3 ‐ 6 12 8 2
4 ‐ 5 7 4 5
5 ‐ 6 10 7 1

Calcular la duración mínima del proyecto a un coste mínimo

Solución:

En la figura adjunta se reflejan los tiempos early de los diferentes sucesos,
calculados con los tiempos máximos de ejecución. La duración del proyecto sera de
35 unidades de tiempo.

De otra parte, los tiempos early de los diferentes sucesos, calculados esta vez de
acuerdo con los tiempos topes (mínimos) de ejecución de las actividades. La
duración del proyecto es de 21 unidades de tiempo.
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Se deduce que es posible elegir cualquier duración del proyecto entre 21 y 35
unidades de tiempo.

Elegida la duración correspondiente, hay que determinar el tiempo de ejecución de
las diferentes actividades, de forma que el correspondiente coste suplementario en
concepto de reducción del tiempo sea mínimo.

Atendiendo a los costes unitarios de reducción, el modelo de programación lineal
tiene como función objetivo:

12 13 4 24 25 34 36 45 56máx F 2x 4x 3x 4x 3x 5x 2x 5x x= + + + + + + + +

con el siguiente conjunto de restricciones:

12 34

13 36

14 45

24 56

25

4 x 8 5 x 7

5 x 10 8 x 12

6 x 12 4 x 7

6 x 10 7 x 10

9 x 14

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤

En general, el método MCE lleva a la resolución de un programa lineal paramétrico,
cuyo número de variables es igual al número de actividades en que se ha
descompuesto el proyecto y cuyo número de restricciones es igual a la suma del
doble del número de actividades, más el número de caminos que tienen la
propiedad de unir los vértices extremos del grafo.

Para resolver, de una forma más sencilla, el problema planteado de optimizar la
duración de las diferentes actividades a un coste mínimo, se recurre al algoritmo de
Ackoff y Sasieni.
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Para ello se necesitan las especificaciones recogidas en la tabla adjunta y el grafo
PERT del proyecto:

Actividad
Tiempo normal

(máximo)
Tiempo tope

(mínimo)
Coste unitario

reducción
1 ‐ 2 8 4 2
1 ‐ 3 10 5 4
1 ‐ 4 12 6 3
2 ‐ 4 10 6 4
2 ‐ 5 14 9 3
3 ‐ 4 7 5 5
3 ‐ 6 12 8 2
4 ‐ 5 7 4 5
5 ‐ 6 10 7 1

Grafo PERT del proyecto:

Número de actividades N = 9, cinco caminos M = 5 y las actividades
correspondientes a cada uno de ellos.

Caminos Orden de las actividades
Número de
actividades

I 1 – 3 , 3 – 6 2
II 1 – 3 , 3 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6 4
III 1 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6 3
IV 1 – 2 , 2 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6 4
V 1 – 2 , 2 – 5 , 5 – 6 3
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A continuación, se calcula la longitud de cada camino, fijándose en el tiempo
normal (máximo) de cada actividad que compone dicho camino.
Camino I:     1 ‐ 3 , 3 ‐ 6  →  10 + 12 = 22
Camino II:    1 ‐ 3 , 3 ‐ 4 , 4 ‐ 5 , 5 ‐ 6  →  10 + 7 + 7 + 10 = 34
Camino III:   1 ‐ 4 , 4 ‐ 5 , 5 ‐  6   →  12 + 7+ 10 = 29
Camino IV:   1 ‐ 2 , 2 ‐ 4 , 4 ‐ 5 , 5 ‐ 6   →  8 + 10 + 7 + 10 = 35
Camino V:    1 ‐ 2 , 2 ‐ 5 , 5 ‐ 6   →   8 + 14 + 10 = 32

Posteriormente, se calcula el tiempo a reducir de cada actividad, esto se consigue
restando al tiempo normal (máximo), el tiempo a reducir, denotando por tiempo
tope (mínimo):

Actividad
Tiempo normal

(máximo)
Tiempo tope

(mínimo)
Tiempo a
reducir

Coste unitario
reducción

1 ‐ 2 8 4 4 2
1 ‐ 3 10 5 5 4
1 ‐ 4 12 6 6 3
2 ‐ 4 10 6 4 4
2 ‐ 5 14 9 5 3
3 ‐ 4 7 5 2 5
3 ‐ 6 12 8 4 2
4 ‐ 5 7 4 3 5
5 ‐ 6 10 7 3 1

Con estos datos se elabora la Matriz B (M, N), a partir de donde comienza el análisis
de los posibles acortamientos. Esta se rellena con los datos prorcionados para el
Coste unitario de reducción.

MATRIZ B (M, N)
                                                         Actividades

  1 ‐ 2   1 ‐ 3   1 ‐ 4   2 ‐ 4   2 ‐ 5   3 ‐ 4   3 ‐ 6   4 ‐ 5   5 ‐ 6
I 4 2
II 4 5 5 1
III 3 5 1
IV 2 4 5 1

   
   

  C
am

in
os

V 2 3 1
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Primer Acortamiento

Se crea un vector C (M, 1), siendo M el número de caminos del grafo, que contiene
los tiempos máximos de realización del proyecto para cada camino, esto es, la
longitud.

Posteriormente, se forma el vector F (N, 1), siendo N el número de actividades,
donde cada elemento indica las posibles unidades de tiempo en que se pueden
reducir las actividades del proyecto.
Del análisis del vector C (M, 1), pueden resultar uno o varios caminos críticos, que
serán aquellos que tienen una longitud máxima, y, por tanto, el valor máximo en el
vector C.

                                        

      Vector C(M, 1)

Caminos Longitud

I 22

II 34

III 29

IV 35

V 32

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

             

                Vector F(N,1)

Actividades Tiempo a reducir

1 2 4

1 3 5

1 4 6

2 4 4

2 5 5

3 4 2

3 6 4

4 5 3

5 6 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

Observando el vector C (M, 1) sólo hay un camino crítico (IV) de longitud 35
unidades de tiempo.

Se realiza un análisis de las actividades que componen el camino IV de la matriz
B(M, N):  1 – 2 , 2 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6, siendo los respectivos valores del vector
F (N, 1): 4 , 4 , 3 , 3.

Como no obtenemos ningún valor 0, todas estas actividades se analizarán para
poder ser acortadas.
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Se genera la matriz Q con una columna, referente al camino IV, y cuatro filas (al
encontrarse cuatro actividades con posibilidad de acortarse).

El vector P recoge los costes unitarios de reducción correspondientes a las
actividades de la matriz Q.

En el vector R se reflejan las unidades de tiempo posibles a reducir de esas mismas
actividades, tomadas en el vector F.

Caminos
     M

Actividades
a recortar

          Q

Coste unitario
reducción

             P

Tiempo
a reducir

       R
1 – 2 2 4
2 – 4 4 4
4 – 5 5 3

IV

5 – 6 1 3

El mínimo valor de P (1 euro/ud. tiempo) corresponde a la actividad 5 – 6, que
puede acortarse 3 unidades de tiempo.

En consecuencia, el primer acortamiento consiste en acortar 3 unidades de tiempo
en los caminos en los que intervenga la actividad 5 – 6.

Con ello obtenemos un nuevo valor del vector C y vector F:

                     

                Vector F(N,1)

Actividades Tiempo a reducir

1 2 4

1 3 5

1 4 6

2 4 4

2 5 5

3 4 2

3 6 4

4 5 3

5 6 0 (3 3)

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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       Vector C(M, 1)

Caminos Longitud

I 22

II 31 34 3

III 26 29 3

IV 32 35 3

V 29 32 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎝ ⎠

Como el camino IV no ha dejado de ser crítico, se realiza este acortamiento, que
supondrá un incremento en el coste del proyecto de:
3 unidades de tiempo x 1 (euro/ud. tiempo) = 3 euros

Segundo Acortamiento

Las actividades que componen el camino crítico IV son: 1 – 2 , 2 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6.
Y sus respectivos valores en el vector F son:  4 , 4 , 3 , 0.

Por lo que sólo se analizarán las tres primeras actividades, que son las que tienen
posibilidad de reducirse. Los vectores Q , P , R serán:

Caminos
     M

Actividades
a recortar

          Q

Coste unitario
reducción

             P

Tiempo
a reducir

       R
1 – 2 2 4
2 – 4 4 4IV
4 – 5 5 3

El mínimo valor de P (2 euros/ud. tiempo) corresponde a la actividad 1 – 2, que
puede acortarse 4 días.

El nuevo valor de C  acortando los caminos en los que interviene esta actividad
será:

                                                        

       Vector C(M, 1)

Caminos Longitud

I 22

II 31

III 26

IV 28 32 4

V 25 29 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎝ ⎠

El camino IV ha dejado de ser crítico ya que aparece el camino II después del
acortamiento con una longitud de 31 unidades de tiempo.
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Para evitar esto, sólo se acorta en 1 unidad de tiempo la actividad 1 – 2, resultando
en un valor rectificado de C, para que así el camino IV continúe siendo crítico.

Valor rectificado del vector C y nuevo valor del vector F:

                                                       

       Vector C(M, 1)

Caminos Longitud

I 22

II 31

III 26

IV 31 32 1

V 28 29 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎝ ⎠

El incremento de coste del proyecto será:
1 unidad de tiempo x 2 (euros/ud.tiempo) = 2 euros

                    

                Vector F(N,1)

Actividades Tiempo a reducir

1 2 3 4 1

1 3 5

1 4 6

2 4 4

2 5 5

3 4 2

3 6 4

4 5 3

5 6 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟− = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

Tercer Acortamiento

Hay dos caminos críticos (II y IV), por lo que el vector M tendrá dos filas:

Camino II:   1 – 3 , 3 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino IV:  1 – 2 , 2 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6

La matriz Q tendrá dos columnas (una para cada camino crítico) y contendrá las
distintas combinaciones que se pueden formar con las actividades que la componen
con posibilidad de acortamiento.

Está combinación se realizará juntando las actividades de un camino con las del
otro, pero no con las propias del mismo camino crítico:
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El vector P será el resultado de sumar el coste unitario de cada actividad y en el
vector R se escogerá la menor unidad de tiempo de entre las dos actividades que
conforman cada combinación.

Caminos
M

Actividades
a recortar

Q

Coste unitario
reducción

P

Tiempo
a reducir

R
   1 – 3        1 – 2    (4 + 2)         6    (5 y 3)       3
   1 – 3        2 – 4    (4 + 4)         8    (5 y 4)       4
   1 – 3        4 – 5    (4 + 5)         9    (5 y 3)       3
   3 – 4        1 – 2    (5 + 2)         7    (2 y 3)       2
   3 – 4        2 – 4    (5 + 4)         9    (2 y 4)       2
   3 – 4        4 – 5    (5 + 5)       10    (2 y 3)       2
   4 – 5        1 – 2    (5 + 2)         7    (3 y 3)       3
   4 – 5        2 – 4    (5 + 4)         9    (3 y 4)       3

   II

   IV

   4 – 5        4 – 5        (5)            5      (3)           3

El mínimo valor de P es 5 euros/ud. tiempo, que corresponde acortar 3 unidades de
tiempo los caminos en los que intervenga la actividad 4 – 5.

El nuevo valor de los vectores C y F serán:

                                     

               Vector F(N,1)

Actividades Tiempo a reducir

1 2 3

1 3 5

1 4 6

2 4 4

2 5 5

3 4 2

3 6 4

4 5 0 3 3

5 6 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟− = −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
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       Vector C(M, 1)

Caminos Longitud

I 22

II 28 31 3

III 23 26 3

IV 28 31 3

V 28

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Los caminos II y IV continúan siendo críticos, por lo que es válido el acortamiento.
Además, se les suma el camino V como camino crítico.

El incremento del coste del proyecto será:
3 unidades de tiempo x 5 (euros/ud. tiempo) = 15 euros

Cuarto Acortamiento

Hay tres caminos críticos (II, IV, V) por lo que el vector M tendrá tres filas.

Camino II:   1 – 3 , 3 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino IV:  1 – 2 , 2 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino V:   1 – 2 , 2 – 5 , 5 – 6

Las combinaciones que se pueden formar con las actividades que los componen y
tienen posibilidad de acortamiento son:

Siendo el vector P el resultado de sumar el coste unitario de cada actividad y el
vector R la menor unidad de tiempo de entre las dos actividades que conforman
cada combinación, la matriz Q será:
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Caminos
M

Actividades a recortar
Q

Coste unitario
reducción

P

Tiempo a reducir
R

  1 – 3        1 – 2         1 – 2  ( 4 + 2)            6   (5 y 3)            3
  1 – 3        1 – 2         2 – 5  (4 + 2 + 3)       9   (5 y 3 y 5)      3
  1 – 3        2 – 4         1 – 2  (4 + 4 + 2)      10   (5 y 4 y 3)      3
  1 – 3        2 – 4         2 – 5  (4 + 4 + 3)      11   (5 y 4 y 5)      4
  3 – 4        1 – 2         1 – 2  (5 + 2)              7   (2 y 3)            2
  3 – 4        1 – 2         2 – 5  (5 + 2 + 3)      10   (2 y 3 y 5)      2
  3 – 4        2 – 4         1 – 2  (5 + 4 + 2)      11   (2 y 4 y 3)      2

II

IV

V

  3 – 4        2 – 4         2 – 5  (5 + 4 + 3)      12   (2 y 4 y 5)      2

El mínimo valor de P es 6 euros/ud. tiempo, que corresponde acortar 3 unidades de
tiempo los caminos en los que intervengan las actividades 1 – 3  y  1 – 2.

El nuevo valor de los vectores C y F serán:

                           

                Vector F(N,1)

Actividades Tiempo a reducir

1 2 0 3 3

1 3 2 5 3

1 4 6

2 4 4

2 5 5

3 4 2

3 6 4

4 5 0

5 6 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟− = −⎜ ⎟
⎜ ⎟− = −
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

                                                           

       Vector C(M, 1)

Caminos Longitud

I 19 22 3

II 25 28 3

III 23

IV 25 28 3

V 25 28 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎝ ⎠

Los caminos II, IV y V continúan siendo críticos por lo que es válido el acortamiento.

El incremento del coste del proyecto será:
3 unidades de tiempo x 6 (euros/ud. tiempo) = 18 euros
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Quinto Acortamiento

Hay tres caminos críticos (II, IV, V) por lo que el vector M tendrá tres filas.

Camino II:   1 – 3 , 3 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino IV:  1 – 2 , 2 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino V:   1 – 2 , 2 – 5 , 5 – 6

Las combinaciones que se pueden formar con las actividades que los componen y
tienen posibilidad de acortamiento son:

Siendo el vector P el resultado de sumar el coste unitario de cada actividad y el
vector R la menor unidad de tiempo de entre las dos actividades que conforman
cada combinación, la matriz Q será:

Caminos
M

Actividades a recortar
Q

Coste unitario
reducción

P

Tiempo a reducir
R

  1 – 3         2 – 4         2 – 5   (4 + 4 + 3)      11    (2 y 4 y 5)      2II
IV
V   3 – 4         2 – 4         2 – 5   (5 + 4 + 3)      12    (2 y 5 y 5)      2

El mínimo valor de P es 11 euros/ud. tiempo, que corresponde acortar 2 unidades
de tiempo los caminos en los que intervengan las actividades 1 – 3 , 2 – 4  y  2 – 5.

El nuevo valor de los vectores C y F serán:
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               Vector F(N,1)

Actividades Tiempo a reducir

1 2 0

1 3 0 2 2

1 4 6

2 4 2 4 2

2 5 3 5 2

3 4 2

3 6 4

4 5 0

5 6 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− = −
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− = −
⎜ ⎟

− = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

                                                                              

       Vector C(M, 1)

Caminos Longitud

I 17 19 2

II 23 25 2

III 23

IV 23 25 2

V 23 25 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎝ ⎠

Los caminos II, IV y V continúan siendo críticos, por lo que es válido el
acortamiento.

Además, se les suma el camino III como camino crítico.

El incremento del coste del proyecto será:
2 unidades de tiempo x 11 (euros/ud. tiempo) = 22 euros

Sexto Acortamiento

Hay cuatro caminos críticos (II, III, IV, V) por lo que el vector M tendrá cuatro filas.

Camino II:    1 – 3 , 3 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino III:   1 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino IV:   1 – 2 , 2 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino V:    1 – 2 , 2 – 5 , 5 – 6

Las combinaciones que se pueden formar con las actividades que los componen y
tienen posibilidad de acortamiento son:
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Siendo el vector P el resultado de sumar el coste unitario de cada actividad y el
vector R la menor unidad de tiempo de entre las dos actividades que conforman
cada combinación, la matriz Q será:

Caminos
M

Actividades a recortar
Q

Coste unitario
reducción

P

Tiempo a reducir
R

II ‐ III
IV ‐ V

  3 – 4    1 – 4     2 – 4     2 – 5   (5 + 3 + 4 + 3)    15  (2 y 6 y 2 y 3)    2

El mínimo y único valor de P es 15 euros/ud. tiempo, corresponde a acortar 2
unidades de tiempo los caminos en los que intervengan las actividades
 3 – 4 , 1 – 4 , 2 – 4  y  2 – 5.

El nuevo valor de los vectores C y F serán:

                                      

               Vector F(N,1)

Actividades Tiempo a reducir

1 2 0

1 3 0

1 4 4 6 2

2 4 0 2 2

2 5 1 3 2

3 4 0 2 2

3 6 4

4 5 0

5 6 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟− = −⎜ ⎟
⎜ ⎟− = −
⎜ ⎟

− = −⎜ ⎟
⎜ ⎟− = −
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
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       Vector C(M, 1)

Caminos Longitud

I 17

II 21 23 2

III 21 23 2

IV 21 23 2

V 21 23 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎝ ⎠

Los caminos II, III, IV y V continúan siendo críticos, por lo que es válido el
acortamiento.

El incremento del coste del proyecto será:
2 unidades de tiempo x 15 (euros/ud. tiempo) = 30 euros

Séptimo Acortamiento

Atendiendo al vector C hay cuatro caminos críticos (II, III, IV, V).

Camino II:   1 – 3 , 3 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino III:  1 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino IV:  1 – 2 , 2 – 4 , 4 – 5 , 5 – 6
Camino V:   1 – 2 , 2 – 5 , 5 – 6

Analizando estos caminos para conseguir un posible acortamiento, no se puede dar
ninguna combinación con las actividades que componen los caminos, que sean
susceptibles de reducción.

Las actividades de los caminos II y IV ya han sido reducidas a su unidad de tiempo
mínima, por lo que no pueden combinarse.

Los caminos III y V tienen las únicas actividades posibles de acortamiento, que son
1 – 4  y  2 – 5.

En caso de acortar alguno de estos caminos (III y V), seguirían quedando otros dos
caminos críticos (II y IV), por lo que no se conseguiría reducir la duración total del
proyecto, por lo que se da por concluido el algortitmo.
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El proyecto queda reducido a 21 unidades de tiempo, con un acortamiento de 14
unidades de tiempo (35 – 21).
Con un incremento de coste de:  3 +2 + 15 + 18 + 22 + 30 = 90 euros.

En la siguiente tabla se encuentran un resumen para cada acortamiento:

Acortamientos
Actividades
acortadas

Coste/
unidad
tiempo

Tiempo
acortado

Tiempo
acortado

acumulado

Duración
total

proyecto

Coste
acortamiento

Coste
acumulado

1 5 – 6 1 3 3 32 3 3

2 1 – 2 2 1 4 31 2 5

3 4 – 5 5 3 7 28 15 20

4
1 – 3
1 – 2

6 3 10 25 18 38

5
1 – 3
2 – 4
2 – 5

11 2 12 23 22 60

6

3 – 4
1 – 4
2 – 4
2 – 5

15 2 14 21 30 90

Un resumen de los cambios efectuados en el Vector F (N, 1):

Acortamientos
Inicio Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto Sexto

1 – 2 4 4 3 3 0 0 0
1 – 3 5 5 5 5 2 0 0
1 – 4 6 6 6 6 6 6 4
2 – 4 4 4 4 4 4 2 0
2 – 5 5 5 5 5 5 3 1
3 – 4 2 2 2 2 2 2 0
3 – 6 4 4 4 4 4 4 4
4 – 5 3 3 3 0 0 0 0

A
ct

iv
id

ad
es

5 – 6 3 0 0 0 0 0 0
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   ALGORITMO DE ACKOFF ‐ SASIENI  (TIEMPO‐SOBRESCOSTE)

PASO 1:  Construir una matriz cuyas filas representen las diferentes rutas existentes
de comienzo a fin del proyecto y, por columnas las diferentes actividades que
componen el proyecto.
Cada elemento (i, j) de la matriz, representará la pendiente de coste de la actividad
que ocupa la columna j‐ésima siempre y cuando pertenezca a la ruta de la fila
 i‐ésima; en otro caso se deja en blanco.
Se requiere que la matriz tenga tantas columnas como pendientes de coste posea.

PASO 2:  Se amplía la matriz obtenida con una columna cuyos elementos
representen las duraciones normales de las respectivas rutas, y una fila cuyos
elementos indiquen la diferencia entre las duraciones normal y récord de cada
actividad (acortamiento posible).

PASO 3:  Se selecciona la actividad de menor pendiente en cada de las rutas críticas
del proyecto (caso de existir varias) y se determina el tiempo de acortamiento.

Para ello se calcula el mínimo de las cantidades:

‐  Acortamiento máximo de las actividades sin que cambie su pendiente.

‐  Diferencia entre la duración de la ruta crítica y del primer subcrítico.

PASO 4:  Una vez calculado el tiempo de acortamiento, se determina el incremento
en el coste directo y el coste indirecto para la duración resultante. Se calcula el
coste total y se amplia la matriz con una nueva columna, que represente las nuevas
duraciones de las rutas y una fila para mostrar los nuevos acortamientos posibles.
El algoritmo continúa hasta encontrar una ruta crítica irreducible.
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  El proceso de construcción de un microcomputador se compone de las
siguientes actividades:

Duraciones
Actividad

Normal Récord
Pendiente
De Coste

1 − 2 17 13 6

1 − 3 15 10 3

1 − 4 20 15 2

2 − 6 18 16 4

2 − 6 16 15 5

3 − 4 5 3 2

3 − 5 13 8 6

4 − 6 20 19 6

5 − 6 10 8 5

El coste indirecto del proyecto en duración normal (40 días) es de 360 millones de
euros y el coste indirecto viene determinado por  la función:

i x proyectoC 5 D 167 millones de euros= +

a) Determinar la duración más interesante del proyecto desde un punto de vista
económico.

b) Determinar el coste del proyecto en el mínimo tiempo posible.

Solución:

a) En el planteamiento del problema: El Coste Directo en la duración normal de 40
días es de 360 millones de euros y el Coste Indirecto:

i i x xproyectoC C 5 D 167  5 40 167 367 millones de euros= = + = + =

El Coste Total  t d iC C C 360 367 727= + = + =  millones de euros.

El objetivo es determinar  el cambio entre tiempo y coste que debe emplearse en
cada actividad, para cumplir con el tiempo de finalización del proyecto a un coste
mínimo.

El grafo del proyecto:
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Aplicando el algoritmo de Ackoff‐Sasieni se elabora una matriz que tiene por filas
los distintos caminos existentes entre el nudo inicial y final del proyecto, y por
columnas las diferentes actividdes que lo componen.

Conviene que cada actividad aparezca tantas veces como pendientes de coste
tenga.

Los caminos del proyecto son:

1 − 2 − 6
1 − 3 − 4 − 6
1 − 3 − 5 − 6
1 − 4 − 6

Se construye una matricial inicial formada por elementos que son la pendiente de
coste de las distintas actividades del proyecto, cuando pertenezcan al camino
correspondiente.

      Actividades

Caminos
1  − 2 1  − 3 1  − 4 2  − 6 2  − 6 3  − 4 3  − 5 4  − 6 5  − 6

1  − 2  − 6 6 4 5
1 − 3  − 4 − 6 3 2 6
1 − 3  − 5 − 6 3 6 5
1  − 4  −  6 2 6

La matriz inicial se amplia con una columna A que contiene las duraciones de los
caminos y una fila  ij ijA D d∗ = −   que contiene para cada actividad la diferencia entre

sus duraciones normal y récord.
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17 18 35

15 5 20 40
A

15 13 10 38

20 20 40

+ =⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + =⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ + =
⎜ ⎟+ =⎝ ⎠

( )ij ijA D d 17 13 4 15 10 5 20 15 5 20 19 1 10 8 2∗ = − = − = − = − = − = − =

      Actividad

Caminos
1  − 2 1  − 3 1  − 4 2  − 6 2  − 6 3  − 4 3  − 5 4  − 6 5  − 6

Duración
Camino

(A)
1  − 2  − 6 6 4 5 35
1 − 3  − 4 − 6 3 2 6 40
1 − 3  − 5 − 6 3 6 5 38
1  − 4  −  6 2 6 40

Duración
actividad  (A*)

4 5 5 2 1 2 5 1 2

En este momento, el proyecto presenta dos caminos críticos (con mayor duración)
que habrá que reducir simultáneamente.

Para ello, se selecciona en cada uno de los caminos críticos la actividad con menor
pendiente y se determina su acotamiento.

Para determinar el acotamiento hay que calcular el mínimo de las cantidades:

 Máximo acotamiento de  3  − 4  sin que cambie su pendiente de coste 2 días.

 Máximo acotamiento de  1  − 4  sin que cambie su pendiente de coste 5 días.

 Diferencia entre la duración del camino crítico y del primer subcrítico
40 − 38 = 2 días.

El mínimo de 2 días es el acortamiento a realizar simultáneamente en los dos
caminos críticos.

Actividad Pendiente Número días Coste
3  − 4 2 2 4

1  − 4 2 2 4
El incremento en el coste
directo del proyecto será:

8

d

i

t

x proyecto x

Coste Directo C 360 8 368                                                

Coste Indirecto C 5 D 167  5 38 167 357

Coste Total C 360 357 725                                                

= + =
= + = + =

= + =
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Se reducen dos dias al proyecto y se reducen los costes.

Se amplia la matriz anterior con una nueva columna B, que represente las nuevas
duraciones de las rutas y una fila  ij ijB D d∗ = −  para mostrar los nuevos

acortamientos.

      Actividad

Caminos
1−2 1−3 1−4 2−6 2−6 3−4 3−5 4−6 5−6 A B

1  − 2  − 6 6 4 5 35 35
1 − 3  − 4 − 6 3 2 6 40 38
1 − 3  − 5 − 6 3 6 5 38 38
1  − 4  −  6 2 6 40 38

A* 4 5 5 2 1 2 5 1 2
B* 4 5 3 2 1 0 5 1 2

Se continua iterando hasta que alguno de los caminos críticos no se puede acortar,
obteniendo la matriz:

      Acti

Camin
1−2 1−3 1−4 2−6 2−6 3−4 3−5 4−6 5−6 A B C D D1

1 −2−6 6   4 5 35 35 35 34 34
1−3−4−6 3 2 6 40 38 35 33 34
1− 3−5−6 3 6 5 38 38 35 34 34
1−4− 6 2 6 40 38 35 34 34

A* 4 5 5 2 1 2 5 1 2 CD 360 CI 367 CT 727= = =

B* 4 5 3 2 1 0 5 1 2 CD 360 8 CI 357 CT 725= + = =

C* 4 2 0 2 1 0 5 1 2 CD 368 15 CI 342 CT 725= + = =

D* 4 1 0 1 1 0 5 0 2 CD 383 13 CI 337 CT 733= + = =

D1* 4 1 0 1 1 1 5 0 2 CD 396 2 CI 337 CT 731= − = =

Obtenida la fila D* y columna D, el camino 1 − 3  − 4 − 6 tiene una duración de 33
días y la duración del proyecto es de 34 días. Por tanto, resulta innecesario
mantenerlo con la duración de 33 días.

Como la actividad 3 − 4 puede alargarse 1 día, con el consiguiente ahorro en el
coste directo del proyecto, se hace necesario construir la fila D1* y columna D1.

El algoritmo ha finalizado ya que el camino 1  − 4  −  6  tiene todas sus actividades
en tiempo récord y no puede reducirse su duración.

Los resultados obtenidos son:
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Tiempo en días 40 38 35 34
Coste directo 360 368 383 394
Coste indirecto 367 357 342 337
Coste total 727 725 725 731

El coste total mínimo es de 725 millones de euros, cantidad comprendida en el
intervalo [ ]38 35− .

El coste en duración récord es de 731 millones de euros y su duración 34 días.
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