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ANTECEDENTES HISTÓRICOS ALGORITMOS  DEL  TRANSPORTE

Los problemas de transporte constituyen uno de los problemas más antiguos
estudiados en el campo de la Investigación de Operaciones.
El problema fue formalizado por el matemático Gaspard Monge en 1781.

Leonid Vitálievich Kantorovich realizó importantes avances en este campo durante
la Segunda Guerra Mundial.

Gaspard Monge

Walras

La introducción e la Programación Lineal en Economía es muy antigua, es lógico pensar
que se inicia cuando los economistas empiezan a presentar los modelos económicos en
forma matemática: uno de los primeros trabajos se encuentran en la Tabla de François
Quesnay:  León Walras propone en 1874 un modelo matemático, siendo los coeficientes
de restricción coeficientes tecnológicos, pero hasta 1930 los trabajos sobre esta materia
con relativamente escasos.

La mayor parte de los economistas matemáticos se ocuparon del análisis de
problemas teóricos asociados con la posibilidad de equilibrio económico y su
eficiencia frente a condiciones competitivas o monopolísticas. Así, en 1930, un
grupo de economistas matemáticos  austríacos y alemanes trabajan en la
generalización de las técnicas lineales de Walras; estos trabajos nacieron
debidos a unos problemas planteados por Von Neumann en "A model of general
Economic Equilibrium, 1937".

  Von
Neumann

W. Leontief
Nobel, 1973

Desde 1936 el Bureau of Labor Statistics habia aplicado el modelo de Wassily Leontief
  (Nobel, 1973).

A partir de 1947 hay que destacar la labor de T. C. Koopmans (Nobel, 1975), que llama
la atención de los economistas sobre la gran potencialidad de aplicación de los
modelos de Programación Lineal a la Economía.

A partir de la fecha mencionada la Cowles Commission organiza Conferencias, en las que intervienen
economistas reconocidos: Kenneth Arrow (Nobel, 1972), Robert Dorfman, Leonid Hurwicz (Nobel,
2007), Abba Ptachya Lerner, Jacob Marschak, Oskar Morgenstern, Paul Anthony Samuelson (Nobel,
1970), y matemáticos como G.W. Brown (Dinámica Brown‐Von‐Neumann‐Nash), Merrill Meeks Flood
(Teoría de juegos, Dilema del prisionero), Albert William Tucker (Teoría de juegos y Programación no
lineal) y George Bernard Dantzig.

Las comunicaciones presentadas se recogen en una obra titulada "Activity Analysis Of Production and
Allocation".
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K. Arrow
Nobel, 1972

R. Dorfman L . Hurwicz
Nobel, 2007

A. Lerner J.  Marschak O. Morgenstern

P. A. Samuelson
Nobel, 1970

G. B. Dantzig

Samuelson en 1955 publica "Market Mechanims and Maximization" y enuncia su "Teorema de
sustitución para un modelo generalizado del de Leontief".

F. L.  Hitchcock

La formulación lineal del problema, conocida como problema de

transporte clásico, junto con una solución constructiva,  fue descrito por Frank
Lauren Hitchcock en 1941.

De manera independiente, Tjalling Charles Koopmans también desarrolló avances
en los problemas del transporte.

L. Kantoróvich
Nobel, 1975

  Durante los años 1941 y 1942, Kantorovich y Koopmans
  estudiaron de forma independiente el problema del transporte
  por primera vez, conociéndose este tipo de problemas como
  problema de Koopmans‐Kantorovich.

  Para su solución, emplearon métodos geométricos que están
  relacionados con la teoría de convexidad de Minkowski.

L. Koopmans
Nobel, 1975

G. Stigler
Nobel, 1982

En 1945, George Joseph Stigler planteó el problema de la dieta, a raíz de la
preocupación del ejército americano por asegurar unos requerimientos nutricionales
básicos para sus tropas al menor coste posible. El problema fue resuelto
manualmente mediante un método heurístico con el cual se examinaron 510
diferentes posibilidades de combinación de alimentos, y cuya solución difería tan
sólo unos céntimos de la solución aportada años más tarde por el método Simplex.
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En 1951, George Bernard Dantzig describe un método para la resolución del
problema con una algoritmo que es una adaptación del Método Simplex.

El Algoritmo Simplex encuentra una solución pasando de una esquina adyacente
a la próxima, siguiendo los bordes externos de la región factible. En contraste,  el
Algoritmo de Karmarkar sigue una trayectoria de puntos por el interior de la
región factible. G. B. Dantzig

Neumann, ordenador Strena

Durante las décadas de los 50 y 60, creció el interés y el desarrollo
de la Investigación Operativa, debido a su aplicación en el ámbito
del comercio y la industria. Un ejemplo de esto es el problema del
cálculo del plan óptimo de transporte de arena de construcción a
las obras de edificación de la ciudad de Moscú, donde existían 10
puntos de origen y 230 de destino.

Para resolverlo se utilizó un ordenador Strena en el mes de junio de 1958, y después de 10 días de
cálculos produjo una solución que aportó una reducción del 11% de los gastos respecto a los costes
originales previstos.

H. M. Markowitz
Nobel,  1990

Continuamente crecen los Modelos de Programación Lineal como aplicación a la
industria (petróleo, hierro, acero, etc.), destacando los estudios de Harry Max
Markowitz en 1954 como aplicación a la industria del metal.

N. Karmarkar

En 1984, Narendra Karmarkar, desarrolló el Algoritmo de Karmarkar que supera
con mucho, en eficiencia, el algoritmo del simplex para el tratamiento de
problemas con un gran número de variables y de restricciones, dando la
posibilidad de resolver problemas que antes no tenían solución.

Delta Air Lines se convirtió en la primera línea aérea comercial en utilizar el algoritmo de Karmarkar,
llamado KORBX, desarrollado y vendido por AT&T. Con él, Delta perfeccionó la programación
mensual de 7.000 pilotos que llevan más de 400 aviones a 166 ciudades del mundo. Con la eficiencia
incrementada en la asignación de recursos limitados, la aerolínea ahorro millones de dólares en
tiempo de tripulación y costos relacionados.
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Algoritmos del Transporte  Esquina Noroeste

 Vogel

 Modi

 Húngaro

 Aplicaciones Winqsb



Portal Estadística Aplicada: Algoritmos Heurísticos del Transporte 5

MODELO TRANSPORTE

En cualquier actividad industrial, empresarial o negocio se encuentra presente el transporte de bienes o
productos desde los centros de producción denominados orígenes a los centros de consumo llamados
destinos, por lo que llevar a cabo esta actividad de manera óptima, es decir, al menor costo posible,
representa ventajas económicas y competitivas.

El transporte de bienes o productos, materias primas, equipos, etc., está inmerso en la tendencia actual
de la globalización.

En la construcción de todo modelo es necesario partir con información, en este sentido, se supone
conocer los costos unitarios de transporte desde cada uno de los orígenes a cada uno de los destinos
del problema de transporte, así como la oferta y demanda de cada centro.

Se utiliza el término oferta como la cantidad de bienes o productos disponibles en cada origen, centro
de producción o fábrica, es decir, del centro de producción.

El término demanda se asocia con la cantidad de bienes o productos que cada destino requiere.

Las variables de decisión son la cantidad de productos que se envían del origen i‐ésimo al destino
j‐ésimo, que se denota por  i jx . Los costos unitarios por transportar un producto del i‐ésimo origen al

j‐ésimo destino se denotan por  i jc .

La función objetivo asociada al problema del transporte representa el costo total del transporte, viene
dada por:

Función objetivo: 
m n

mín i j i j
i 1 j 1

z c x
= =

= ∑ ∑

Sujeto a las restricciones:

 de la oferta (a) de cada origen: 
n

i j i
j 1

x a
=

=∑

 de la demanda (d) de cada destino:  
m

i j j
i 1

x d
=

=∑

Para este modelo se supone que existe el equilibrio entre la oferta y la demanda, es decir, que se

cumple la igualdad:  
m n

i j
i 1 j 1

a d
= =

=∑ ∑
Si no se cumple esta igualdad, se añade un origen o destino artificial, según sea el caso, donde se
producirá o recibirá, según corresponda el exceso de productos, ya sea para la oferta o para la
demanda.

También está presente en el modelo la condición de no negatividad, es decir,  i jx 0≥
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MÉTODOS PARA OBTENER SOLUCIONES EN EL PROBLEMA DE TRANSPORTE

Resolviendo modelos matemáticos se da solución a diferentes tipos de problemas de Investigación de
Operaciones. En esta línea, se introducen algoritmos de solución del Problema de Transporte y del
Problema de Asignación, ambos con alta presencia en cualquier tipo de negocio.

Para resolver el Modelo del Transporte, es decir, para obtener los mejores valores numéricos para  las
variables de decisión, hay dos métodos:

Métodos óptimos:  Permiten obtener los mejores valores para las variables de decisión, es decir,
aquellos valores que satisfacen simultáneamente todas las restricciones y proporcionan el mejor valor
para la función objetivo ‐  Método del Simplex y  Método de Karmarkar.

Métodos heurísticos:  Permiten obtener una solución básica factible inicial (no artificial),  próxima a la
solución óptima,  con la ventaja de obtener ahorros considerables en tiempo respecto a los métodos
basados en algoritmos matemáticos. Entre estos métodos: Esquina Noroeste (MEN), Vogel  o de las
Penalizaciones (VAM), Costes Ficticios (MODI), y el Método de Asignación o Método Húngaro.

En general, el Método de Vogel o de las Penalizaciones (VAM) produce la mejor solución básica de
inicio y el de la Esquina Noroeste  (NWC)  la peor solución. Sin embargo, el Método de la Esquina
Noroeste se aplica por tener el mínimo de cálculos, aunque es el menos probable para dar una buena
solución de bajo costo al ignorar la magnitud relativa de los costos.

MÉTODO DE LA ESQUINA NOROESTE

Es un método para encontrar para encontrar una solución inicial  básica
factible del modelo del transporte. Es el método heurístico con mínimo
cálculos, ignorando los costos, considera todas las restricciones para su
elaboración. Es útil en problemas con innumerables orígenes y destinos en
los que importe satisfacer las restricciones.

El método parte en forma matricial,  es decir,  filas que representan orígenes y columnas que
representan destinos. El algoritmo se inicia en la celda, ruta o esquina Noroeste de la tabla (esquina
superior izquierda).

Una vez obtenida la tabla inicial del problema del transporte, el algoritmo de manera resumida consta
de los siguientes pasos:

 PASO 1:   En la celda seleccionada como esquina noroeste se asigna la máxima cantidad de
unidades posibles, cantidad que se encuentra restringida bien por las restricciones de oferta o
bien de demanda.

En este paso se procede a ajustar la oferta y demanda de la fila y columna afectada, restándole
la cantidad asignada a la celda.

 PASO 2:  Se procede a eliminar la fila o columna cuya oferta o demanda sea 0 después del Paso
1. Si ambas son 0 arbitrariamente se elige cual eliminar y la otra se deja con oferta o demanda 0,
según sea el caso.
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 PASO 3:  Pueden ocurrir dos posibilidades:

a)  Que quede una sola fila o columna, en este caso ha finalizado el algoritmo.

b)  Que quede más de una fila o columna, entonces se reinicia el PASO 1.

W. R. Vogel

MÉTODO DE VOGEL (William. R. Vogel)

Es uno de los más eficientes por que se puede acercar más a la solución inicial básica
factible en comparación con otros métodos, esto gracias a que toma en cuenta los
costos y la variación de estos con ofertas y demandas.

También es conocido como Método de las Penalizaciones.

El Algoritmo de Vogel (VAM) requiere de un número mayor de iteraciones que otros métodos
heurísticos existentes con esta finalidad, sin embargo produce mejores resultados iniciales.

Consta de 3 PASOS fundamentales y  un PASO más que asegura el ciclo hasta la finalización del
método.

PASO 1:   Determina para cada fila y columna una medida de penalización restando los dos
                  costos menores en filas y columnas. El valor de la penalización siempre es positivo
                  dado que la resta es el valor mayor menos el valor menor.

PASO 2:   Se elige la fila o columna con la mayor penalización, es decir, de la resta realizada en el
                  Paso 1  se debe escoger el número mayor. En caso de haber empate, se debe escoger
                  arbitrariamente (criterio personal).

PASO 3:   De la fila o columna de mayor penalización determinada en el Paso 2 hay que elegir la
                  celda con el menor costo, y en ésta asignar la mayor cantidad posible de unidades.

                 Una vez se realiza este paso una oferta o demanda quedará satisfecha, en
                  consecuencia se tachará la fila o columna, en caso de empate solo se tachará 1, la
                  restante quedará con oferta o demanda igual a 0.

PASO 4:   CICLO Y EXCEPCIONES

•  Si queda sin tachar exactamente una fila o columna con 0 oferta o demanda, detenerse.

•  Si queda sin tachar una fila o columna con oferta o demanda positiva, determinar las
   variables básicas en la fila o columna con el método de costos mínimos, detenerse

•  Si todas las filas y columnas que no se tacharon tienen 0 oferta y demanda, determinar las
   variables básicas cero por el método del costo mínimo, detenerse.

•  Si no se presenta ninguno de los casos anteriores regresar al Paso 1 hasta que las ofertas y
   las demandas se hayan agotado.
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MÉTODO MODI (Método de distribución modificada)

Cuando la solución básica obtenida por otros algoritmos no es óptima, la mejora es
posible y ésta se puede llevar a cabo mediante diferentes métodos, como el método
de STEPPING‐STONE y el método MODI.

El algoritmo MODI (Modified Distribution Method),  conocido como Método de los Costes Ficticios,
consiste en añadir a la matriz de costes una fila y una columna que recogen unos costes ficticios
determinados arbitrariamente (los números MODI), tal que permite calcular los índices de mejora
para las celdas (casillas) no utilizadas sin tener que trazar todos los circuitos (ciclos) que requiere el
algoritmo de Stepping‐Stone.

En general, supone ahorros en tiempo respecto a la utilización del algoritmo de Stepping‐Stone en la
resolución de problemas de transporte, debido a su rapidez y el fácil tratamiento de las soluciones
degeneradas.

El método MODI sigue los siguientes pasos:

 PASO 1:  Se parte de la solución inicial hallada por uno de los métodos heurísticos.

 PASO 2:  Se inicia con la matriz  i jC  de los costes inicial de la solución inicial obtenida por otros

métodos.

 PASO 3:  Se elaboran un conjunto de números  iu  y  jv  de modo que la suma sea  igual a los

                 valores de la matriz  i jC  de los costos de la variable solución.                   

El objetivo es obtener una matriz de costes   i j i jZ u v= +

Cuando todos los elementos de la matriz de costes reducidos  i j i j(C Z ) 0− ≥  el algoritmo  MODI

ha terminado. La solución de partida de costes inicial  i jC  es óptima.

Cuando uno o más elementos de la matriz   i j i j(C Z ) 0− <  es posible obtener una solución mejor.

La presencia de elementos negativos indica que no se ha conseguido la solución óptima.

 PASO 4:   En el caso de no haber alcanzado la solución óptima, esto es cuando uno o  más
elementos de la matriz  i j i j(C Z ) 0− < .

En la matriz   i j i j(C Z )−  se selecciona la casilla  i jz  que tiene el coste más pequeño. Por tanto,  en

la matriz  i jC  entra el elemento  i jc  con el valor más pequeño de los que están en las casillas con

signos menos.

A partir de  i jc  se van alternando los signos   ( )±  a izquierda o derecha en las casillas del coste

mínimo calculado por el método heurístico inicial.
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Se obtiene una nueva solución de coste mejorada, con su correspondiente matriz  i jC•

El circuito obtenido es cerrado,  donde en todas las columnas y filas seleccionadas hay un
elemento positivo y otro negativo, es decir se suma y se resta la misma cantidad  i jc , filas y

columnas tienen que estar balanceadas (verificar las condiciones de oferta y demanda).

 PROCESO ITERATIVO:   Se parte de la solución  i jC•  y se vuelve al Paso 3.  El algoritmo finaliza

cuando todos los elementos de la matriz de costes reducidos  ij ij(C Z ) 0• − ≥

       D. Kőnig              J. Egerváry

MÉTODO HÚNGARO (Optimizar Asignación, 1955)

Es un método de optimización de problemas de asignación, recibe el
nombre porque los primeros aportes al método clásico fueron de dos
matemáticos húngaros: Dénes Kőnig y Jenő Egerváry.

El problema de Asignación es uno de los problemas más importantes de Programación Lineal.

Los orígenes del problema de asignación datan del siglo XVIII, cuando Gaspard Monge (1781) formuló
el problema de transporte de la masa continua como un enorme problema de asignación que
minimiza el coste de transportar todas las moléculas.

La estructura combinatoria del problema fue investigada al principio del siglo XX (Miller, Kőnig,
Frobenius), mientras que el primer algoritmo de enumeración implícita (en tiempo exponencial) fue
propuesto por Easterfield en 1946.

El primer algoritmo moderno en tiempo polinomial para el problema de asignación, inventado por
Harold W. Kuhn hace 50 años, fue bautizado como 'El Método Húngaro' , para destacar que deriva de
resultados anteriores de Kőnig y Egerváry obtenidos en los primeros años del siglo XX.

CONTEXTUALIZACIÓN DEL MÉTODO:

El método húngaro requiere del mismo  número de filas y columnas, está diseñado para la resolución
de problemas de minimización.

PASO 1:  En la matriz original de costo, identificar el mínimo de cada fila y restarlo de todos los
elementos de la fila.

PASO 2:  En la matriz que resulte del Paso 1, identificar el mínimo de cada columna, y restarlo de
todos los elementos de la columna. Obteniendo la Matriz de Coste Reducido.

PASO 3:  Se trazan líneas horizontales o verticales o ambas con el objetivo de cubrir todos los ceros
de la Matriz de Coste Reducido con el menor número de líneas posibles.

•  Si el número de líneas es igual al número de filas o columnas se ha obtenido la  solución
óptima (mejor asignación en el contexto de optimización).

•  Sí el número de líneas es inferior al número de filas o columnas hay que continuar con el
PASO 4.
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PASO 4:  Tomar el menor elemento no cubierto (atravesado) por una línea.

(a)  Restar este valor a todos los elementos de las filas no cubiertas (no cruzadas)

(b)  Sumar este valor a todos los elementos de las columnas cubiertas (cruzadas)

Finalizado el proceso se vuelve al PASO 3.

ASIGNACIONES:  Se inician por la fila que tenga menos ceros y tachando los ceros de la fila y columna
donde se realizó la asignación.
En caso de tener que elegir se hace en el orden alfabético de los destinos.

MAXIMIZAR POR EL MÉTODO HÚNGARO:  Para abordar problemas de maximización es necesario
añadir variables de holgura o ficticias hasta obtener el mismo número de filas y columnas,
equivalentes a 0 en todas sus componentes.

Si el problema lo permite, pueden crearse variables ficticias duplicadas de una existente.

Como operación adicional se busca el mayor valor tabulado y se resta éste valor a cada una de las
celdas. A partir de la nueva matriz obtenida se aplica el método húngaro como se haría en el caso
normal  de minimización.
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ESQUINA NOROESTE:  Tres silos satisfacen la demanda de cuatro molinos, los costes unitarios del
transporte en euros de cada silo al molino correspondiente se adjuntan en la tabla adjunta.
Se quiere obtener el costo mínimo.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 2 20 11 15
Silo 2 12 7 9 20 25
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 5 15 15 15 50

El algoritmo de transporte se basa en la hipótesis que el modelo está balanceado, es decir, que la
demanda total es igual a la oferta total.

Cuando el modelo no está balanceado siempre se podrá aumentar con una fuente ficticia o un destino
ficticio para restaurar el equilibrio o balance.

Con el método de la Esquina Noroeste (NWC), el primer paso es seleccionar la demanda a la esquina
más al noroeste, de manera que no sobrepase la oferta, en caso contrario se asigna la mayor cantidad.

En este caso se asignan 5 unidades al Molino 1.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 2 20 11 15 − 5 = 10
Silo 2 12 7 9 20 25
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 5 − 5 = 0 15 15 15

La demanda del Molino 1 es cero,  una vez restada la cantidad asignada.  Se procede a eliminar la
columna, continuando el proceso de asignación.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 2 20 11 10
Silo 2 12 7 9 20 25
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 0 15 15 15

En la nueva esquina noroeste (Molino 2) se asigna las 10 unidades restantes, quedando la oferta del
Silo 1 a cero. El Molino 2 queda todavía con una demanda de 5 unidades.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 10 2 20 11 10 − 10 = 0
Silo 2 12 7 9 20 25
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 0 15 − 10 = 5 15 15
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Se elimina la primera fila, el Silo 1 ya no presenta oferta.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 10 2 20 11 0
Silo 2 12 7 9 20 25
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 0 5 15 15

La demanda del Molino 2 es ahora de 5 unidades, quedando la oferta del Silo 2 en 25 unidades. Se
suben 5 unidades a la nueva esquina noroeste, quedando la demanda del Molino 2 en 0 unidades.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 10 2 20 11 0
Silo 2 12 5 7 9 20 25 − 5 = 20
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 0 5 − 5 = 0 15 15

Se elimina la columna del Molino 2, ya no presenta demanda.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 10 2 20 11 0
Silo 2 12 5 7 9 20 20
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 0 0 15 15

En la nueva esquina noroeste (Molino 3) se asigna 15 unidades, quedando la demanda del Molino 3
con 0 unidades, mientras que la oferta del Silo 2 es de 5 unidades.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 10 2 20 11 0
Silo 2 12 5 7 15 9 20 20 − 15 = 5
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 0 0 15 − 15 = 0 15

El Molino 3 ya no tiene demanda, anulando la columna.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 10 2 20 11 0
Silo 2 12 5 7 15 9 20 5
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 0 0 0 15
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Se asignan 5 unidades a la esquina noroeste (Molino 4)

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 10 2 20 11 0
Silo 2 12 5 7 15 9 5 20 5 − 5 = 0
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 0 0 0 15 − 5 = 10

Se anula la fila del Silo 3 por no tener unidades que ofertar.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 10 2 20 11 0
Silo 2 12 5 7 15 9 5 20 0
Silo 3 4 14 16 18 10
 Demanda 0 0 0 10

Finalmente, se asignan 10 unidades a la esquina restante.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 5 10 10 2 20 11 0
Silo 2 12 5 7 15 9 5 20 0
Silo 3 4 14 16 10 18 10 − 10 = 0
 Demanda 0 0 0 10 − 10 = 0

En consecuencia,  la solución básica factible inicial es:

Molino

1 2 3 4
Silo 1 5 10 10 2
Silo 2 5 7 15 9 5 20
Silo 3 10 18
 Costo 50 55 135 280

Que reporta un costo mínimo (valor de la función objetivo) :

( ) ( )x x x x x xZ 5 10 10 2 5 7 15 9 5 20 10 18 520= + + + + + =  euros

Utilizando el programa Solver de Excel, como motor de resolución Simplex_LP , se alcanza la solución
óptima con costo mínimo (valor óptimo) de 435 euros.

El método de la Esquina Noroeste tiene un mínimo de cálculos, ignorando los costos, considera todas
las restricciones para su elaboración.  Es útil en problemas con innumerables orígenes y destinos en
los que importe satisfacer las restricciones.

Es el algoritmo de transporte menos probable para ofrecer una buena solución de bajo costo.
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WinQSB / Network Modeling  ‐ Trasnsportation Problem

La solución óptima del costo mínimo es 435 euros.

Para obtener el resultado que ofrece el método heurístico de la Esquina Noroeste (NWC):
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Con una iteración mas, se llega a un
coste mínimo de 475 euros.
Coste mínimo obtenido con el
método Vogel  o de las
Penalizaciones (VAM ).

Con otra iteración más, se alcanza
un coste mínimo de 435 euros.
Coste obtenido con Programación
Lineal (Simplex, Karmarkar).
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ESQUINA NOROESTE:  Tres centrales eléctricas de distribución tienen que dar electricidad a tres
ciudades (A, B, C) de 35, 50 y 40 kw/h (kilovatios/hora), cuyas demandas máximas son 45, 20 y 30. Los
costos unitarios se describen en la tabla adjunta.

Ciudades
  Central A B C
Central 1 8 15 10
Central 2 10 12 14
Central 3 14 9 15

Obtener por el  coste mínimo por el Método de la Esquina Noroeste.

Las especificaciones del problema se completan en la siguiente tabla:

Ciudades
Central A B C Oferta
Central 1 8 15 10 35
Central 2 10 12 14 50
Central 3 14 9 15 40

 Demanda 45 20 30

Debe comprobarse si la matriz es balanceada, es decir, si es igual la oferta a la demanda.

Oferta = 35 + 50 + 40 = 125     Demanda = 45 + 20 + 30 = 95

La matriz NO ES BALANCEADA, la oferta es mayor que la demanda. Para tener un equilibrio hay que
ajustar la situación creando una demanda ficticia o de holgura de (125 – 95 = 30).

Sea  la columna Ciudad Ficticia  F con una demanda de 30 kw/h.

CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 8 15 10 0 35
Central 2 10 12 14 0 50
Central 3 14 9 15 0 40

 Demanda 45 20 30 30

El método consiste en seleccionar y cubrir la demanda de la esquina más al noroeste, de manera que no
sobrepase la oferta.

CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 35 / 8 15 10 0 0
Central 2 10 12 14 0 50
Central 3 14 9 15 0 40

 Demanda 10 20 30 30
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CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 35 / 8 15 10 0 0
Central 2 10 / 10 12 14 0 40
Central 3 14 9 15 0 40

 Demanda 0 20 30 30

CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 35 / 8 15 10 0 0
Central 2 10 / 10 20 / 12 14 0 20
Central 3 14 9 15 0 40

 Demanda 0 0 30 30

CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 35 / 8 15 10 0 0
Central 2 10 / 10 20 / 12 20 / 14 0 0
Central 3 14 9 15 0 40

 Demanda 0 0 10 30

CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 35 / 8 15 10 0 0
Central 2 10 / 10 20 / 12 20 / 14 0 0
Central 3 14 9 10 / 15 0 30

 Demanda 0 0 0 30

CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 35 / 8 15 10 0 0
Central 2 10 / 10 20 / 12 20 / 14 0 0
Central 3 14 9 10 / 15 30 / 0 0

 Demanda 0 0 0 0

Coste mínimo:

CiudadesCentral
A B C F

Central 1 35 / 8
Central 2 10 / 10 20 / 12 20 / 14
Central 3 10 / 15 30 / 0

Coste mínimo:   z    280   100     240    280   150      1050 euros= + + + + =
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  ESQUINA NOROESTE:  Una empresa tiene cuatro depósitos de azufre que suministra a cuatro fábricas
de productos químicos. Las capacidades de los depósitos son de 100, 120, 80 y 95 litros, respectivamente.
Las fábricas solicitan a los depósitos, respectivamente, las cantidades de 125, 50, 130 y 90 litros. El coste
que relaciona  el transporte del  litro de azufre entre depósitos y fábricas se establece en la tabla:

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4
Depósito  1 2 3 4 6
Depósito  2 1 5 8 3
Depósito  3 8 5 1 4
Depósito  4 4 5 6 3

Obtener un modelo de programación que permita satisfacer las necesidades de las fábricas y minimizar
los costos asociados.
Los datos del problema se trasladan a la siguiente tabla:

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 2 3 4 6 100
Depósito  2 1 5 8 3 120
Depósito  3 8 5 1 4 80
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 125 50 130 90

La matriz es balanceada, las unidades que se ofertan coinciden con las unidades que se demandan.

El siguiente paso es seleccionar la demanda a la esquina más al noroeste, de manera que no sobrepase la
oferta, en caso contrario se asigna la mayor cantidad. En este caso se asignan 100 litros a la Fábrica 1.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 100 − 100 = 0
Depósito  2 1 5 8 3 120
Depósito  3 8 5 1 4 80
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 125 − 100 = 25 50 130 90

El depósito 1 ha quedado a 0, se procede a eliminar la fila, continuando con el proceso de asignación.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 1 5 8 3 120
Depósito  3 8 5 1 4 80
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 25 50 130 90

La nueva esquina al noroeste es 1, contando con 25 litros requeridos por la Fábrica 1, que suben a la
nueva esquina.
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Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 25 1 5 8 3 120 − 25 = 95
Depósito  3 8 5 1 4 80
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 25 − 25 = 0 50 130 90

La Fábrica 1 ya ha cubierto su demanda, la cantidad demandada es 0, se procede a eliminar la columna.
El proceso de asignación se repite de nuevo.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 25 1 5 8 3 95
Depósito  3 8 5 1 4 80
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 0 50 130 90

La nueva esquina al noroeste es 5, se suben los 50 litros requeridos por la Fábrica 2.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 25 1 50 5 8 3 95 − 50 = 45
Depósito  3 8 5 1 4 80
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 0 50 − 50 = 0 130 90

La Fábrica 2 ha cubierto su demanda, la cantidad demandada es 0, con lo que se procede a eliminar la
columna.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 25 1 50 5 8 3 45
Depósito  3 8 5 1 4 80
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 0 0 130 90

La nueva asignación a la nueva esquina al noroeste es 45, cantidad que queda en el Depósito 2.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 25 1 50 5 45 8 3 45 − 45 = 0
Depósito  3 8 5 1 4 80
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 0 0 130 − 45 = 85 90
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El Depósito 2 ha quedado vacío, la cantidad que oferta es 0, con lo que se procede a eliminar la fila.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 25 1 50 5 45 8 3 0
Depósito  3 8 5 1 4 80
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 0 0 85 90

La nueva asignación a la nueva esquina al noroeste es 80, cantidad que queda en el Depósito 3.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 25 1 50 5 45 8 3 0
Depósito  3 8 5 80 1 4 80 − 80 =  0
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 0 0 85 − 80 = 5 90

El Depósito 3 ha quedado vacío, oferta 0 litros, con lo que se procede a eliminar la fila, continuando el
proceso.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 25 1 50 5 45 8 3 0
Depósito  3 8 5 80 1 4 0
Depósito  4 4 5 6 3 95
Demanda 0 0 5 90

La nueva asignación a la nueva esquina al noroeste es 5, cantidad que queda en el Depósito 4.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 25 1 50 5 45 8 3 0
Depósito  3 8 5 80 1 4 0
Depósito  4 4 5 5 6 3 95 − 5 = 90
Demanda 0 0 5 − 5 = 0 90

La Fábrica 3 ha cubierto su demanda, la cantidad demandada es 0, con lo que se procede a eliminar la
columna.

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4 Oferta
Depósito  1 100 2 3 4 6 0
Depósito  2 25 1 50 5 45 8 3 0
Depósito  3 8 5 80 1 4 0
Depósito  4 4 5 5 6 90 3 90 − 90 = 0
Demanda 0 0 0 0
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El cuadro de asignaciones y de costo se refleja en la tabla:

Fábrica 1 Fábrica 2 Fábrica 3 Fábrica 4
100 2 7Depósito  1

200
25 1 50 5 45 8Depósito  2

25 250 360
80 1Depósito  3

80
5 6 90 3Depósito  4

30 270
Demanda 125 50 130 90

Que reporta un costo mínimo (valor de la función objetivo) :

z 200 25 250 360 80 30 270 1.215= + + + + + + =  euros

Adviértase que método de la Esquina Noroeste tiene un mínimo de cálculos, ignorando los costos,
considera todas las restricciones para su elaboración.
Es útil en problemas con innumerables origines y destinos en los que importe satisfacer las restricciones.
Es el algoritmo de transporte menos probable para ofrecer una buena solución de bajo costo.



Portal Estadística Aplicada: Algoritmos Heurísticos del Transporte 23

MÉTODO VOGEL (MINIMIZAR / PENALIZACIONES):  Tres Silos satisfacen la demanda de cuatro molinos,
los costes unitarios del transporte en euros de cada silo al molino correspondiente se adjuntan en la
tabla adjunta. Se quiere obtener el costo mínimo.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 2 20 11 15
Silo 2 12 7 9 20 25
Silo 3 4 14 16 18 10
Demanda 5 15 15 15 50

La matriz es balanceada, las 50 unidades que se ofertan coinciden con las unidades que se demandan.

PASO 1:  Se determinan las medidas de mayor penalización restando los costos más bajos por fila y
columna (el resultado se denomina Penalización). En la fila o columna con mayor penalización se elige
la celda con menor coste.

Molino

1 2 3 4 Oferta Penalización
Silo 1 10 2 20 11 15 10 − 2 = 8
Silo 2 12 7 9 20 25 9 − 7 = 2
Silo 3 4 14 16 18 10 14 − 4 = 10
Demanda 5 15 15 15
Penalización 10 − 4 = 6 7 − 2 = 5 16 − 9 = 7 18 − 11 = 7

PASO 2:  Se identifica la fila o columna con mayor penalización. En este caso, la fila del Silo 3, donde se
encuentra 10.
En la fila del Silo 3, se elige el menor costo ( 4 euros) y se asigna la mayor cantidad posible de unidades
para cubrir la demanda.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 2 20 11 15
Silo 2 12 7 9 20 25
Silo 3 5 4 14 16 18 10 −5 = 5
Demanda 5 − 5 = 0 15 15 15

Cubierta la demanda del Molino 1 se tacha y se procede a calcular nuevas penalizaciones.

PASO 1:  Se determinan las medidas de penalización identificando los costos más bajos por fila y
columna. Después se restan dichos valores y el resultado se denomina Penalización.
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Molino

1 2 3 4 Oferta Penalización
Silo 1 10 2 20 11 15 11 − 2 = 9
Silo 2 12 7 9 20 25 9 − 7 = 2
Silo 3 5 4 14 16 18 5 16 − 14 = 2
Demanda 0 15 15 15
Penalización 7 − 2 = 5 16 − 9 = 7 18 − 11 = 7

PASO 2:  La fila o columna con mayor penalización es la fila del Silo 1, con una penalización de 9 euros.

En la fila del Silo 1 se elige el menor costo (2 euros) y se asigna la mayor cantidad posible de unidades
para cubrir la demanda (15 unidades).

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 15 2 20 11 15 − 15 = 0
Silo 2 12 7 9 20 25
Silo 3 5 4 14 16 5 10 −5 = 5
Demanda 0 15 − 15 = 0 15 15

Cubierta la demanda del Molino 2 se tacha, también se tacha la fila del Silo 1 por no presentar oferta.
Se procede a calcular las nuevas penalizaciones.

PASO 1:  Se determinan las medidas de penalización identificando los costos más bajos por fila y
columna. Después se restan dichos valores.

Molino

1 2 3 4 Oferta Penalización
Silo 1 10 15 2 20 11 0
Silo 2 12 7 9 20 25 20 − 9 = 11
Silo 3 5 4 14 16 18 5 18 − 16 = 2
Demanda 0 0 15 15
Penalización 16 − 9 = 7 20 − 18 = 2

PASO 2:  La fila o columna con mayor penalización es la fila del Silo 2, con una penalización de 11 euros.

En la fila del Silo 2 se elige el menor costo (9 euros) y se asigna la mayor cantidad posible de unidades
para cubrir la demanda (15 unidades).

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 15 2 20 11 0
Silo 2 12 7 15 9 20 25 − 15 = 10
Silo 3 5 4 14 16 18 5
Demanda 0 0 15 − 15 = 0 15

Cubierta la demanda del Molino 3 se tacha y se procede a calcular nuevas penalizaciones.
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PASO 1:  Se determinan las medidas de penalización identificando los costos más bajos por fila y
columna. Después se restan dichos valores.

Molino

1 2 3 4 Oferta Penalización
Silo 1 10 15 2 20 11 0
Silo 2 12 7 15 9 20 10 20
Silo 3 5 4 14 16 18 5 18
Demanda 0 0 0 15

PASO 2:  La fila o columna con mayor penalización es la fila del Silo 2, con una penalización de 20 euros.

En la fila del Silo 2 se elige el menor costo (20 euros) y se asigna la mayor cantidad posible de unidades
para cubrir la demanda (10 unidades).

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 15 2 20 11 0
Silo 2 12 7 15 9 10 20 10 − 10 = 0
Silo 3 5 4 14 16 18 5
Demanda 0 0 0 15 − 10 = 5

Cubierta la oferta del Silo 2 se tacha.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 15 2 20 11 0
Silo 2 12 7 15 9 10 20 0
Silo 3 5 4 14 16 18 5
Demanda 0 0 0 5

Continua el algoritmo, asignando las 5 unidades demandadas por el Molino 4.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 15 2 20 11 0
Silo 2 12 7 15 9 10 20 0
Silo 3 5 4 14 16 5 18 0
Demanda 0 0 0 0

El valor de la función objetivo asociado a esta solución factible inicial es

X X X X XZ    5 4 + 15 2 + 15 9 + 10 20 + 5 18 475= =  euros

La solución por el Método de la Esquina Noroeste era de 520 euros. En general el Método de
Aproximación de Vogel reporta mejor solución de inicio.
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WinQSB / Network Modeling  ‐ Trasnsportation Problem

Para obtener el resultado que ofrece el método heurístico de Vogel (VAM):
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Coste mínimo obtenido con el
método Vogel  o de las
Penalizaciones (VAM ) es de 475
euros.

Coste mínimo obtenido con
Programación Lineal (Simplex,
Karmarkar) es de 435 euros.
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MÉTODO VOGEL (MAXIMIZAR / PENALIZACIONES):  Tres Silos satisfacen la demanda de cuatro molinos,
los beneficios unitarios del transporte en euros de cada silo al molino correspondiente se adjuntan en la
tabla adjunta. Se quiere obtener el máximo beneficio.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 2 20 11 15
Silo 2 12 7 9 20 25
Silo 3 4 14 16 18 10
Demanda 5 15 15 15 50

La matriz es balanceada, las 50 unidades que se ofertan coinciden con las unidades que se demandan.

PASO 1:  Se determinan las medidas de penalización restando en fila y columna los mayores beneficios.
En la fila o columna con mayor penalización (diferencia) se elige la celda con mayor beneficio.

Molino

1 2 3 4 Oferta Penalización
Silo 1 10 2 20 11 15 20 − 11 = 9
Silo 2 12 7 9 20 25 20 − 12 = 8
Silo 3 4 14 16 18 10 18 − 16 = 2
Demanda 5 15 15 15
Penalización 12 − 10 = 2 14 − 7 = 7 20 − 16 = 4 20 − 18 = 2

PASO 2:  Se identifica la fila o columna con mayor penalización. En este caso, la fila del Silo 1, donde se
encuentra 9.
En la fila del Silo 1, se elige el mayor beneficio ( 20 euros) y se asigna la mayor cantidad posible de
unidades para cubrir la demanda.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 2 15 / 20 11 0
Silo 2 12 7 9 20 25
Silo 3 4 14 16 18 10
Demanda 5 15 0 15

Cubierta la demanda del Molino 3 y  la oferta del Silo 1 se tachan ambas y se procede a calcular
nuevas penalizaciones repitiendo el proceso.

Molino

1 2 3 4 Oferta Penalización
Silo 1 10 2 15 / 20 11 0
Silo 2 12 7 9 20 25 20 − 12 = 8
Silo 3 4 14 16 18 10 18 − 14 = 4
Demanda 5 15 15 15
Penalización 12 − 4 = 8 14 − 7 = 7 0 20 − 18 = 2

Hay dos penalizaciones con 8, se elige arbitrariamente el Silo 2 con un beneficio máximo de 12.
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Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 2 15 / 20 11 0
Silo 2 5 / 12 7 9 20 20
Silo 3 4 14 16 18 10
Demanda 0 15 0 15

Cubierta la demanda del Molino 1 se tacha la columna del Molino 1 y se procede a calcular nuevas
penalizaciones repitiendo el proceso.

Molino

1 2 3 4 Oferta Penalización
Silo 1 10 2 15 / 20 11 0
Silo 2 5 / 12 7 9 20 20 20 − 7 = 13
Silo 3 4 14 16 18 10 18 − 14 = 4
Demanda 0 15 15 15
Penalización 14 − 7 = 7 0 20 − 18 = 2

La mayor penalización es 13 con un beneficio máximo de 20

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 2 15 / 20 11 0
Silo 2 5 / 12 7 9 15 / 20 5
Silo 3 4 14 16 18 10
Demanda 0 15 0 0

Cubierta la demanda del Molino 4 se tacha la columna del Molino 4 y se procede a calcular nuevas
penalizaciones repitiendo el proceso.

Molino

1 2 3 4 Oferta Penalización
Silo 1 10 2 15 / 20 11 0
Silo 2 5 / 12 7 9 15 / 20 5 7
Silo 3 4 14 16 18 10 14
Demanda 0 15 15 15
Penalización 14 − 7 = 7 0 0

La mayor penalización es 14 con un beneficio máximo de 14

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 2 15 / 20 11 0
Silo 2 5 / 12 7 9 15 / 20 5
Silo 3 4 14 / 10 16 18 0
Demanda 0 5 0 0



Portal Estadística Aplicada: Algoritmos Heurísticos del Transporte 30

Cubierta la oferta  del Silo 3 se tacha la fila del  Silo 3 y se procede a calcular nuevas penalizaciones
repitiendo el proceso.

Molino

1 2 3 4 Oferta
Silo 1 10 2 15 / 20 11 0
Silo 2 5 / 12 5 / 7 9 15 / 20 0
Silo 3 4 14 / 10 16 18 0
Demanda 0 0 0 0

El máximo beneficio asociado a esta solución factible inicial es

X X X X Xz     15 20 + 5 12 + 5 7 + 15 20 + 14 10 835= =  euros

WinQSB / Network Modeling  ‐ Trasnsportation Problem

Para obtener el resultado que ofrece el método heurístico de Vogel (VAM):
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Adviértase que para resolver el problema con Programación Lineal hace falta un programa
de ordenador introduciendo 12 variables y 7 restricciones (constantes), que no se encuentra
al alcance en todo momento. Se obtiene idéntico beneficio máximo.

El método heurístico Vogel  o de las Penalizaciones (VAM ) obtiene una buena aproximación al que se
obtendría con Programación Lineal.

WinQSB / Linear and Integer Programming
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MÉTODO VOGEL (MINIMIZAR / PENALIZACIONES): Tres centrales eléctricas de distribución tienen que
dar electricidad a tres ciudades (A, B, C) de 35, 50 y 40 kw/h (kilovatios/hora), cuyas demandas
máximas son 45, 20 y 30. Los costos unitarios se describen en la tabla adjunta.

Ciudades
  Central A B C
Central 1 8 15 10
Central 2 10 12 14
Central 3 14 9 15

a)  Obtener por el Método Vogel un modelo de programación que permita satisfacer las necesidades de
las tres ciudades y minimizar los costos asociados al transporte de energía. (1,25 puntos)

b)  Plantear el problema con Programación Lineal (Simplex).  (0,75 puntos)

Solución:

a)  Las especificaciones del problema se completan en la siguiente tabla:

Ciudades
Central A B C Oferta
Central 1 8 15 10 35
Central 2 10 12 14 50
Central 3 14 9 15 40

 Demanda 45 20 30

Debe comprobarse si la matriz es balanceada, es decir, si es igual la oferta a la demanda.

Oferta = 35 + 50 + 40 = 125     Demanda = 45 + 20 + 30 = 95

La matriz NO ES BALANCEADA, la oferta es mayor que la demanda. Para tener un equilibrio hay que
ajustar la situación creando una demanda ficticia o de holgura de (125 – 95 = 30).

Sea  la columna Ciudad Ficticia  F con una demanda de 30 kw/h.

CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 8 15 10 0 35
Central 2 10 12 14 0 50
Central 3 14 9 15 0 40

 Demanda 45 20 30 30

Se determinan las medidas de penalización y se identifican los costos más bajos por fila y columna.
Después se restan dichos valores y el resultado se denomina Penalización.



Portal Estadística Aplicada: Algoritmos Heurísticos del Transporte 34

Ciudades  Central
A B C F Oferta Penalización

Central 1 8 15 10 0 35 8 − 0 = 8
Central 2 10 12 14 0 50 10 − 0 = 10
Central 3 14 9 15 0 40 9 − 0 = 9

 Demanda 45 20 30 30
 Penalización 10 − 8 = 2 12 − 9 = 3 14 − 10 = 4 0

El valor de la penalización siempre es positivo dado que la resta es el valor mayor menos el valor menor.

Se identifica la fila o columna con mayor penalización, en este caso la Fila Central 2 con 10. En esta fila
se elige el menor costo (0) y se asigna la mayor cantidad posible de unidades que se necesita para cubrir
la demanda.

En esta celda se pueden asignar 30 kw/h (demanda de la Ciudad ficticia F)

Ciudades
  Central A B C F Oferta
Central 1 8 15 10 0 35
Central 2 10 12 14 30 0 50 – 30 = 20
Central 3 14 9 15 0 40

 Demanda 45 20 30 30 – 30 = 0

Dado que la columna de la Ciudad Ficticia F ya tiene satisfecha su demanda (30 kwh) debe desaparecer.
De otra parte,  la Central 2 queda con 20 kw/h.

Ciudades
  Central A B C F Oferta
Central 1 8 15 10 0 35
Central 2 10 12 14 30 0 20
Central 3 14 9 15 0 40

 Demanda 45 20 30 0

Se repite el proceso. Se determinan las medidas de penalización, se identifican los costos más bajos por
fila y columna, después se restan dichos valores.

CiudadesCentral
A B C F Oferta Penalización

Central 1 8 15 10 0 35 10 − 8 = 2
Central 2 10 12 14 30 0 0 12 − 10 = 2
Central 3 14 9 15 0 40 14 − 9 = 5

 Demanda 45 20 30 0
 Penalización 10 − 8 = 2 12 − 9 = 3 14 − 10 = 4
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Se identifica la fila o columna con mayor penalización, fila Central 3 con 5.  En esta fila se elige el menor
costo (9) y se asigna la mayor cantidad posible de unidades que se necesita para cubrir la demanda.
Solo se pueden asignar 20 kw/h, por ser una cantidad disponible en la Central 3.

Ciudades
  Central A B C F Oferta
Central 1 8 15 10 0 35
Central 2 10 12 14 30 0 20
Central 3 14 20 9 0 0 40 – 20 = 20

 Demanda 45 20 – 20 = 0 30 0

Dado que la columna de la Ciudad B  ha satisfecho la demanda debe desaparecer. De otra parte, la
oferta de la Central 3 es de 20 kw/h.

Ciudades
  Central A B C F Oferta
Central 1 8 15 10 0 35
Central 2 10 12 14 30 0 20
Central 3 14 20 9 0 0 20

 Demanda 45 0 30 0

Se repite el proceso. Se determinan las medidas de penalización, se identifican los costos más bajos por
fila y columna, después se restan dichos valores.

Ciudades
 Central A B C F Oferta Penalización
Central 1 8 15 10 0 35 10 − 8 = 2
Central 2 10 12 14 30 0 20 14 − 10 = 4
Central 3 14 20 9 15 0 20 15 − 14 = 1

Demanda 45 0 30 0
Penalización 10 − 8 = 2 14 − 10 = 4

La mayor penalización se encuentra en la columna de la Ciudad C y en la fila de la Central 2.  En este
caso, se tachan ambas.  Se toma la decisión arbitraria de elegir primero la fila de la Central 2, donde el
menor costo es 10, asignando a esa celda la mayor cantidad posible de unidades.

Posteriormente, se elige a la columna de la Ciudad C, donde el menor costo es 10, asignando a esta
celda la mayor cantidad posible de unidades.

En la fila de la Central 2, se elige el menor costo (10), se pueden asignar 20 kw/h  por ser la cantidad que
oferta la Central 2.
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CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 8 15 10 0 35
Central 2 20 10 12 14 30 0 20 – 20 = 0
Central 3 14 20 9 15 0 20

 Demanda 45 – 20 = 25 0 30 0

La Central 2 ha quedado vacía por lo que desaparece. De otra parte, la Ciudad A queda con una demanda
de 25 kw/h.

Ciudades
 Central A B C F Oferta
Central 1 8 15 10 0 35
Central 2 20 10 12 14 30 0 0
Central 3 14 20 9 15 0 20

 Demanda 25 0 30 0

En la columna de la Ciudad C, se elige el menor costo (10), se pueden asignar los 30 kw/h demandados,
dado que la Central 1 tiene una oferta de mayor número de unidades.

Ciudades
  Central A B C F Oferta

Central 1 8 15 30 10 0 35 – 30 = 5
Central 2 20 10 12 14 30 0 0
Central 3 14 20 9 15 0 20

 Demanda 25 0 30 – 30 = 0 0

La Ciudad C  tiene satisfecha su demanda (30 kw/h), con lo que desaparece.

CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 8 15 30 10 0 5
Central 2 20 10 12 14 30 0 0
Central 3 14 20 9 15 0 20

 Demanda 25 0 0 0

En la Ciudad A el menor costo es 8,  se asignan 5 kw/h  que es la oferta disponible de la Central 1.

Ciudades
Central A B C F Oferta

Central 1 5 8 15 30 10 0 5 – 5 = 0
Central 2 20 10 12 14 30 0 0
Central 3 14 20 9 15 0 20

 Demanda 25 – 5 = 20 0 0 0

La Central 1 ha quedado vacía por lo que desaparece.
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CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 5 8 15 30 10 0 0
Central 2 20 10 12 14 30 0 0
Central 3 14 20 9 15 0 20

 Demanda 20 0 0 0

Por último se asigna a la Central 3 los 20 kw/h demandados por la Ciudad A.

Ciudades
      Central A B C F Oferta

Central 1 5 8 15 30 10 0 0
Central 2 20 10 12 14 30 0 0
Central 3 20 14 20 9 15 0 20 – 20 = 0

 Demanda 20 – 20 = 0 0 0 0

El Plan de distribución más económico que se requiere para suministrar energía a las tres Ciudades es:

Ciudades
     Central A B C F Oferta

Central 1 5 8 30 10 0 35
Central 2 20 10 30 0 50
Central 3 20 14 20 9 0 40

 Demanda 45 20 30 30

Costo Mínimo  Total:

x x x x x xZ 5 8 30 10 20 10 30 0 20 14 20 9 1.000= + + + + + = euros

b)  Enfoque con Programación Lineal

CiudadesCentral
A B C F Oferta

Central 1 8   1x 15   2x 10   3x 0   4x 35

Central 2 10   5x 12   6x 14   7x 0   8x 50

Central 3 14   9x 9   10x 15   11x 0   12x 40

 Demanda 45 20 30 30

Función objetivo:    1 2 3 5 6 7 9 10 11z 8 x 15x 10x 10x 12x 14 x 14 x 9x 15x= + + + + + + + +

i j

restricciones: 

x 0≥  
1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

x x x x 35

x x x x 50

x x x x 40

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎨
⎪ + + + =⎩

      

1 5 9

2 6 10

3 7 11

4 8 12

x x x 45

x x x 20

x x x 30

x x x 30

+ + =⎧
⎪ + + =⎪
⎨ + + =⎪
⎪ + + =⎩
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WinQSB / Network Modeling  ‐ Trasnsportation Problem
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WinQSB /  Network Modeling ‐ Net Problem Specification
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Solve the Problem:  Muestra el resultado óptimo obtenido por Programación Lineal
(Método Simplex)
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Lugar  Exigencia
A1 47
A2 82
A3 31
A4 29

MÉTODO VOGEL (MINIMIZAR / PENALIZACIONES):   Delta Airlines se
especializa en el transporte de vuelos charters. Cierto día se encuentra
con aviones vacíos   en los lugares y cantidades descritos en la tabla

A5 66
Lugar Exigencia
A1 28
A4 36
A6 79

Al día siguiente necesita aviones
para los siguientes lugares

A7 68

El supervisor del tráfico aéreo de la compañía elabora una tabla de distancias en cientos de millas
entre los lugares en cuestión, resultando:

Destino
          Origen

A1 A4 A6 A7

A1 0 176 49 76
A2 213 72 149 68
A3 39 132 105 163
A4 91 0 63 82
A5 34 76 92 132

Observando el horario de aviones, encuentra que no habrá aviones de A4 a A7, ni desde A3 a A1,
resultando imposible los vuelos entre estos lugares.

Encontrar una solución inicial y determinar el mejor esquema de vuelos.

 Las especificaciones de la situación se muestran en tabla:

                Destino

         Origen
A1 A4 A6 A7 Oferta

A1 0 176 49 76 47
A2 213 72 149 68 82
A3 39 132 105 163 31
A4 91 0 63 82 29
A5 34 76 92 132 66

Demanda 28 36 79 68 211 255

La matriz es DESBALANCEADA, es decir, la oferta (Lugares) no es igual a la demanda (Aviones),
superando la oferta en 44 unidades a la demanda, por lo que se necesita incluir en la tabla un Destino
Ficticio (A0).

Por otra parte, la imposibilidad de comunicación ente  (A3 A1) − y  de   (A4 A7) − obliga a modificar

los costes, asignando un coste muy elevado (1000).
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Las especificaciones del supervisor se completan en la siguiente tabla:

Destino

Origen
A1 A4 A6 A7 A0 Oferta

A1 0 176 49 76 0 47
A2 213 72 149 68 0 82
A3 1000 132 105 163 0 31
A4 91 0 63 1000 0 29
A5 34 76 92 132 0 66

Demanda 28 36 79 68 44

 Se determinan las medidas de penalización, se identifican las distancias más bajas por fila y
columna. Después se restan dichos valores y el resultado se denomina Penalización (Pe).

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 1 Pe
A1 0 176 49 76 0 47 0 − 0 = 0
A2 213 72 149 68 0 82 68 − 0 = 68
A3 1000 132 105 163 0 31 105 − 0 = 105
A4 91 0 63 1000 0 29 0 − 0 = 0
A5 34 76 92 132 0 66 34 − 0 = 34

Demanda 28 36 79 68 44
1 Pe 34 − 0 = 34 72 63 − 49 = 14 8 0

Se busca la fila o columna donde se encuentre la mayor penalización (Fila A3), donde la menor
distancia es 0, asignando a esa celda la mayor cantidad posible de unidades.

En la celda  35c  se pueden asignar como máximo 31 unidades ofertadas por A1

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 1 Pe
A1 0 176 49 76 0 47 0
A2 213 72 149 68 0 82 68
A3 1000 132 105 163 31 0 31 − 31 = 0 105
A4 91 0 63 1000 0 29 0
A5 34 76 92 132 0 66 34

Demanda 28 36 79 68 44 − 31 = 13
1 Pe 34 72 14 8 0

Queda vacía la oferta de la Fila A3 por lo que se procede a eliminarla, reiterando el proceso con
nuevas penalizaciones.
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A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 2 Pe
A1 0 176 49 76 0 47 0
A2 213 72 149 68 0 82 68
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 0 63 1000 0 29 0
A5 34 76 92 132 0 66 34

Demanda 28 36 79 68 13
2 Pe 34 72 14 8 0

 Se busca la fila o columna donde se encuentre la mayor penalización (Columna A4), donde el
menor valor es 0, asignando a la celda  42c  la mayor cantidad posible de unidades de forma que no

sobrepase la cantidad ofertada. En este sentido, se pueden asignar 29 unidades.

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 2 Pe
A1 0 176 49 76 0 47 0
A2 213 72 149 68 0 82 68
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 29 − 29 = 0 0
A5 34 76 92 132 0 66 34

Demanda 28 36 − 29 = 7 79 68 13
2 Pe 34 72 14 8 0

Queda vacía la  oferta de la Fila A4 por lo que se procede a eliminarla, reiterando el proceso con
nuevas penalizaciones.

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 3 Pe
A1 0 176 49 76 0 47 49
A2 213 72 149 68 0 82 68
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 0 0
A5 34 76 92 132 0 66 34

Demanda 28 7 79 68 13
3 Pe 34 4 43 8 0

 Se busca la fila o columna donde se encuentre la mayor penalización (Fila A2), donde el menor
valor es 0, asignando a la celda  25c  la mayor cantidad posible de unidades de forma que no

sobrepase la cantidad ofertada. En es esta línea, se pueden asignar 13 unidades.
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A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 3 Pe
A1 0 176 49 76 0 47 0
A2 213 72 149 68 13 0 82 − 13 = 69 68
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 0 0
A5 34 76 92 132 0 66 34

Demanda 28 7 79 68 13 − 13 = 0
3 Pe 34 4 43 8 0

Queda vacía la  demanda de la columna (A0) por lo que se procede a eliminarla.

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 3 Pe
A1 0 176 49 76 0 47 49
A2 213 72 149 68 13 0 69 68
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 0 0
A5 34 76 92 132 0 66 34

Demanda 28 7 79 68 0
3 Pe 34 4 43 8 0

Se reitera el proceso con nuevas penalizaciones.

 Se busca la fila o columna donde se encuentre la mayor penalización (Fila A1), donde el menor
valor es 0, asignando a la celda  11c  la mayor cantidad posible de unidades de forma que no

sobrepase la cantidad ofertada. Se pueden asignar 28 unidades.

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 4 Pe
A1 28 0 176 49 76 0 47 − 28 = 19 49
A2 213 72 149 68 13 0 69 4
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 0 0
A5 34 76 92 132 0 66 42

Demanda 28 − 28 = 0 7 79 68 0
4 Pe 34 4 43 8 0

Queda vacía la  demanda de la columna (A1) por lo que se procede a eliminarla.

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 4 Pe
A1 28 0 176 49 76 0 19 49
A2 213 72 149 68 13 0 69 4
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 0 0
A5 34 76 92 132 0 66 42

Demanda 0 7 79 68 0
4 Pe 34 4 43 8 0
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 Se busca la fila o columna donde se encuentre la mayor penalización (columna A6), donde el
menor valor es 49, asignando a la celda  13c  la mayor cantidad posible de unidades de forma que no

sobrepase la cantidad ofertada. En esta línea, se pueden asignar 19 unidades.

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 5 Pe
A1 28 0 176 19 49 76 0 19 − 19 = 0 27
A2 213 72 149 68 13 0 69 4
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 0 0
A5 34 76 92 132 0 66 16

Demanda 0 7 79 − 19 = 60 68 0
5 Pe 34 4 43 8 0

Queda vacía la  oferta de la fila (A1) por lo que se procede a eliminarla.

 Se busca la fila o columna donde se encuentre la mayor penalización (columna A6), donde el
menor valor es 92, asignando a la celda  53c  la mayor cantidad posible de unidades de forma que no

sobrepase la cantidad ofertada. Se pueden asignar 60 unidades.

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 6 Pe
A1 28 0 176 19 49 76 0 0 27
A2 213 72 149 68 13 0 69 4
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 0 0
A5 34 76 60 92 132 0 66 − 60 = 6 16

Demanda 0 7 60 − 60 = 0 68 0
6 Pe 34 4 57 64 0

Queda vacía la  demanda de la columna (A6) por lo que se procede a eliminarla.

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 6 Pe
A1 28 0 176 19 49 76 0 0 27
A2 213 72 149 68 13 0 69 4
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 0 0
A5 34 76 60 92 132 0 6 16

Demanda 0 7 0 68 0
6 Pe 34 4 57 64 0

 Se busca la fila o columna donde se encuentre la mayor penalización (columna A7), donde el
menor valor es 68, asignando a la celda  13c  la mayor cantidad posible de unidades de forma que no

sobrepase la cantidad ofertada. En es esta línea, se pueden asignar 68 unidades.
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A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 7 Pe
A1 28 0 176 19 49 76 0 0 27
A2 213 72 149 68 68 13 0 69 − 68 = 1 4
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 0 0
A5 34 76 60 92 132 0 6 56

Demanda 0 7 0 68 − 68 = 0 0
7 Pe 34 4 57 64 0

Queda vacía la  demanda de la columna (A7) por lo que se procede a eliminarla..

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta 7 Pe
A1 28 0 176 19 49 76 0 0 27
A2 213 72 149 68 68 13 0 1 4
A3 1000 132 105 163 31 0 0 105
A4 91 29 0 63 1000 0 0 0
A5 34 76 60 92 132 0 6 56

Demanda 0 7 0 0 0
7 Pe 34 4 57 64 0

 Finalmente, queda por asignar 6 unidades a la celda  52c  dado que la fila A5 oferta esa cantidad y

1 unidad a la celda  22c  cumplimentado la oferta de la fila A2.

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta
A1 28 0 176 19 49 76 0 0
A2 213 72 149 68 68 13 0 1
A3 1000 132 105 163 31 0 0
A4 91 29 0 63 1000 0 0
A5 34 76 60 92 132 0 6

Demanda 0 7 0 0 0

Por tanto, una solución inicial y el mejor esquema de vuelos se reflejan en la tabla siguiente:

A1 A4 A6 A7 A0 Oferta
A1 28 0 19 49 0
A2 1 72 68 68 13 0 0
A3 31 0 0
A4 29 0 0
A5 6 76 60 92 0

Demanda 0 0 0 0 0

Valor de la función objetivo:   x x x x xz 1 72 6 76 19 49 60 92 68 68 11.603= + + + + =
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MÉTODO HÚNGARO (ASIGNACIONES):  Una empresa compra tres impresoras, una de inyección de
tinta, una de punto matriz y una láser. Las impresoras se deben asignar a los departamentos de
recursos humanos, facturación y dirección.
Debido a la frecuencia de uso en cada departamento y al tipo de impresora hay un costo en euros de
asignación que se adjunta en la tabla.  Se desea saber el costo total mínimo de asignación.

R. Humanos Facturación Dirección
  Inyección 5 8 9
  P. matriz 10 4 7
  Láser 4 10 6

Para aplicar el Método Húngaro el modelo tiene que ser balanceado, es decir, el número de filas y el
de columnas debe de ser igual.

PASO 1:  Se encuentra el menor elemento de cada fila.

R. Humanos Facturación Dirección
  Inyección 5 8 9
  P. matriz 10 4 7
  Láser 4 10 6

PASO 2:  Se resta en cada fila de la matriz original el menor elemento encontrado de cada fila.

R. Humanos Facturación Dirección
  Inyección 5 −  5  =  0 8 −  5 = 3 9 − 5 = 4
  P. matriz 10 −  4  =  6 4 −  4  =  0 7 −  4  =  3
  Láser 4 −  4  =  0 10 −  4  =  6 6 −  4  =  2

PASO 3:  Se repite en la  nueva matriz el mismo proceso con las columnas.

R. Humanos Facturación Dirección
  Inyección 0 3 4
  P. matriz 6 0 3
  Láser 0 6 2

Se resta en cada columna de la nueva matriz el menor elemento encontrado de cada columna.

R. Humanos Facturación Dirección
  Inyección 0 − 0  =  0 3 −0  =  3 4 −2  =  2
  P. matriz 6  − 0  =  6 0 −0  =  0 3 −2  =  1
  Láser 0 −0  =  0 6 −0  =  6 2 − 2  =  0

PASO 4:  Se traza la menor cantidad de combinaciones líneas horizontales y verticales a la matriz
resultante, con el objetivo de cubrir todos los 0 de la matriz de coste reducido.
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           MATRIZ DE COSTO REDUCIDO

R. Humanos Facturación Dirección
  Inyección 0 3 2
  P. matriz 6 0 1
  Láser 0 6 0

El algoritmo finaliza al ser el número de líneas trazadas igual al grado de la matriz.

ASIGNACIÓN:  En  la matriz de costo reducido se inicia por la fila que tenga menos ceros , tachando los
ceros de la fila y columna donde se realizó la asignación.

En este caso, no es necesario tachar ceros de fila y columna, la asignación es directa al tener un solo 0
en fila o columna.

R. Humanos Facturación Dirección
  Inyección 0 5
  P. matriz 0 4
  Láser 0 6

La impresora de inyección de tinta va al departamento de recursos humanos. La  impresora de punto
matriz va al departamento de facturación y la impresora láser va a la dirección.

El costo total mínimo de asignación es:  5 + 4 + 6 =  15 euros.

WinQSB /  Net Problem Specification ‐ Assignment Problem
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Asignación óptima por el método Húngaro:  Solve and Analyze / Solve and Display Steps Tableau

 Se puede resolver con WinQSB /  Net Problem Specification ‐ Transportation Problem
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 Se puede resolver por el Método Simplex

R. Humanos Facturación Dirección
  Inyección 5   11x 8  12x 9  13x

  P. matriz 10  21x 4  22x 7  23x

  Láser 4  31x 10  32x 6  33x

Función objetivo:    11 12 13 21 22 23 31 32 33z 5x 8 x 9x 10x 4 x 7x 4 x 10x 6x= + + + + + + + +

En las restricciones hay que considerar que una impresora no puede ser asignada a más de un
departamento.

11 12 13 21 22 23 31 32 33

i j 11 21 31 12 22 32 13 23 33

Restricciones x x x 1 x x x 1 x x x 1
 

x 0 x x x 1 x x x 1 x x x 1

+ + = + + = + + =⎧
⎨≥ + + = + + = + + =⎩

WinQSB /  Linear and Integer Programming
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MÉTODO HÚNGARO (MINIMIZAR / ASIGNACIONES):  La tabla adjunta presenta el costo de tres
equipos que se encargan del mantenimiento de tres máquinas. Encontrar la asignación que minimiza
los costos de mantenimiento.

Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3
Equipo 1 10 9 5
Equipo 2 9 8 3
Equipo 3 6 4 7

Para aplicar el Método Húngaro el número de filas y el de columnas debe de ser igual.

Se encuentra el menor elemento de cada fila y se resta a todos los demás elementos. Después se
repite el procedimiento con las columnas.  Se comienza con columnas.

Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3
Equipo 1 4 5 2
Equipo 2 3 4 0
Equipo 3 0 0 4

Se repite el proceso con las filas.

Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3
Equipo 1 2 3 0
Equipo 2 3 4 0
Equipo 3 0 0 4

Se traza la menor cantidad de combinaciones posibles de líneas horizontales o verticales a la matriz
resultante para cubrir todos los ceros.

Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3
Equipo 1 2 3 0
Equipo 2 3 4 0
Equipo 3 0 0 4

El algoritmo no finaliza al ser el número de líneas menor que el grado de la matriz (3).

El proceso continua, entre las cantidades no cruzada por líneas se elige la menor (2) y se resta este
valor a todos los elementos de las filas no marcadas.

Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3
Equipo 1 0 1 0
Equipo 2 1 2 0
Equipo 3 0 0 4

Se suma 2 a todos los elementos de las celdas cruzadas por filas y columnas.
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Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3
Equipo 1 0 1 0
Equipo 2 1 2 0
Equipo 3 0 0 6

Se vuelve a proceder a trazar la menor cantidad de combinaciones posibles de líneas horizontales o
verticales a la matriz resultante para cubrir todos los ceros.

Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3
Equipo 1 0 1 0
Equipo 2 1 2 0
Equipo 3 0 0 6

El algoritmo finaliza al ser el número de líneas igual que el grado de la matriz.

MATRIZ DE COSTO REDUCIDO:  Se inicia por la fila que tenga menos ceros, tachando la fila y columnas
donde se realizó la asignación.

Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3
Equipo 1 0 1 0
Equipo 2 1 2 0 / 3
Equipo 3 0 0 6

Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3
Equipo 1 0 / 10 1 0
Equipo 2 1 2 0 / 3
Equipo 3 0 0 6

Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3
Equipo 1 0 / 10 1 0
Equipo 2 1 2 0 / 3
Equipo 3 0 0 / 4 6

Costo mínimo de asignación:   10 3 4 17 euros+ + =
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MÉTODO HÚNGARO (MINIMIZAR / ASIGNACIONES):  Una empresa de transportes tiene cuatro
modelos diferentes de camiones. Dependiendo de la pericia del conductor para manejar los cambios
de la caja de velocidades, el camión consume más o menos combustible. En la actualidad la planta
cuenta con tres conductores. Los costos en euros por uso adicional de combustible se muestran en la
tabla adjunta.  Encontrar la asignación que minimiza los costos de combustible adicional.

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor A 180 150 200 200
 Conductor B 250 305 450 500
 Conductor C 200 208 320 100

Para aplicar el Método Húngaro el número de filas y el de columnas debe de ser igual.
En consecuencia, hay que crear un Conductor Ficticio (Dummy) y asignarle un número adicional de
combustible equivalente a cero en cada uno de los camiones, para que de esta manera no afecte el
resultado de la función objetivo.

Al agregar un nuevo conductor, la tabla inicial del problema queda de la siguiente forma:

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor A 180 150 200 200
 Conductor B 250 305 450 500
 Conductor C 200 208 320 100
 Conductor D 0 0 0 0

PASO 1:  Se encuentra el menor elemento de cada fila.

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor A 180 150 200 200
 Conductor B 250 305 450 500
 Conductor C 200 208 320 100
 Conductor D 0 0 0 0

PASO 2:  Se resta en cada fila de la matriz el menor elemento encontrado en cada fila.

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor A 30 0 50 50
 Conductor B 0 55 200 250
 Conductor C 100 108 220 0
 Conductor D 0 0 0 0

PASO 3:  Se repite en la matriz el mismo proceso con las columnas, encontrando el menor elemento
por columna.
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Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor A 30 0 50 50
 Conductor B 0 55 200 250
 Conductor C 100 108 220 0
 Conductor D 0 0 0 0

Se resta en cada columna de la matriz el menor elemento encontrado en cada columna, que no es
necesario hacer al tratarse de 0 en cada columna.

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor A 30 0 50 50
 Conductor B 0 55 200 250
 Conductor C 100 108 220 0
 Conductor D 0 0 0 0

PASO 4: Se traza la menor cantidad de combinaciones líneas horizontales y verticales con el objetivo
de cubrir todos los 0 de la matriz de costo reducido.

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor A 30 0 50 50
 Conductor B 0 55 200 250
 Conductor C 100 108 220 0
 Conductor D 0 0 0 0

El algoritmo finaliza al ser el número de líneas igual al grado de la matriz.

ASIGNACIÓN:  En  la matriz de costo reducido se inicia por la fila que tenga menos ceros y tachando
los ceros de la fila y columna donde se realizó la asignación.

En la práctica, se intercambian las filas para obtener 0 de asignación en la diagonal principal.

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor B 0 55 200 250
 Conductor A 30 0 50 50
 Conductor D 0 0 0 0
 Conductor C 100 108 220 0

 Al Conductor B se asigna el Camión 1 y se tacha el 0 de la columna del  Camión 1

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor B 0 55 200 250
 Conductor A 30 0 50 50
 Conductor D 0 0 0 0
 Conductor C 100 108 220 0
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 Al Conductor A se asigna el Camión 2 y se tacha el 0 de la columna  del  Camión 2

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor B 0 55 200 250
 Conductor A 30 0 50 50
 Conductor D 0 0 0 0
 Conductor C 100 108 220 0

 Al Conductor D se le asigna el Camión 3

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor B 0 55 200 250
 Conductor A 30 0 50 50
 Conductor D 0 0 0 0
 Conductor C 100 108 220 0

 Al Conductor C se asigna el Camión 4 y se tacha el 0 de la columna  del  Camión 4

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor B 0 55 200 250
 Conductor A 30 0 50 50
 Conductor D 0 0 0 0
 Conductor C 100 108 220 0

 La asignación óptima es:

Camión 1 Camión 2 Camión 3 Camión 4
 Conductor B 0 250
 Conductor A 0 150
 Conductor D 0 0
 Conductor C 0 100

 El costo total mínimo de asignación es:  250 + 150 + 100 =  500 euros.
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WinQSB /  Net Problem Specification ‐ Assignment Problem

Asignación óptima por el método Húngaro:  Solve and Analyze / Solve and Display Steps Tableau
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MÉTODO HÚNGARO (MAXIMIZAR / ASIGNACIONES):  La compañía cafetera Fuenterrebollo dispone de
cuatro terrenos disponibles para comercializar su producto. Los terrenos, dependiendo de su
ubicación, tienen condiciones particulares de rendimiento. Tres equipos de la compañía cafetera se
tienen que hacer cargo del proceso, teniendo que hacerse cargo de dos terrenos un equipo.
Un ingeniero agrónomo de la compañía, disponiendo de la capacidad de cosecha  (en cientos de sacos
de café) de cada uno de los equipos tiene que realizar la asignación para maximizar el rendimiento.
La información disponible de capacidad de cosecha se refleja en la tabla adjunta:

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 13 7 12 12
 Equipo B 10 13 15 7
 Equipo C 13 10 8 8

Para aplicar el Método Húngaro el número de filas y el de columnas debe de ser igual.
En consecuencia, hay que crear un Equipo Ficticio (Dummy) y asignarle un número de sacos
cosechados equivalente a cero en cada uno de los terrenos.

No obstante, la empresa cafetera ha previsto que uno de los equipos se encargase de dos terrenos,
en este caso se crea un Equipo B Bis,  que permite prescindir del Equipo Ficticio, con la misma

capacidad de cosecha que el Equipo B.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 13 7 12 12
 Equipo B 10 13 15 7
 Equipo B Bis 10 13 15 7
 Equipo C 13 10 8 8

Una vez que el tabulado se encuentra balanceado hay que encargarse del criterio de optimización, el
Método Húngaro está diseñado para resolver ejercicios de minimización y ahora el objetivo es
maximizar.

Para ello, se busca el mayor valor tabulado inicial, en este caso es 15.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
Equipo A 13 7 12 12
Equipo B 10 13 15 7
Equipo B Bis 10 13 15 7
Equipo C 13 10 8 8

Se resta a 15 el valor de cada una de las celdas.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 15−13 = 2 15−7 = 8 15 − 12 = 3 15 − 12 = 3
 Equipo B 15 −10 = 5 15−13 = 2 15−15 = 0 15 −7 = 8
 Equipo B Bis 15−10 = 5 15−13 = 2 15−15 = 0 15 −7 = 8
 Equipo C 15−13 = 2 15−10 = 5 15 −8 = 7 15 −8 = 7
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El tabulado queda:

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 2 8 3 3
 Equipo B 5 2 0 8
 Equipo B Bis 5 2 0 8
 Equipo C 2 5 7 7

A partir del nuevo tabulado se puede aplicar el algoritmo del Método Húngaro como se haría en el
caso normal de minimización.

PASO 1: Se encuentra el menor elemento de cada fila.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 2 8 3 3
 Equipo B 5 2 0 8
 Equipo B Bis 5 2 0 8
 Equipo C 2 5 7 7

PASO 2:  Se resta en cada fila de la matriz el menor elemento encontrado en cada fila.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 2 −2 = 0 8−2 = 6 3 −2 = 1 3−2 = 1
 Equipo B 5 −0 = 5 2−0 =  2 0−0 = 0 8−0 = 8
 Equipo B Bis 5−0 = 5 2−0 = 2 0−0 = 0 8−0 = 8
 Equipo C 2−2 = 0 5−2 = 3 7−2 = 5 7−2 = 5

PASO 3:  Se repite en la matriz el mismo proceso con las columnas.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 0 6 1 1
 Equipo B 5 2 0 8
 Equipo B Bis 5 2 0 8
 Equipo C 0 3 5 5

Se resta en cada columna de la matriz el menor elemento encontrado en cada columna.

MATRIZ DEL MÁXIMO RENDIMIENTO

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 0 −0 = 0 6−2 = 4 1−0 = 1 1−1 = 0
 Equipo B 5 −0 = 5 2−2 = 0 0−0 = 0 8−1 = 7
 Equipo B Bis 5−0 =  5 2−2 = 0 0−0 = 0 8− 1 = 7
 Equipo C 0 −0 = 0 3−2 = 1 5−0 = 5 5−1 = 4
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PASO 4:  Se traza la menor cantidad de combinaciones líneas horizontales y verticales con el objetivo
de cubrir todos los 0 de la matriz de coste reducido.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 0 4 1 0
 Equipo B 5 0 0 7
 Equipo B Bis 5 0 0 7
 Equipo C 0 1 5 4

El algoritmo finaliza al ser el número de líneas igual al grado de la matriz.

ASIGNACIÓN:  En  la matriz de costo reducido se inicia por la fila que tenga menos ceros y tachando
los ceros de la fila y columna donde se realizó la asignación.

 Primero:  Al Equipo C se le asigna el Terreno 1 y se tacha el 0 de la columna del  Terreno 1

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 0 4 1 0
 Equipo B 5 0 0 7
 Equipo B Bis 5 0 0 7
 Equipo C 0 1 5 4

 Segundo: Al equipo A se asigna el Terreno 4.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 0 4 1 0
 Equipo B 5 0 0 7
 Equipo B Bis 5 0 0 7
 Equipo C 0 1 5 4

 Tercero:  El equipo B se encarga del Terreno 3 y  el equipo B Bis  del Terreno 2.

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 0 4 1 0
 Equipo B 5 0 0 7
 Equipo B Bis 5 0 0 7
 Equipo C 0 1 5 4

MÁXIMO BENEFICIO:  Considerando la capacidad de la cosecha, la cantidad máxima de sacos de café
cosechados (en cientos) será:

Terreno 1 Terreno 2 Terreno 3 Terreno 4
 Equipo A 0 12
 Equipo B 0 15
 Equipo B Bis 0 0
 Equipo C 0 13
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Máximo de sacos cosechados:   x x100 (13 15 12) 100 40 4.000  sacos de café=+ + =

WinQSB /  Net Problem Specification ‐ Assignment Problem

Asignación óptima por el método Húngaro:  Solve and Analyze / Solve and Display Steps Tableau
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MÉTODO HÚNGARO (ASIGNACIONES): Una estación terminal tiene capacidad para acomodar seis
camiones simultáneamente. Situar cada camión en uno de los seis lugares (A, B, C, D, E y F) implica un
coste (de distribución y transferencia de cargas) reflejado en la tabla adjunta.
Un día hay que situar los camiones 1, 2, 3 y 4 en la terminal. Determinar el estacionamiento óptimo.

Lugares de cargaCamión
A B C D E F

1 5 5 6 3 7 3
2 7 2 4 8 1 6
3 6 4 3 5 4 2
4 2 3 7 8 4 6

Para aplicar el Método Húngaro debe ser igual el número de filas y columnas. En consecuencia, hay
que crear dos Camiones Ficticios (Dummy) y asignar un coste igual a 0 en cada uno de los lugares de
carga.

Lugares de cargaCamión
A B C D E F

1 5 5 6 3 7 3
2 7 2 4 8 1 6
3 6 4 3 5 4 2
4 2 3 7 8 4 6
F1 0 0 0 0 0 0
F2 0 0 0 0 0 0

 Se encuentra la menor cantidad de cada fila y se resta éste valor a cada elemento encontrado en
la fila.

Lugares de cargaCamión
A B C D E F

1 5−3 = 2 5−3 = 2 6−3 = 3 3−3 = 0 7−3 = 4 3−3 = 0
2 7−1 = 6 2−1 = 1 4−1 = 3 8−1 = 7 1−1 = 0 6−1 = 5
3 6−2 = 4 4−2 = 2 3−2 = 1 5−2 = 3 4−2 = 2 2−2 = 0
4 2−2 = 0 3−2 = 1 7−2 = 5 8−2 = 6 4−2 = 2 6−2 = 4
F1 0 0 0 0 0 0
F2 0 0 0 0 0 0

 No hay que hacer la misma operación con cada columna porque el menor elemento de cada
columna es 0.
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MATRIZ DE COSTE REDUCIDO

Lugares de cargaCamión
A B C D E F

1 2 2 3 0 4 0
2 6 1 3 7 0 5
3 4 2 1 3 2 0
4 0 1 5 6 2 4
F1 0 0 0 0 0 0
F2 0 0 0 0 0 0

Se traza el  menor número de líneas horizontales y/o verticales necesarias para cubrir todos
los 0 de la matriz.

Lugares de cargaCamión
A B C D E F

1 2 2 3 0 4 0
2 6 1 3 7 0 5
3 4 2 1 3 2 0
4 0 1 5 6 2 4
F1 0 0 0 0 0 0
F2 0 0 0 0 0 0

Se requieren trazar seis líneas para cubrir todos los 0, la misma cantidad que el número de filas
o columnas de la matriz, con lo que el algoritmo por el Método Húngaro ha finalizado.

ASIGNACIÓN:  Comienza por la fila que tenga menos ceros y tachando los ceros de la fila y columna de
la celda donde se realizó la asignación.

Lugares de cargaCamión
A B C D E F

1 2 2 3 0 4 0
2 6 1 3 7 0 5
3 4 2 1 3 2 0
4 0 1 5 6 2 4
F1 0 0 0 0 0 0
F2 0 0 0 0 0 0
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Lugares de cargaCamión
A B C D E F

1 2 2 3 0 4 0
2 6 1 3 7 0 5
3 4 2 1 3 2 0
4 0 1 5 6 2 4
F1 0 0 0 0 0 0
F2 0 0 0 0 0 0

Lugares de cargaCamión
A B C D E F

1 2 2 3 0 4 0
2 6 1 3 7 0 5
3 4 2 1 3 2 0
4 0 1 5 6 2 4
F1 0 0 0 0 0 0
F2 0 0 0 0 0 0

Lugares de cargaCamión
A B C D E F

1 2 2 3 0 4 0
2 6 1 3 7 0 5
3 4 2 1 3 2 0
4 0 1 5 6 2 4
F1 0 0 0 0 0 0
F2 0 0 0 0 0 0

La asignación óptima:

Lugares de cargaCamión
A B C D E F

1 3
2 1
3 2
4 2

El estacionamiento óptimo implica un coste mínimo z 2 3 1 2 8= + + + =
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WinQSB /  Net Problem Specification ‐ Transportation Problem

En las restricciones hay que considerar que un camión no puede ser asignado a más de un lugar.

También se puede resolver:  WinQSB / Net Problem Specification ‐ Assignment Problem
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WinQSB /  Net Problem Specification ‐ Assignment Problem
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MÉTODO HÚNGARO (ASIGNACIONES):  En informática de ENAIRE hay tres lugares que ocupar durante
seis meses: programador, analista y supervisor. Hay cuatro candidatos seleccionados para ocupar
estos puestos, dependiendo el salario de cada uno del puesto que tenga. En la tabla adjunta se facilita
esta información en euros.

Programador Analista Supervisor
 Candidato A 12.000 16.000 22.000
 Candidato B 13.000 14.000 16.000
 Candidato C 21.000 19.000 25.000
 Candidato D 19.000 18.000 18.000

a)  Coste mínimo de asignación de los candidatos.
b)  Plantear el coste mínimo de asignación como un problema de Programación Lineal.

Solución:

Para aplicar el método Húngaro el número de filas y el de columnas debe ser igual. Por tanto, hay que
crear un Puesto Ficticio para balancear el problema y asignarle una cantidad económica equivalente a
cero, para que de esta manera no afecte el resultado de la función objetivo.

La tabla inicial queda:

Programador Analista Supervisor Ficticio
 Candidato A 12.000 16.000 22.000 0
 Candidato B 13.000 14.000 16.000 0
 Candidato C 21.000 19.000 25.000 0
 Candidato D 19.000 18.000 18.000 0

Se encuentra el menor elemento de cada fila, restando en cada fila de la matriz el menor elemento
encontrado en cada fila.

En este caso, la tabla queda sin alterar porque el menor elemento de cada fila es 0.

Se encuentra el menor elemento de cada columna.

Programador Analista Supervisor Ficticio
 Candidato A 12.000 16.000 22.000 0
 Candidato B 13.000 14.000 16.000 0
 Candidato C 21.000 19.000 25.000 0
 Candidato D 19.000 18.000 18.000 0

Se resta en cada columna de la matriz el menor elemento encontrado en ella.

Programador Analista Supervisor Ficticio
 Candidato A 0 2.000 6.000 0
 Candidato B 1.000 0 0 0
 Candidato C 9.000 5.000 9.000 0
 Candidato D 7.000 4.000 2.000 0
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Se traza la menor cantidad de combinaciones de líneas horizontales y verticales con el objetivo de
cubrir todos los 0 de la matriz de costo reducido.

Programador Analista Supervisor Ficticio
 Candidato A 0 2.000 6.000 0
 Candidato B 1.000 0 0 0
 Candidato C 9.000 5.000 9.000 0
 Candidato D 7.000 4.000 2.000 0

El menor número de líneas para cubrir todos los 0 es 3, menor que el número de filas o columnas. El
Algoritmo Húngaro continua.

Se selecciona el menor elemento entre los elementos no marcados.

Programador Analista Supervisor Ficticio
 Candidato A 0 2.000 6.000 0
 Candidato B 1.000 0 0 0
 Candidato C 9.000 5.000 9.000 0
 Candidato D 7.000 4.000 2.000 0

Se resta 2.000 euros a todos los elementos no cruzados de las filas.

Programador Analista Supervisor Ficticio
 Candidato A 0 2.000 6.000 0
 Candidato B 1.000 0 0 0
 Candidato C 7.000 3.000 7.000 0
 Candidato D 5.000 2.000 0 0

Se suma 2.000 euros a todos los elementos cruzados de las columnas.

Programador Analista Supervisor Ficticio
 Candidato A 0 2.000 6.000 2.000
 Candidato B 1.000 0 0 2.000
 Candidato C 7.000 3.000 7.000 0
 Candidato D 5.000 2.000 0 0

Se traza la menor cantidad de combinaciones de líneas horizontales y verticales con el objetivo   de
cubrir todos los 0 de la matriz de costo reducido.

Programador Analista Supervisor Ficticio
 Candidato A 0 2.000 6.000 2.000
 Candidato B 1.000 0 0 2.000
 Candidato C 7.000 3.000 7.000 0
 Candidato D 5.000 2.000 0 0

El Algoritmo finaliza al ser el número de líneas trazadas igual al número de filas o columnas.
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ASIGNACIÓN:  Se inicia por la fila que tenga menos 0 y tachando los ceros de la fila y columna donde
se realiza la asignación.

Para una visualización más sencilla se intercambian las filas para obtener un 0 de asignación en la
diagonal principal.

Programador Analista Supervisor Ficticio
 Candidato A 0 2.000 6.000 2.000
 Candidato B 1.000 0 0 2.000
 Candidato D 5.000 2.000 0 0
 Candidato C 7.000 3.000 7.000 0

Candidato A ocupa el puesto de Programador
Candidato B ocupa el puesto de Analista
Candidato D ocupa el puesto de Supervisor
Candidato C no se selecciona

El coste total mínimo de asignación:

Programador Analista Supervisor
 Candidato A 0 12.000
 Candidato B 0 14.000
 Candidato D 0 18.000

Coste total mínimo:  12.000 + 14.000 + 18.00 = 44.000 euros

b)  Resuelto por Programación Lineal (Simplex):

Es necesario crear el Puesto Ficticio, de lo contrario el sistema es inestable.

Programador Analista Supervisor Ficticio
 Candidato A 12.000   1x 16.000   2x 22.000   3x 0   4x

 Candidato B 13.000   5x 14.000   6x 16.000   7x 0   8x

 Candidato C 21.000   9x 19.000   10x 25.000   11x 0   12x

 Candidato D 19.000   13x 18.000   14x 18.000   15x 0   16x

Función objetivo:    1 2 3 5 6 7

9 10 11 13 14 15

z 12000x 16000x 22000x 13000x 14000x 16000x

   21000x 19000x 25000x 19000x 18000x 18000x

= + + + + +
+ + + + + +

En las restricciones hay que considerar que cada candidato no puede ser asignado a más de un puesto.

i jRestricciones:  x 0≥

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 5 9 13 2 6 10 14 3 7 11 15 4 8 12 16

x x x x 1 x x x x 1 x x x x 1 x x x x 1

x x x x 1 x x x x 1  x x x x 1       x x x x 1

+ + + = + + + = + + + = + + + =
+ + + = + + + = + + + = + + + =
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MÉTODO HÚNGARO (ASIGNACIONES):   Asignar 4 máquinas a 4 posibles lugares, se presentan los
costos asociados.

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4
  Máquina 1 3 5 3 3
  Máquina 2 5 14 10 10
  Máquina 3 12 6 19 17
  Máquina 4 2 17 10 12

Siguiendo al algoritmo Húngaro, se resta en cada fila de la matriz el menor elemento encontrado en
cada fila.

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4
  Máquina 1 0 2 0 0
  Máquina 2 0 9 5 5
  Máquina 3 6 0 13 11
  Máquina 4 0 15 8 10

En la matriz resultante, se resta en cada columna el menor elemento encontrado en cada columna,
que no es necesario hacer al presentarse un 0 en cada columna.

Se traza la menor cantidad de combinaciones líneas horizontales y verticales con el objetivo de cubrir
todos los 0 de la matriz de costo reducido.

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4
Máquina 1 0 2 0 0
Máquina 2 0 9 5 5
Máquina 3 6 0 13 11
Máquina 4 0 15 8 10

El algoritmo no finaliza al ser el número de líneas menor que el grado de la matriz.

Se toma el menor elemento no marcado por una línea (5), restando este valor a todos los elementos
de la filas no marcadas.

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4
Máquina 1 0 2 0 0
Máquina 2 0 4 0 0
Máquina 3 6 0 13 11
Máquina 4 0 10 3 5
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Se suma el valor (5) a todos los elementos de las columnas cruzadas

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4
Máquina 1 5 2 0 0
Máquina 2 0 4 0 0
Máquina 3 11 0 13 11
Máquina 4 0 10 3 5

Se traza la menor cantidad de combinaciones líneas horizontales y verticales con el objetivo de cubrir
todos los 0 de la matriz de costo reducido.

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4
Máquina 1 5 2 0 0
Máquina 2 0 4 0 0
Máquina 3 11 0 13 11
Máquina 4 0 10 3 5

El algoritmo finaliza al ser el número de líneas igual que el grado de la matriz.

ASIGNACIÓN:  En  la matriz de costo reducido se inicia por la fila que tenga menos ceros, tachando los
ceros de la fila y columna donde se realizó la asignación.

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4
Máquina 1 5 2 0 40
Máquina 2 0 4 30 0
Máquina 3 11 20 13 11
Máquina 4 10 10 3 5

Lugar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4
  Máquina 1 3
  Máquina 2 10
  Máquina 3 6
  Máquina 4 2

Costo Total 2 6 10 3 21= + + + =
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MÉTODO MODI (COSTES FICTICIOS):  Una compañía tiene una fábrica en cada una de las provincias A, B, C,
que proveen a almacenes ubicados en cuatro lugares diferentes. La capacidad de producción de las
fábricas es de 70, 90 y 115 unidades diarias, respectivamente, mientras que la capacidad de los almacenes
es de 50, 60, 70 y 95 unidades.
El coste en euros de envío de cada una de las fábricas a cada uno de los almacenes figura en la tabla
adjunta.

Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4

Fábrica 1 17 20 13 12
Fábrica 2 15 21 26 25
Fábrica 3 15 14 15 17

a)   Obtener una solución factible inicial utilizando el Método de la Esquina Noroeste.
b)  Obtener una solución óptima.

a)  El Método de la Esquina Noroeste tiene un mínimo de cálculos, ignorando los costos, importa
satisfacer la demanda.
El Método de Aproximación de Vogel (Penalizaciones) reporta mejor solución de inicio.

Los datos del problema se trasladan a la tabla:

Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 17 20 13 12 70
Fábrica 2 15 21 26 25 90
Fábrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 50 60 70 95 275

La matriz es balanceada, las unidades que se ofertan coinciden con las unidades que se demandan.

MATRIZ COSTE INICIAL:   i j

17 20 13 12

c 15 21 26 25

15 14 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

El primer paso al aplicar el Método del a Esquina Noroeste es seleccionar la demanda en la esquina más
al Noroeste, de manera que no sobrepase a la oferta.  En caso contrario se asigna la mayor cantidad
ofertada.
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Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50 17 20 13 12 70−50 = 20
Fábrica 2 15 21 26 25 90
Fábrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 50−50 = 0 60 70 95

El Almacén A1 ha quedado vacío por lo que se procede a eliminar la columna A1, continúa el proceso de
asignación. Posteriormente, se selecciona la demanda a la esquina más al noroeste, de manera que no
sobrepase a la oferta.

Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50 17 20 20 13 12 20−20 = 0
Fábrica 2 15 21 26 25 90
Fábrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 0 60−20 = 40 70 95

La Fábrica 1 ha quedado vacía por lo que se procede a eliminar la fila, reiterando el proceso de asignación.

Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50 17 20 20 13 12 0
Fábrica 2 15 40 21 26 25 90−40 = 50
Fábrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 0 40−40 = 0 70 95

El Almacén A2 ha quedado vacío por lo que se procede a eliminar la columna A2, repitiendo el proceso de
asignación.

Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50 17 20 20 13 12 0
Fábrica 2 15 40 21 50 26 25 50−50 = 0
Fábrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 0 0 70−50 = 20 95

La Fábrica 2 ha quedado vacía por lo que se procede a eliminar la fila, reiterando el proceso de asignación.
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Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50 17 20 20 13 12 0
Fábrica 2 15 40 21 50 26 25 0
Fábrica 3 15 14 15 17 115
Demanda 0 0 20 95

Finalmente, se asignan 20 unidades a la celda  33c  y  95 unidades a la celda  34c

Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50 17 20 20 13 12 0
Fábrica 2 15 40 21 50 26 25 0
Fábrica 3 15 14 20 15 95 17 0
Demanda 0 0 0 0

Coste mínimo:  0 x x x x x xz 50 17 20 20 40 21 50 26 20 15 95 17 5.305 euros= + + + + + =

b)  Para encontrar la solución óptima se utiliza el Método MODI

1 Iteración Se calcula la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )−

PASO 1:  Se considera la solución inicial encontrada por el método Esquina N.O.

MATRIZ COSTE REDUCIDO:   i j

17 20

z 21 26

15 17

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

PASO 2:  Se considera la matriz  i jz  de los costes de la variable solución.

       MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN:

17 20 13z 14z

21z 21 26 24z

31z 32z 15 17

13 14

i j 21 24

31 32

17 20 z z

z z 21 26 z

z z 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

PASO 3: Para optimizar la matriz de costes reducidos de la variable solución se recurre a un conjunto
de números  iu  y  jv . De modo que,  la suma la suma de estos números sea igual a los valores de la

matriz  i jz  de los costes de la variable solución.
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jv

  iu
1v 2v 3v 4v

1u 17 20

2u 21 26

3u 15 17

Ecuaciones de las celdas básicas:    
1 1 2 3

1 2 3 3

2 2 3 4

u v 17 u v 26

u v 20 u v 15

u v 21 u v 17

+ = + =
+ = + =
+ = + =

Haciendo  1v 0=  se tiene:

1 1 1
1

1 2 2 1

2 2 2 2

u v 17 u 17                               
v 0

u v 20 v 20 u 20 17 3

u v 21 u 21 v 21 3 18

+ = =
=

+ = ⎯⎯⎯⎯→ = − = − =
+ = = − = − =

2 3 3 2
2

3 3 3 3

3 4 4 3

u v 26 v 26 u 8                 
u 18

u v 15 u 15 v 15 8 7  

u v 17 v 17 u 17 7 10

+ = = − =
=

+ = ⎯⎯⎯⎯→ = − = − =
+ = = − = − =

Se completan las celdas vacías de la tabla anterior con la suma de los   iu  y  jv  calculados, resultando

la matriz  i jz

jv

  iu

0 3 8 10

17 17 20 25 27

18 18 21 26 28

7 7 10 15 17

MATRIZ COSTE VARIABLE SOLUCIÓN:   i j

17 20 25 27

z 18 21 26 28

7 10 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTE INICIAL:   i j

17 20 13 12

c 15 21 26 25

15 14 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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MATRIZ DE COSTES REDUCIDOS OPTIMALIZADA:

i j i j

0 0 12 1517 20 13 12 17 20 25 27

(c z ) 15 21 26 25 18 21 26 28 3 0 0 3

15 14 15 17 7 10 15 17 8 4 0 0

⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
Se observa que la Matriz de Costes Reducidos tiene ceros en los elementos correspondientes a las
variables que están en la solución.

La presencia de elementos negativos indica que no se ha conseguido la solución óptima.

Se selecciona la casilla del coste de entrada más pequeño  14z 15= −

Entra a la base la variable  14x  con el valor más pequeño de los que están en las casillas del coste

mínimo calculado con el Método de la Esquina Noroeste con signo negativo, iniciando desde   14x  la

trayectoria de signos alternada ±

Almacén A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50 20   − 14x  + 70

Fábrica 2 40   +       50   − 90

Fábrica 3 20   +     95    − 115

Demanda 50 60 70 95

El valor más pequeño es 20, se toma  14x 20=  y  desde esta variable se traza la trayectoria  ( 20)±
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Almacén A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50   ± 0

       20−

20 70

Fábrica 2 40 + 20 = 60  50 −  20 = 30 20− 90

Fábrica 3 20 + 20 = 40    95 −  20  =  75 115

Demanda 50 60 70 95

Coste de la nueva solución:   1z 5.305 15 x 20 5.005 euros= − =

El Coste también se calcula:

Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50 17 20 12 70
Fábrica 2 60 21 30 26 90
Fábrica 3 40 15 75 17 115
Demanda 50 60 70 95

1 x x x x x xz 20 17 20 17 60 21 30 26 40 15 75 17 5.005 euros= + + + + + =

2 Iteración Se calcula la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )−

PASO 1:  Se considera la solución inicial encontrada en la 1ª Iteración

MATRIZ COSTE REDUCIDO:   i j

17 12

z 21 26

15 17

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

PASO 2:  Se considera la matriz  i jz  de los costes de la 1ª Iteración
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MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN:

17 12z 13z 12

21z 21 26 24z

31z 32z 15 17

12 13

i j 21 24

31 32

17 z z 12

z z 21 26 z

z z 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

PASO 3: Para optimizar la matriz de costes reducidos de la variable solución se recurre a un conjunto
de números  iu  y  jv . De modo que,  la suma la suma de estos números sea igual a los valores de la

matriz  i jz  de los costes de  la solución de la 1ª Iteración.

jv

  iu
1v 2v 3v 4v

1u 17 12

2u 21 26

3u 15 17

Ecuaciones de las celdas básicas:    
1 1 2 3

1 4 3 3

2 2 3 4

u v 17 u v 26

u v 12 u v 15

u v 21 u v 17

+ = + =
+ = + =
+ = + =

1 1 1
1

1 4 4 1

2 2 2 2 2

u v 17 u 17                                 
v 0

u v 12 v 12 u 12 17 5

u v 21 v 21 u 21 u          

                                                                                         

+ = =
=

+ = ⎯⎯⎯⎯→ = − = − = −
+ = = − = −

2 2

3 4 3 4
4

3 3 3 3

2 3 2 3

                 v 21 u 21 33 12

u v 17 u 17 v 17 5 22            
v 5

u v 15 v 15 u 15 22 7         

u v 26 u 26 v 26 7 33          

= − = − = −
+ = = − = + =

= −
+ = ⎯⎯⎯⎯⎯→ = − = − = −
+ = = − = + =

Se completan las celdas vacías de la tabla anterior con la suma de los   iu  y  jv  calculados, resultando

la matriz  i jz

jv

  iu

0 12− 7− 5−

17 17 5 10 12

33 33 21 26 28

22 22 10 15 17
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MATRIZ COSTE VARIABLE SOLUCIÓN:  i j

17 5 10 12

z 33 21 26 28

22 10 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTE INICIAL:   i j

17 20 13 12

c 15 21 26 25

15 14 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTES REDUCIDOS OPTIMALIZADA:

i j i j

0 15 3 017 20 13 12 17 5 10 12

(c z ) 15 21 26 25 33 21 26 28 18 0 0 3

15 14 15 17 22 10 15 17 7 4 0 0

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

La Matriz de Costes Reducidos tiene ceros en los elementos correspondientes a las variables que
están en la solución.

La presencia de elementos negativos indica que no se ha conseguido la solución óptima.

Se selecciona la casilla  21z 18= −  por tener el coste de entrada más  pequeño.

Entra a la base la variable  21x  con el valor más pequeño de los que están en las casillas del coste

mínimo de la  1ª Iteración con signo negativo, iniciando desde  21x   la trayectoria alternada ±  de

signos.

Almacén A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50   − 20 + 70

Fábrica 2 21x  + 60    ±       30   − 90

Fábrica 3 40   +      75    − 115

Demanda 50 60 70 95
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El valor más pequeño es 30, se toma  21x 30=  y  desde esta variable se traza la trayectoria  ( 30)±

Almacén A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 50 − 30 = 20 20 + 30 = 50 70

Fábrica 2 30 60
30 − 30 = 0

90

Fábrica 3 40 + 30 = 70    75 − 30  =  45 115

Demanda 50 60 70 95

Coste de la nueva solución:   2z 5.005 18 x 30 4.465 euros= − =

El Coste también se calcula:

Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 20 17 50 12 70
Fábrica 2 30 15 60 21 90
Fábrica 3 70 15 45 17 115
Demanda 50 60 70 95

2 x x x x x xz 20 17 50 12 30 15 60 21 70 15 45 17 4.465 euros= + + + + + =

3 Iteración Se calcula la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )−

PASO 1:  Se considera la solución encontrada en la 2ª Iteración

MATRIZ COSTE REDUCIDO:  i j

17 12

z 15 21

15 17

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

PASO 2:  Se considera la matriz  i jz  de los costes de la 2ª Iteración
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MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN:

17 12

15 21

15 17

12 13

i j 23 24

31 32

17 z z 12

z 15 21 z z

z z 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

PASO 3: Para optimizar la matriz de costes reducidos de la variable solución se recurre a un conjunto
de números  iu  y  jv . De modo que,  la suma la suma de estos números sea igual a los valores de la

matriz  i jz  de los costes de la solución de la 2ª Iteración.

jv

  iu
1v 2v 3v 4v

1u 17 12

2u 15 21

3u 15 17

Ecuaciones de las celdas básicas:   
1 1 2 2

1 4 3 3

2 1 3 4

u v 17 u v 21

u v 12 u v 15

u v 15 u v 17

+ = + =
+ = + =
+ = + =

1 1 1
1

1 4 4 1

2 1 2 1

u v 17 u 17                                
v 0

u v 12 v 12 u 12 17 5

u v 15 u 15 v 15 0 15  

+ = =
=

+ = ⎯⎯⎯⎯→ = − = − = −
+ = = − = − =

2 2 2 2
2

3 4 3 4
4

3 3 3 3

u v 21 v 21 u 21 15 6  
u 15

u v 17 u 17 v 17 5 22  
v 5

u v 15 v 15 u 15 22 7

+ = = − = − =
=

+ = ⎯⎯⎯⎯⎯→ = − = + =
= −

+ = = − = − = −

Se completan las celdas vacías de la tabla anterior con la suma de los   iu  y  jv  calculados, resultando

la matriz  i jz

jv

  iu

0 6 7− 5−

17 17 23 10 12

15 15 21 8 10

22 22 28 15 17
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MATRIZ COSTE VARIABLE SOLUCIÓN:  i j

17 23 10 12

z 15 21 8 10

22 28 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTE INICIAL:   i j

17 20 13 12

c 15 21 26 25

15 14 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTES REDUCIDOS OPTIMALIZADA:

i j i j

17 20 13 12 17 23 10 12 0 3 3 0

(c z ) 15 21 26 25 15 21 8 10 0 0 18 15

15 14 15 17 22 28 15 17 7 14 0 0

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

La Matriz de Costes Reducidos tiene ceros en los elementos correspondientes a las variables que
están en la solución.

La presencia de elementos negativos indica que no se ha conseguido la solución óptima.

Se selecciona la casilla  32z 14= −  por tener el coste de entrada más  pequeño.

Entra a la base la variable  32x  con el valor más pequeño de los que están en las casillas del coste

mínimo de la  2ª Iteración con signo negativo, iniciando desde  32x   la trayectoria alternada ±  de

signos.

Almacén A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 20   − 50 + 70

Fábrica 2 30  + 60   − 90

Fábrica 3 32x  + 70    ±     45    − 115

Demanda 50 60 70 95
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El valor más pequeño es 20, se toma  32x 20=  y  desde esta variable se traza la trayectoria  ( 20)±

Almacén A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 20 ‐ 20 = 0 50 + 20 = 70 70

Fábrica 2 30 + 20 = 50 60 ‐ 20 = 40 90

Fábrica 3 20 70     45 ‐ 20 = 25 115

Demanda 50 60 70 95

Coste de la nueva solución:  3z 4.465 20 x 14 4.185 euros= − =

El Coste también se calcula:

Almacén

Origen
A1 A2 A3 A4 Oferta

Fábrica 1 70 12 70
Fábrica 2 50 15 40 21 90
Fábrica 3 20 14 70 15 25 17 115
Demanda 50 60 70 95

3 x x x x x xz 70 12 50 15 40 21 20 14 70 15 25 17 4.185 euros= + + + + + =

4 Iteración Se calcula la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )−

PASO 1: Se considera la solución encontrada en la 3ª iteración.

MATRIZ COSTE REDUCIDO:  i j

12

z 15 21

14 15 17

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

PASO 2:  Se considera la matriz  i jz  de los costes de la 3ª Iteración
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MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN:

12

15 21

14 15 17

11 12 13

i j 23 24

31

z z z 12

z 15 21 z z

z 14 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

PASO 3: Para optimizar la matriz de costes reducidos de la variable solución se recurre a un conjunto
de números  iu  y  jv . De modo que,  la suma la suma de estos números sea igual a los valores de la

matriz  i jz  de los costes de la solución de la 3ª Iteración.

jv

  iu
1v 2v 3v 4v

1u 12

2u 15 21

3u 14 15 17

Ecuaciones de las celdas básicas:   
2 1 3 3

2 2 3 4

3 2 1 4

u v 15 u v 15

u v 21 u v 17

u v 14 u v 12

+ = + =
+ = + =
+ = + =

2 1 2
1

2 2 2 2

3 2 3 2

u v 15 u 15                               
v 0

u v 21 v 21 u 21 15 6

u v 14 u 14 v 14 6 8 

+ = =
=

+ = ⎯⎯⎯⎯→ = − = − =
+ = = − = − =

3 3 3 3
3

3 4 4 3

1 4 1 4

u v 15 v 15 u 15 8 7 
u 8

u v 17 v 17 u 17 8 9

u v 12 u 12 v 12 9 3

+ = = − = − =
=

+ = ⎯⎯⎯⎯→ = − = − =
+ = = − = − =

Se completan las celdas vacías de la tabla anterior con la suma de los   iu  y  jv  calculados, resultando

la matriz  i jz

jv

  iu

0 6 7 9

3 3 9 10 12

15 15 21 22 24

8 8 14 15 17
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MATRIZ COSTE VARIABLE SOLUCIÓN:   i j

3 9 10 12

z 15 21 22 24

8 14 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTE INICIAL:   i j

17 20 13 12

c 15 21 26 25

15 14 15 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTES REDUCIDOS OPTIMALIZADA:

i j i j

17 20 13 12 3 9 10 12 14 11 3 0

(c z ) 15 21 26 25 15 21 22 24 0 0 4 1

15 14 15 17 8 14 15 17 7 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

El Algoritmo Modi ha finalizado al ser todos los elementos  i j i j(c z ) 0− ≥

La solución óptima es:   4z 4.185 euros=

Con Winqsb se obtienen los resultados del ejercicio,  aplicando el Método de la Esquina Noroeste
(NWC),  Método de Aproximación de Vogel (VAM) y Método Simplex (Programación Lineal).

Como es natural, el Método Vogel obtiene una mejor solución para el Coste Mínimo (4.270 euros)
frente al resultado obtenido por el Método de la Esquina Noroeste (5.305 euros).

El resultado óptimo se obtiene al aplicar el Método Simplex (4.185 euros), resultado obtenido
también en este caso al aplicar el Método Modi.

WinQSB /  Net Problem Specification ‐ Transportation Problem
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Resultado óptimo: Solve and Analyze o el icono Solve the Problem.



Portal Estadística Aplicada: Algoritmos Heurísticos del Transporte 90

 Para elegir el método heurístico de la Esquina Noroeste (NWC):

El resultado que ofrece el método heurístico de la Esquina Noroeste (NWC):
Solve and Analyze / Solve and Display Steps–Tableau
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 Para elegir el método heurístico de Vogel  o de las Penalizaciones (VAM):

El resultado que ofrece el método heurístico de Vogel (VAM):
Solve and Analyze / Solve and Display Steps–Tableau
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PROBLEMA CLÁSICO:  Una empresa energética dispone de cuatro centrales para satisfacer la demanda
diaria de energía eléctrica en cuatro provincias de Castilla y León. Las centrales eléctricas pueden
satisfacer, respectivamente, 80, 30, 60 y 45 millones de Kw diarios. Las necesidades de las ciudades
(A, B, C, D), respectivamente, son de 70, 40, 70 y 35 millones de Kw al día.
La tabla adjunta refleja el costo asociado al envío de suministro eléctrico por cada millón de Kw entre
cada central y cada ciudad:

Ciudades
A B C D

Central 1 5 2 7 3
Central 2 3 6 6 1
Central 3 6 1 2 4
Central 4 4 3 6 6

Se pide:

a)  Encontrar el Coste Mínimo por el Método de Vogel o Método de las Penalizaciones. Aplicar el
Método de los Multiplicadores MODI a la solución Vogel

b)  Encontrar el Coste Mínimo por el Método de la Esquina Noroeste. Aplicar el Método de los
Multiplicadores MODI a la solución de la Esquina Noroete.

c)  Asignar con un Coste Mínimo las Centrales Eléctricas a las Ciudades.

El Método Vogel (VAM) obtiene una solución mejorada del Coste Mínimo que el Método de
la Esquina Noroeste (NWC).

Al aplicar el Método MODI o de los Costes Ficticios a cualquiera de los dos Métodos
anteriores  se obtiene el mismo resultado.

En este caso, la solución del Coste Mínimo por el Método MODI coincide con el resultado
alcanzado por el Método Vogel y con la solución óptima obtenida por la Programación
Lineal (Método del Simplex).

a)  Para aplicar el Método Vogel tiene que haber equilibro entre la Oferta y la Demanda.

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 5 2 7 3 80
Central 2 3 6 6 1 30
Central 3 6 1 2 4 60
Central 4 4 3 6 6 45
Demanda 70 40 70 35 215

Se determinan las medidas de penalización, se identifican los costos más bajos por fila y columna.
Después se restan dichos valores y el resultado se denomina penalización.
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Ciudades
A B C D Oferta P2

Central 1 5 2 7 3 80 3 – 2 = 1
Central 2 3 6 6 1 30 3 – 1 = 2
Central 3 6 1 2 4 60 2 – 1 = 1
Central 4 4 3 6 6 45 4 – 3 = 1
Demanda 70 40 70 35

P1 4 – 3 = 1 2 – 1 = 1 6 – 2 = 4 3 – 1 = 2

Después se identifica la fila/columna con mayor penalización, en este caso es la columna donde se
encuentra el número 4.
En esa misma columna, se elige el menor costo y se asigna la mayor cantidad posible para cubrir la
demanda/oferta. En este caso, se le asignarán 60 millones de kw.
De este modo, la fila de la Central 3 va a desaparecer, ya que ha asignado toda su capacidad.

Ciudades
A B C D Oferta P1

Central 1 5 2 7 3 80 1
Central 2 3 6 6 1 30 2
Central 3 6 1 60  |  2 4 60 – 60 = 0 1
Central 4 4 3 6 6 45 1
Demanda 70 40 70 – 60 = 10 35

P1 1 1 4 2

Se repite el mismo proceso con la segunda penalización

Ciudades
A B C D Oferta P2

Central 1 5 2 7 3 80 1
Central 2 3 6 6 30  |  1 30 – 30 = 0 2
Central 3 6 1 60  |  2 4 0
Central 4 4 3 6 6 45 1
Demanda 70 40 10 35 – 30 = 5

P2 1 1 0 2

Se repite el proceso con la tercera penalización

Ciudades
A B C D Oferta P3

Central 1 5 2 7 5  |  3 80 – 5 = 75 1
Central 2 3 6 6 30  |   1 0
Central 3 6 1 60  |  2 4 0
Central 4 4 3 6 6 45 1
Demanda 70 40 10 5 – 5 = 0
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Se repite el proceso con la cuarta penalización

Ciudades
A B C D Oferta P4

Central 1 5 40  |  2 7 5  |  3 75 – 40 = 35 3
Central 2 3 6 6 30  |  1 0
Central 3 6 1 60  |  2 4 0
Central 4 4 3 6 6 45 1
Demanda 70 40 – 40 = 0 10 0

P4 1 1 1

Se repite el mismo proceso con la quinta penalización

Ciudades
A B C D Oferta P5

Central 1 5 40  |  2 7 5  |  3 35 2
Central 2 3 6 6 30  |  1 0
Central 3 6 1 60  |  2 4 0
Central 4 45  |  4 3 6 6 45 – 45 = 0 2
Demanda 70 – 45 = 25 0 10 0

P5 1 1

Por último, se adjudica 25 millones de kw a la ciudad A y 10 millones de kw a la ciudad C:

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 25 | 5 40 | 2 10 | 7 5 | 3 35 – 35 = 0
Central 2 3 6 6 30 | 1 0
Central 3 6 1 60 | 2 4 0
Central 4 45 | 4 3 6 6 0
Demanda 25 – 25 = 0 0 10 – 10 = 0 0

La demanda queda satisfecha sin superar los niveles establecidos por la oferta de cada central.

El Costo total del envío de energía por ciudad se refleja en la siguiente tabla:

Ciudades
A B C D

Central 1 25 | 5 40 | 2 10 | 7 5 | 3
Central 2 3 6 6 30 | 1
Central 3 6 1 60 | 2 4
Central 4 45 | 4 3 6 6

0 x x x x x x xZ   25   5 40   2 10   7 5   3 30   1 60   2 45   4 620 millones euros= + + + + + + =
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MÉTODO DE LOS MULTIPLICADORES MODI APLICADO A LA SOLUCIÓN VOGEL

Se aplica el Método MODI  a la solución Vogel para encontrar la solución óptima.

MATRIZ COSTE INICIAL:   i j

5 2 7 3

3 6 6 1
c

6 1 2 4

4 3 6 6

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 Iteración Se calcula la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )−

PASO 1:  Se considera la matriz   i jz   de los costes de la variable solución:

Matriz de coste solución Vogel

5 2 7 3

21z 22z 23z 1

31z 32z 2 34z

4 42z 43z 44z

PASO 2:  Paso 2:   Los costes de la variable solución se calculan recurriendo a un conjunto de
números    iu  y  jv  (números MODI), originando que el método MODI se conozca también como el

Método de los Costes Ficticios.

De modo que la suma de estos números sea igual a los valores de la matriz  i jz   de los costes de la

variable solución Vogel.

jv

  iu
1v 2v 3v 4v

1u 5 2 7 3

2u 21z 22z 23z 1

3u 31z 32z 2 34z

4u 4 42z 43z 44z

El número de ecuaciones es menor que el número de incógnitas por lo que el sistema resultante
siempre es compatible indeterminado (infinitas soluciones). Vale cualquier solución particular.

         
2 4 2

2 2
3 3 3

3 3
4 1 4

4 4

1 1 1

1
1

1

1

u v 5 u 5
u v 1 u 1 2 3

u v 2 v 2 5 3
Con v 0 u v 2 u 2 2 0

u v 7 v 7 5 2
u v 4 u 4

u v 3 v 3 5 2

+ = → =⎧
+ = → = + =⎪ + = → = − = −⎪= → + = → = − =⎨ + = → = − =⎪ + = → =⎪ + = → = − = −⎩
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Se completan las celdas vacías de la tabla anterior con la suma de los  iu  y  jv  calculados, resultando

la matriz  i jz .

jv

  iu
1v 2v 3v 4v

1u 5 2 7 3

2u 3 0 5 1

3u 0 − 3 2 − 2

4u 4 1 6 2

MATRIZ COSTE VARIABLE SOLUCIÓN:   i j

5 2 7 3

3 0 5 1
z

0 3 2 2

4 1 6 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTES REDUCIDOS OPTIMALIZADA:

i j i j

5 2 7 3 5 2 7 3 0 0 0 0

3 6 6 1 3 0 5 1 0 6 1 0
(c z )

6 1 2 4 0 3 2 2 6 4 0 6

4 3 6 6 4 1 6 2 0 2 0 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

El Algoritmo de MODI ha finalizado al ser todos los elementos  i j i j(c z ) 0− ≥

La solución óptima es:   0z 620millones euros=

b)  Se aplica el Método de la Esquina Noroeste, siendo la matriz balanceada

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 5 2 7 3 80
Central 2 3 6 6 1 30
Central 3 6 1 2 4 60
Central 4 4 3 6 6 45
Demanda 70 40 70 35 215

El primer paso es seleccionar la demanda de la esquina más al noroeste, de manera que no sobrepase
la oferta, en caso contrario se asigna la mayor cantidad. En este caso se asignan 70 millones de kw a la
provincia A.

La demanda de la ciudad A es 0, una vez restada la cantidad asignada, se procede a eliminar la columna,
continuando el proceso de asignación.
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Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 70  |  5 2 7 3 80 – 70 = 10
Central 2 3 6 6 1 30
Central 3 6 1 2 4 60
Central 4 4 3 6 6 45
Demanda 70 – 70 = 0 40 70 35 215

A la nueva Esquina Noroeste (ciudad B) se le asignan los 10 millones de kw restantes, quedando la oferta
de la Central 1 a 0. Por lo tanto, se elimina la fila de la Central 1.

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 70  |  5 10  |  2 7 3 0
Central 2 3 6 6 1 30
Central 3 6 1 2 4 60
Central 4 4 3 6 6 45
Demanda 0 40 – 10 = 30 70 35 215

La nueva esquina noroeste, Central 2, tiene la misma oferta y demanda. En este caso, tanto la oferta
como la demanda se quedan a 0, así que se eliminan ambas (Central 2 y Ciudad B).

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 70  |  5 10  |  2 7 3 0
Central 2 3 30  |  6 6 1 30 – 30 = 0
Central 3 6 1 2 4 60
Central 4 4 3 6 6 45
Demanda 0 30 – 30 = 0 70 35 215

La nueva Esquina Noroeste pasaría a ser la Central 3 de la ciudad C. A ésta se le asignan 60 millones
de kw quedando la oferta a 0, eliminando la fila de la Central 3.

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 70  |  5 10  |  2 7 3 0
Central 2 3 30  |  6 6 1 0
Central 3 6 1 60  |  2 4 60 – 60 = 0
Central 4 4 3 6 6 45
Demanda 0 0 70 – 60 = 10 35 215

A continuación, se asignan los 10 millones de kw restantes  a la Ciudad C, quedando la oferta a 0, se
elimina la Ciudad C.
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Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 70  |  5 10  |  2 7 3 0
Central 2 3 30 | 6 6 1 0
Central 3 6 1 60  |  2 4 0
Central 4 4 3 10  |  6 6 45 – 10 = 35
Demanda 70 – 70 = 0 30 – 30 = 0 10 – 10 = 0 35 215

Queda solamente la Central 4 para ofertar 35 millones de kw, tanto la demanda como la oferta queda a
0, terminando así el proceso.

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 70  |  5 10  |  2 7 3 10 – 10 = 0
Central 2 3 30  |  6 6 1 30 – 30 = 0
Central 3 6 1 60  |  2 4 60 – 60 = 0
Central 4 4 3 10  | 6 35  |  6 35 – 35 = 0
Demanda 70 – 70 = 0 30 – 30 = 0 10 – 10 = 0 35 – 35 = 0 215

La tabla de Costo Mínimo:

Ciudades
A B C D

Central 1 70  |  5 10  |  2 7 3
Central 2 3 30  |  6 6 1
Central 3 6 1 60  |  2 4
Central 4 4 3 10  | 6 35  |  6

0 x x x x x xz    70    5   10    2   30    6   60    2   10    6   35  6   940  millones euros.= + + + + + =

MÉTODO DE LOS MULTIPLICADORES MODI APLICADO A LA SOLUCIÓN ESQUINA NOROESTE

Se aplica el Método MODI  a la solución de la Esquina Noroeste para encontrar la solución óptima.

MATRIZ COSTE INICIAL:   i j

5 2 7 3

3 6 6 1
c

6 1 2 4

4 3 6 6

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 Iteración Se calcula la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )−

PASO 1:  Se considera la matriz   i jz   de los costes de la variable solución.
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MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN Esquina Noroeste

5 2 13z 14z

21z 6 23z 24z

31z 32z 2 34z

41z 42z 6 6

PASO 2:  Para optimizar la matriz de costes reducidos de la variable solución se recurre a un
conjunto de números  iu  y  jv . De modo que,  la suma la suma de estos números sea igual a los

valores de la matriz  i jz  de los costes de la variable solución de la Esquina Noroeste.

jv

  iu
1v 2v 3v 4v

1u 5 2 13z 14z

2u 21z 6 23z 24z

3u 31z 32z 1= 2 34z

4u 41z 42z 6 6

El número de ecuaciones es menor que el número de incógnitas por lo que el sistema resultante
siempre es compatible indeterminado (infinitas soluciones). Vale cualquier solución particular.

En este caso, resultan seis ecuaciones y ocho incógnitas por lo que se requieren dos parámetros.

En este sentido, una solución particular se obtiene asignando un valor a cualquier celda vacía, por
ejemplo, sea  32z 1= .

3 3 3

2 2 4 3 4

32 2 2 2 4 4 4

3 2 3

1 1 1

1 1

u v 2 v 2 4 2u v 5 u 5

v 0 u v 2 v 2 5 3 u v 6 u 6 2 8
Con 

z 1 u v 6 u 6 3 9 u v 6 v 6 8 2

u v 1 u 1 3 4

+ = → = − = −+ = → =⎧
⎪= + = → = − = − + = → = + =⎧ ⎪→⎨ ⎨= + = → = + = + = → = − = −⎩ ⎪
⎪ + = → = + =⎩

Se completan las celdas vacías de la tabla anterior con la suma de los números  iu  y  jv  (números

MODI) calculados, resultando la matriz  i jz

Nueva MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN

jv

  iu

0 − 3 − 2 − 2

5 5 2 3 3

9 9 6 7 7

4 4 1 2 2

8 8 5 6 6
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MATRIZ COSTE VARIABLE SOLUCIÓN:   i j

5 2 3 3

9 6 7 7
z

4 1 2 2

8 5 6 6

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTES REDUCIDOS OPTIMALIZADA:

i j i j

0 0 4 05 2 7 3 5 2 3 3

3 6 6 1 9 6 7 7 6 0 1 6
(c z )

6 1 2 4 4 1 2 2 2 0 0 2

4 3 6 6 8 5 6 6 4 2 0 0

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

La matriz de Costes reducidos tiene ceros en los elementos correspondientes a las variables que
están en la solución. La presencia de elementos negativos indica que no se ha conseguido la
solución óptima.

El coste de entrada más pequeño coincide en las celdas  21z 6= −  y    24z 6= − , pudiendo

seleccionar cualquiera de las dos casillas. En este caso, se selecciona  24z 6= −

En consecuencia, entra en la base la variable   24x  con signo  ( )+ .

A partir de este elemento, se van alternando los signos   ( )±  a izquierda o derecha en las casillas

del coste mínimo calculado por el método de la Esquina Noroeste.

Ciudades

A B C D Oferta

Central 1 70 10 80

Central 2 ( )−  30  22x ( )+   24x 30

Central 3 ( )+   0 ( )−  60 60

Central 4    ( )+  10 ( )−  35 45

Demanda 70 40 70 35 215

Hay que introducir el 0 con signo  ( )+ . El elemento más pequeño con signo  ( )−  es el 30.

El elemento  24x  toma el valor más pequeño de los valores de la tabla que tienen  ( )− , con lo que

24x 30=  y desde esta variable se traza la trayectoria  ( 30)± .

La trayectoria se traza en un circuito cerrado, teniendo balanceadas filas y columnas, es decir,
sumando y restando la misma cantidad.
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Ciudades

A B C D Oferta

Central 1 70 10 80

Central 2 30 30 0− = 30 30

Central 3 0 30 30+ = 60 30 30− = 60

Central 4 10 30 40+ = 35 30 5− = 45

Demanda 70 40 70 35 215

El circuito obtenido es cerrado,  donde en todas las columnas y filas seleccionadas hay un elemento
positivo y otro negativo, es decir se suma y se resta la misma cantidad (30).

Si se seleccionan los valores 70 y 10 el circuito no estaría cerrado, columnas y filas no quedarían
balanceadas.

La nueva matriz de costes y costo mínimo (valor de la función objetivo):

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 70  |  5 10  |  2 80
Central 2 30 |  1 30
Central 3 30 |  1 30  |  2 60
Central 4 40  |  6 5 |  6 45
Demanda 70 40 70 35 215

Para hallar el coste de la nueva solución, se deberá restar 960 (resultado obtenido en el método de
la Esquina Noroeste) al producto de 6 (coste de entrada más pequeño seleccionado anteriormente)
por 30 (valor más pequeño de la tabla, seleccionada anteriormente para trazar el circuito).

El coste de la nueva solución es:   1 xz 960 6 30 760  millones euros.= − =

Otra alternativa para calcularlo sería multiplicando todos los valores obtenidos en la tabla final de la
iteración.

1 x x x x x x xz    70    5   10   2   30   1   30    2   40    6   30    1   5   6  millones euros 760   .= + + + + + + =

El algoritmo del método MODI se va iterando hasta encontrar la solución óptima, cosa que sucede
cuando no hay elementos negativos en la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )− .
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2 Iteración Se calcula la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )−

PASO 1:  Se considera la matriz   i jz   de los costes de la 1ª Iteración.

MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN DE LA 1ª ITERACIÓN

5 2 13z 14z

21z 22z 23z 1

31z 1 2 34z

41z 42z 6 6

PASO 2:  Para optimizar la matriz de costes reducidos de la variable solución se recurre a un
conjunto de números  iu  y  jv . De modo que,  la suma la suma de estos números sea igual a los

valores de la matriz  i jz  de los costes de la variable solución de la 1ª Iteración.

jv

  iu
1v 2v 3v 4v

1u 5 2

2u 1

3u 1 2

4u 6 6

El número de ecuaciones es menor que el número de incógnitas por lo que el sistema resultante
siempre es compatible indeterminado (infinitas soluciones). Vale cualquier solución particular.

En esta ocasión hay siete ecuaciones y ocho incógnitas, requiriendo un parámetro.

1 2 2

3 2 3

3 3 3

1 1 1

1

u v 5 u 5 3 8

u v 2 v 2 8 6
Con v 3

u v 1 u 1 6 7

u v 2 v 2 7 5

+ = → = + =⎧
⎪ + = → = − = −⎪= − → ⎨ + = → = + =⎪
⎪ + = → = − = −⎩

   

4 3 4

4 4 4

2 4 2

u v 6 u 6 5 11

u v 6 v 6 11 5

u v 1 u 1 5 6

+ = → = + =
+ = → = − = −
+ = → = + =

Se completan las celdas vacías de la tabla anterior con la suma de los números  iu  y  jv .

Nueva MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN 1ª ITERACIÓN

jv

  iu

− 3 − 6 − 5 − 5

8 5 2 3 3

6 3 0 1 1

7 4 1 2 2

11 8 5 6 6
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MATRIZ COSTE VARIABLE SOLUCIÓN:   i j

5 2 3 3

3 0 1 1
z

4 1 2 2

8 5 6 6

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTES REDUCIDOS OPTIMALIZADA:

i j i j

0 0 4 05 2 7 3 5 2 3 3
0 6 5 03 6 6 1 3 0 1 1

(c z )
2 0 0 26 1 2 4 4 1 2 2

4 3 6 6 8 5 6 6 4 2 0 0

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

La matriz de Costes reducidos tiene ceros en los elementos correspondientes a las variables que
están en la solución. La presencia de elementos negativos indica que no se ha conseguido la
solución óptima.

El coste de entrada más pequeño coincide en la celda   41z 4= −

En consecuencia, entra en la base la variable   41x  con signo( )+ .

A partir de este elemento, se van alternando los signos   ( )±  a izquierda o derecha en las casillas

del coste mínimo calculado en la 1ª iteración.

MATRIZ DE COSTE MÍNIMO 1ª ITERACIÓN

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 70  |  5 10  |  2 80
Central 2 30 |  1 30
Central 3 30 |  1 30  |  2 60
Central 4 40  |  6 5 |  6 45
Demanda 70 40 70 35 215

Resulta, por tanto:

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 ( )−  70 ( )+   10 80

Central 2 30 30

Central 3 ( )−  30 ( )+  30 60

Central 4 ( )+   41x ( )− 40 5 45
Demanda 70 40 70 35 215

El elemento más pequeño que tiene signo   ( )−  es el 30.

El elemento  41x  toma el valor más pequeño de los valores de la tabla que tienen  ( )− , con lo que

41x 30=  y desde esta variable se traza la trayectoria  ( 30)±
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Ciudades

A B C D Oferta

Central 1 70 30 40− = 10 30 40+ = 80

Central 2 30 30

Central 3 30 30 0− = 30 30 60+ = 60

Central 4 30 40 30 10− = 5 45

Demanda 70 40 70 35 215

El circuito obtenido es cerrado. De tomar los valores 30 y 5, el circuito no estaría cerrado y las
columnas y filas no quedarían balanceadas.

La nueva matriz de costes y costo mínimo (valor de la función objetivo):

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 40 |  5 40 |  2 80
Central 2 30 |  1 30
Central 3 60  |  2 60
Central 4 30 |  4 10  |  6 5 |  6 45
Demanda 70 40 70 35 215

Para hallar el coste de la nueva solución, se deberá restar 760 (coste final obtenido en la Primera
Iteración) al producto de 4 (coste de entrada más pequeño seleccionado anteriormente) por 30
(el valor más pequeño de la tabla, seleccionado anteriormente para trazar el circuito).

El coste de la nueva solución es:  2z  760 – 4 x 30   640 millones euros= = .

Otra alternativa para calcularlo sería multiplicando todos los valores obtenidos en la tabla final de
la iteración.

2 x x x x x x xz  40   5   40   2   30   1   60    2   30    4    10    6   5   6  mil 640   slon .es euro= + + + + + + =

El algoritmo del método MODI se va iterando hasta encontrar la solución óptima, cosa que sucede
cuando no hay elementos negativos en la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )− .
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3 Iteración Se calcula la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )−

PASO 1:  Se considera la matriz   i jz   de los costes de la 2ª Iteración.

MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN DE LA 2ª ITERACIÓN

5 2 13z 14z

21z 22z 23z 1

31z 32z 2 34z

4 42z 6 6

PASO 2:  Para optimizar la matriz de costes reducidos de la variable solución se recurre a un
conjunto de números  iu  y  jv . De modo que,  la suma la suma de estos números sea igual a los

valores de la matriz  i jz  de los costes de la variable solución de la 2ª Iteración.

jv

  iu
1v 2v 3v 4v

1u 5 2

2u 1

3u 2

4u 4 6 6

El número de ecuaciones es menor que el número de incógnitas por lo que el sistema resultante
siempre es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Hay siete ecuaciones y ocho incógnitas, con lo cual hay un parámetro.

1 2 2

4 1 4

4 3 3

1 1 1

1

u v 5 u 5 5 0

u v 2 v 2 0 2
Con v 5

u v 4 u 4 5 1

u v 6 v 6 1 7

+ = → = − =⎧
⎪ + = → = − =⎪= → ⎨ + = → = − = −⎪
⎪ + = → = + =⎩

   

4 4 4

3 3 3

2 4 2

u v 6 v 6 1 7

u v 2 u 2 7 5

u v 1 u 1 7 6

+ = → = + =
+ = → = − = −
+ = → = − = −

Se completan las celdas vacías de la tabla anterior con la suma de los números  iu  y  jv .

Nueva MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN 2ª ITERACIÓN

jv

  iu

5 2 7 7

0 5 2 7 7

− 6 − 1 − 4 1 1

− 5 0 − 3 2

− 1 4 12 6 6
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MATRIZ COSTE VARIABLE SOLUCIÓN:   i j

5 2 7 7

1 4 1 1
z

0 3 2 2

4 1 6 6

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTES REDUCIDOS OPTIMALIZADA:

i j i j

5 2 7 3 5 2 7 7 0 0 0 4
3 6 6 1 1 4 1 1 4 10 5 0

(c z )
6 1 2 4 0 3 2 2 6 4 0 2
4 3 6 6 4 1 6 6 0 2 0 0

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

La presencia de elementos negativos indica que no se ha conseguido la solución óptima.

El coste de entrada más pequeño coincide en la celda   14z 4= −

En consecuencia, entra en la base la variable   14x  con signo( )+ .

A partir de este elemento, se van alternando los signos   ( )±  a izquierda o derecha en las casillas

del coste mínimo calculado en la 2ª iteración.

MATRIZ DE COSTE MÍNIMO 2ª ITERACIÓN

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 40 |  5 40 |  2 80
Central 2 30 |  1 30
Central 3 60  |  2 60
Central 4 30 |  4 10  |  6 5 |  6 45
Demanda 70 40 70 35 215

Resulta, por tanto:

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 ( )−  40   40 ( )+   14x 80

Central 2 30 30

Central 3 60 60

Central 4 ( )+  30 10 ( )−  5 45

Demanda 70 40 70 35 215

El elemento más pequeño que tiene signo   ( )−  es el 5.

El elemento  41x  toma el valor más pequeño de los valores de la tabla que tienen  ( )− , con lo que

14x 5=  y desde esta variable se traza la trayectoria  ( 5)±
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Ciudades

A B C D Oferta

Central 1 40 5 35− = 40 5 80

Central 2 30 30

Central 3 60 60

Central 4 30 5 35+ = 10 5 5 0− = 45

Demanda 70 40 70 35 215

El circuito obtenido es cerrado. Si se seleccionan los valores  30 y 60 el circuito no estaría cerrado y
las columnas y filas no quedarían balanceadas.

El coste mínimo de la nueva distribución:

Ciudades
A B C D Oferta

Central 1 35 |  5 40 |  2 5 |  3 80
Central 2 30 |  1 30
Central 3 60  |  2 60
Central 4 35 |  4 10  |  6 45
Demanda 70 40 70 35 215

El coste de la nueva solución, se deberá restar 640 millones de euros (coste final obtenido en la 2ª
Iteración) al producto de 4 (coste de entrada más pequeño seleccionado anteriormente) por 5
(valor más pequeño de la tabla, seleccionado anteriormente para trazar el circuito).

El coste de la nueva solución es:  3 xz  640   4   5   620 millones euros.= − =

Otra alternativa para calcularlo sería multiplicando todos los valores obtenidos en la tabla final de la
iteración.

3 x x x x x x xz  35   5   35   4    40    2   60    2   10   6   5   3  30    1   620  millones euros.= + + + + + + =

El algoritmo del método MODI se va iterando hasta encontrar la solución óptima, cosa que sucede
cuando no hay elementos negativos en la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )− .
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4 Iteración Se calcula la matriz de costes reducidos  i j i j(c z )−

PASO 1:  Se considera la matriz   i jz   de los costes de la 3ª Iteración.

MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN DE LA 3ª ITERACIÓN

5 2 13z 3

21z 22z 23z 1

31z 32z 2 34z

4 42z 6

PASO 2:  Para optimizar la matriz de costes reducidos de la variable solución se recurre a un
conjunto de números  iu  y  jv . De modo que,  la suma la suma de estos números sea igual a los

valores de la matriz  i jz  de los costes de la variable solución de la 3ª Iteración.

jv

  iu
1v 2v 3v 4v

1u 5 2 3

2u 1

3u 2

4u 4 6

En esta ocasión hay siete ecuaciones y ocho incógnitas (un parámetro).

1 2 2

1 4 4

2 4 2

1 1 1

1

u v 5 u 5 5 10

u v 2 v 2 10 8
Con v 5

u v 3 v 3 10 7

u v 1 u 1 7 8

+ = → = + =⎧
⎪ + = → = − = −⎪= − → ⎨ + = → = − = −⎪
⎪ + = → = + =⎩

   

3 3 3

4 1 4

4 3 3

u v 2 u 2 3 5

u v 4 u 4 5 9 

u v 6 v 6 9 3

+ = → = + =
+ = → = + =
+ = → = − = −

Se completan las celdas vacías de la tabla anterior con la suma de los números  iu  y  jv .

Nueva MATRIZ DE COSTE SOLUCIÓN 3ª ITERACIÓN

jv

  iu

− 5 − 8 − 3 − 7

10 5 2 7 3

8 3 0 5 1

5 0 − 3 2 − 2
9 4 1 6 2
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MATRIZ COSTE VARIABLE SOLUCIÓN:   i j

5 2 7 3

3 0 5 1
z

0 3 2 2

4 1 6 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

MATRIZ DE COSTES REDUCIDOS OPTIMALIZADA:

i j i j

5 2 7 3 5 2 7 3 0 0 0 0

3 6 6 1 3 0 5 1 0 6 1 0
(c z )

6 1 2 4 0 3 2 2 6 4 0 6

4 3 6 6 4 1 6 2 0 2 0 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

La solución es óptima cuando todos los elementos  de la matriz  i j i j(c z ) 0− ≥ .

El algoritmo MODI ha finalizado.

La solución óptima es:   4 = 620 millones z euros

c)  ASIGNACIÓN DE CENTRALES ELÉCTRICAS A LAS CIUDADES

Se inicia aplicando el Método Húngaro con el objetivo de determinar la asignación de coste mínimo
entre Centrales Eléctricas y Ciudades.

El Algoritmo utiliza la propiedad de reducción de matrices,  para reducir la matriz original de costo,
hasta que los costos asociados  i jc  con la asignación óptima, sean 0 y todos los otros costos sean no

En cada Iteración del Algoritmo, se reduce la matriz de tal manera que haya al menos un cero en cada
fila y columna.  Si el número mínimo de filas y/o columnas necesarios para cubrir todos los ceros es n,
entonces existe una asignación óptima (no necesariamente única).

Cada Iteración consta de los siguientes pasos:

PASO 1:  En la matriz original de costo, identificar el mínimo de cada fila y restarlo de todos los
elementos de la fila.

PASO 2:  En la matriz que resulte del PASO 1, identificar el mínimo de cada columna, y restarlo de
todos los elementos de la columna.

PASO 3:  Identificar la solución óptima como la asignación factible asociada con los elementos cero
de la matriz obtenida en el PASO 2.

Señalar que no hay que introducir Central  Ficticia o Ciudad Ficitica para alcanzar el equilibrio entre
Oferta y Demanda.
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1 Iteración Se encuentra el menor número de cada fila.

Ciudades

A B C D Oferta
Central 1 5 2 7 3 80
Central 2 3 6 6 1 30
Central 3 6 1 2 4 60
Central 4 4 3 6 6 45
Demanda 70 40 70 35 215

Se resta en cada fila de la matriz original el menor elemento encontrado en cada fila.

Ciudades

A B C D Oferta
Central 1 5 – 2 = 3 2 – 2 = 0 7 – 2 = 5 3 – 2 = 1 80
Central 2 3 – 1 = 2 6 – 1 = 5 6 – 1 = 5 1 – 1 = 0 30
Central 3 6 – 1 = 5 1 – 1 = 0 2 – 1 = 1 4 – 1 = 3 60
Central 4 4 – 3 = 1 3 – 3 = 0 6 – 3 = 3 6 – 3 = 3 45
Demanda 70 40 70 35 215

Se repite en la nueva matriz el mismo proceso con las columnas.

Ciudades

A B C D Oferta
Central 1 3 0 5 1 80
Central 2 2 5 5 0 30
Central 3 5 0 1 3 60
Central 4 1 0 3 3 45
Demanda 70 40 70 35 215

Se resta en cada columna de la nueva matriz el menor elemento encontrado en cada columna.

Ciudades

A B C D Oferta
Central 1 3 – 1 = 2 0 – 0 = 0 5 – 1 = 4 1 – 0 = 1 80
Central 2 2 – 1 = 1 5 – 0 = 5 5 – 1 = 4 0 – 0 = 0 30
Central 3 5 – 1 = 4 0 – 0 = 0 1 – 1 = 0 3 – 0 = 0 60
Central 4 1 – 1 = 0 0 – 0 = 0 3 – 1 = 2 3 – 0 = 0 45
Demanda 70 40 70 35 215

Se traza la menor cantidad de combinaciones de líneas horizontales y líneas verticales a la matriz
resultante, con el objetivo de cubrir todos los 0 de la matriz de costo reducido.
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Ciudades

A B C D Oferta
Central 1 2 0 4 1 80
Central 2 1 5 4 0 30
Central 3 4 0 0 0 60
Central 4 0 0 2 0 45
Demanda 70 40 70 35 215

El Algoritmo finaliza porque el número de líneas trazadas es igual al grado de la matriz.

ASIGNACIÓN

En la matriz de costo reducido se inicia por la fila que tenga menos ceros y tachando los ceros de la fila
y columna donde se realizó la asignación.

En esta línea, se asigna la Central 1 a la Ciudad B y se tachan los otros dos ceros que hay en la columna
de la Ciudad B.

Ciudades

A B C D Oferta
Central 1 2 0 4 1 80
Central 2 1 5 4 0 30
Central 3 4 0 0 0 60
Central 4 0 0 2 0 45
Demanda 70 40 70 35 215

Se asigna la Central 2 a la Ciudad D,  tachando los otros dos ceros que hay en la columna de la Ciudad D.
Ciudades

A B C D Oferta
Central 1 2 0 4 1 80
Central 2 1 5 4 0 30
Central 3 4 0 0 0 60
Central 4 0 0 2 0 45
Demanda 70 40 70 35 215

Se asigna la Central 3 a la Ciudad C.
Ciudades

A B C D Oferta
Central 1 2 0 4 1 80
Central 2 1 5 4 0 30
Central 3 4 0 0 0 60
Central 4 0 0 2 0 45
Demanda 70 40 70 35 215
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Se asigna la Central 4 a la Ciudad A.
Ciudades

A B C D Oferta
Central 1 2 0 4 1 80
Central 2 1 5 4 0 30
Central 3 4 0 0 0 60
Central 4 0 0 2 0 45

Demanda 70 40 70 35 215

La asignación óptima es:
Ciudades

A B C D Oferta
Central 1 2 0 80
Central 2 1 0 30
Central 3 2 0 60
Central 4 4 0 45
Demanda 70 40 70 35 215

Costo mínimo de asignación:   0  4   2   2   1   9 eurosz = + + + =

WinQSB / Linear and Integer Programming

Coste mínimo de la distribución de energía de Centrales Eléctricas  a Ciudades.

Ciudad A Ciudad  B Ciudad  C Ciudad D Oferta

Central 1 5 11x 2 12x 7 13x 3 14x 80

Central 2 3 21x 6 22x 6 23x 1 24x 30

Central 3 6 31x 1 32x 2 33x 4 34x 60

Central 4 4 41x 3 42x 6 43x 6 44x 45

Demanda 70 40 70 35 215

                        11 12 13 14 21 22 23 24

31 32 33 34 41 42 43 44

z (5x 2x 7x 3x ) (3x 6x 6x x )

(6x x 2x 4x ) (4x 3x 6x 6x )

= + + + + + + + +
+ + + + + + + +

restricciones:   

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

x x x x 80

x x x x 30

x x x x 60

x x x x 45

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨ + + + =⎪
⎪ + + + =⎩

     

11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

14 24 34 44

x x x x 70

x x x x 40

x x x x 70

x x x x 35

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨ + + + =⎪
⎪ + + + =⎩
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Forma Matricial:  Format / Switch to Matriz Form
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Interpretación del resultado:

i j origen destino 11 12 13 14 24 33 41x x : x 25 x 40 x 10 x 5 x 30 x 60 x 45≡ = = = = = = =

Ciudad A Ciudad  B Ciudad  C Ciudad D Oferta

Central 1 5 11(x 25)= 2 12(x 40)= 7 13(x 10)= 3 14(x 5)= 80

Central 2 1 24(x 30)= 30

Central 3 2 33(x 60)= 60

Central 4 4 41(x 45)= 45

Demanda 70 40 70 35 215

Función objetivo:
11 12 13 14 24 33 41

x x x x x x

z 5x 2x 7x 3x x 2x 4 x

5 25 2 40 7 10 3 5 30 2 60 4 45 620  millones euros

= + + + + + + =
= + + + + + + =
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WinQSB /  Network Modeling ‐ Net Problem Specification

Solve the Problem:  Muestra el resultado óptimo obtenido por Programación Lineal
(Método Simplex)

El resultado con Algoritmos heurísticos:  Solve and Analyze / Select Initial Soluction Method



Portal Estadística Aplicada: Algoritmos Heurísticos del Transporte 117

MÉTODO  de VOGEL (VAM) :  Solve and Analyze / Select Initial Soluction Method

Solve and Analyze /  Solve and Display Steps ‐ Tableau
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MÉTODO  ESQUINA NOROESTE (NWC) :  Solve and Analyze / Select Initial Soluction Method

Solve and Analyze /  Solve and Display Steps ‐ Tableau
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PROBLEMA DE ASIGNACIÓN

Para cambiar el tipo de problema:  Edit / Problem Type / Assignment Problem

La asignación óptima por el método Húngaro:  Solve and Analyze / Solve and Display Steps
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      Monge  Walras  Neumann Leontief Arrow Dorfman

Hurwicz Lerner Marschak Morgenstern  Samuelson
Nobel, 1970

Dantzig

 Hitchcock
Nobel, 1975

 Kantoróvich
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Stigler
Nobel, 1982

Markowitz
Nobel,  1990

Karmarkar
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