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Los modelos de teoria de colas vistos anteriormente se basan en el proceso de nacimientoy
muerte, lo que hace necesario que tanto los tiempos entre llegadas como los de servicio
tengan distribuciones exponenciales. Este tipo de distribuciones de probabilidad proporciona
un ajuse idéneo cuando los tiempos entre llegadas son exponenciales (que implica que las
llegadas ocurren al azar, proceso de entrada de Poisson).

Tiempos de Modelo G/G/s

servicio no

exponencial Moxlelo M/ 61
Modelo M/D /1
Modelo M/D /s
Modelo M/E, /1

4

No ocurre lo mismo cuando las llegadas estan reguladas o programadas. Por otra parte, las
distribuciones de tiempos de servicio reales con frecuencia se desvian de la distribucion

exponencial, en particular cuando los requerimientos de servicio de los clientes son muy
parecidos.

Por ello, se hace necesario disponer de modelos de colas que utilizen otras distribuciones de
probabilidad.

Hay supuestos en que no es valido que la distribucién del tiempo
de servicio sea exponencial, dado que la exponencial tiene la
propiedad de amnesia. La cantidad que queda en el servicio

Cabe esperar que una distribucion modal, como la normal o la de
Erlang, sean un modelo mas fiel de los tiempos de servicio en la
mayoria de las circunstancias.
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deberia ser independiente del tiempo que ya pasé en ese servicio.



" MODELOS DE COLAS CON TIEMPOS DE SERVICIO NO EXPONENCIAL

Los modelos anteriores se basan en que las entradas y el servicio se distribuyen
mediante procesos que siguen una distribucion de Poisson/Exponencial.

En un sistema de colas es necesario seleccionar una distribucion de probabilidad para
los tiempos de servicio. Hay tres distribuciones que representan tiempos de servicio:

¢ Ladistribucion de servicio exponencial (o =media)
¢ Ladistribucion de servicio constante (c=0)

¢ Ladistribucion Erlang que posee un parametro k que determina la desviacidn

t|'picac5—i 1 - k= 1
ﬁ o8 |,l2x()'2

k=1 — Ladistribucion Erlang = La distribucién Exponencial

k=0 — Ladistribucién Erlang = La distribucidn degenerada con tiempos
constantes

Distribucion Erlang segun los valores del parametro k:

P: k=

- Tiempo
0 Media
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MODELO DE COLA (G/G/s = G/G/xo/x

Es un sistema de colas con tiempos de llegadas independientes e idénticamente
distribuidos de media (1 / k) y varianza oi , con clientes que tienen tiempos de servicio

independientes e idénticamente distribuidos de media (1/ u) y varianza csfl.

Factor de utilizacién: p=——
S. U

Tasa efectiva llegada: A

n
i(&J Po n<s
nl\p

1 (AY
APCEE (EJ Po nzs

Tiempo promedio de espera en la cola (aproximacion de Allen-Cuneen):

Probabilidad del estado =

(M/M/s* Pa

 Pimymys (025). (A% 03 +p®. op)
. 2sp (1- p)

| (1—
p\M/M/s(nZS) - =11 (2 nS ( P)l LYV
,;jn![uJ " st a-p) (uj

Nimero promedio clientes en la cola: L, = qu

. , , . A
Nuimero promedio de clientes en sistema: L =L, + (—j

, . , , L
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = IS W, + —
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COLA GENERAL - Cola General G/G/s

Un experimento aerondautico realiza pruebas en dos salas, el servicio tarda aproximadamente 20
segundos con un error tipico de 2 segundos, mientras que las llegadas se registran cada 25 segundos con
un error tipico de 3 segundos. Obtener las medidas de rendimiento.

Solucién:

Modelode cola G/G/2 con s = 2servidores

1
Tasa de llegadas: X =25 — A= 0,04 pruebas/segundo , o, =3 segundos
1
Tasa de servicio: —=20 — p, = 0,05 pruebas/segundo , G, = 2 segundos
7
A 0,04
Factor de utilizacion del sistema: p=—=—"—"—-=10,4
2p 2x0,05

Tasa efectiva de llegada: A =0,04

p‘M/M/S(nZS).(lZ.ci+u2.cﬁ)

Tiempo promedio de esperaenlacola: W, =

2sp (1-p)
0,04
(o,os)
| _
> loos) * (oa)
~n1| 0,05 21 (1-0,4) \ 0,05

W, = 0:22857x (0,04%x 3> +0,05% x 2°)

A = 0,0465 segundos
2x2x0,05x (1- 0,4)

Nudmero promedio clientes en la cola: Ly = 7»Wq = 0,04x0,0465 = 0,0019 pruebas

A 0,04
Nudmero promedio de clientes en sistema: L, =1L, + (—J = 0,0019 + [0 05]: 0,8019 pruebas
7

’?

1 1
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = W, + — = 0,0465+ 0.05 = 20,0465 segundos
2 ,
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#E Queuing Analysis
File Edit Format Solve and Analyze Results Utilities Window WinQSB Help

Data Description ENTRY
Number of servers 2
Service ime distribution [in segundo) Normal

Vican (o 2

Standard deviation [s>0]) 2

Service pressuie nnaffic/iari(

Exponential Parameter 2 Interamival time distitbution (in segundo) Nommal
Gamma

Geometric Standard deviation (s>0) Mean [u] 25
HypeiGeometric 5Ianda|d/d¢{iatinn (s>0) 3
|Nn:/uéd|

m |Aviival discourage coefficient

[Not used) Batch [bulk) size distribution Constant
Constant value 1
. : [Not used)
(Mot used)

Queue capacity [maximum waiting space)

Customer population
Busy seirver cost per segundo

Idle seiver cost per segundo

Customer waiting cost per segundo
Customer being served cost per segundo
Cost of customer being balked

En Service time distribution, jrdistintamente, se puede
poner|General/Arbitrary

Unit queue capacity cost

Interarrival time distribution: Distribucién del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucion del tamafio del lote

®_ QA Solution Method !EE

Mate - The queuing system is classified as: G/G/2. However.
* there iz no cloze form formula to zolve it. You may
choose approximation [by G/G/S] or simulation [by
dizcrete-event Monte Carlo simulation] to solve the
system performance.

Solution Method

@ Approximation by G/G/s:

Cancel

C Monte Carlo Simulation

il

Help

BE Queuing Analysis

File Format Results  Utiities  wWindow  Help
| @;ﬁj‘ﬂ| |“-"“|A|§|§|§|DI|{E'| | i [ L]

04-23-2022 Performance Measure | Result
1 System: G/GS2 i From Approximation
2 Customer amrival rate [lambda] per segundo = 0,0400
3 Service rate per server [mu] per segundo = 0.0500
4 Owerall system effective arrival rate per segundo = 0.0400
L Owerall system effective service rate per segundo = 0.0400
[ Owerall system utilization = 40,0000 =
7 Average number of customers in the system [L] = 0.8019
8 Average number of customers in the queue [Lq) = 0.0019
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0.0081
10 Average hime cuztomer spends in the system (W] = 20,0465 segundos
11 Average hime cuztomer spends in the queue [Wq) = 0.0465 segundos
12 Average time cuztomer spends in the queue for a busy system (wh] = 0.2033 zegundos
13 The probability that all zervers are idle [Po] = 42,8571 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = 22,8571 %
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[ qumg s

File Edit Format Solve and Analvze | Resulks  Ublities  window  WinQSE  +

EEEERIPAEE
M PRUEBAS AERONAUTICA

Service time distribution [in seqund

Performance Summary

Probability Surmmary

E ztimated Probability of
n Customersz in the Syztem

Cumulative Probability

0.4286

0.3429

0.1371

0.0549

0.0219

0.0088

0.0035

0.0014

0.0006

0.0002

0,000

— | —
B -0 ) e I I L Y el

0.0000

0.4286
0.7714
0.9086
0.9634
0.9854
0.9941
09977
0.,9991
0.,99396
0.,9999
0.,9999
1.0000

1

Tl 1 1
~0,8"+ 0,8 (

L n| 2! 1-0,4

1

p; = m 0,8 x0,4286 =0,3429
1 2

p, = 21 0,8" x0,4286=0,1371

1
Py =" 33X 0,8%x 0,4286 = 0,0549

1
Ps =253 0,8°x 0,4286 = 0,0006
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MODELO GENERALDE COLA [M/G/1 = M/G/1/w /o

Segun la notacién Kendall se trata de sistema de colas con tiempos de llegadas
distribuidos exponencialmente (Proceso de Poisson de pardmetro A ), con clientes que
tienen tiempos de servicio independientes e idénticamente distribuidos de media

(1/p) yvarianza o®.

Modelo con una distribucién exponencial entre llegadas y una distribucion
General/Arbritaria de servicio.

Cualquier sistema de colas de este tipo alcanza en algin momento el estado estable

e g . A
cuando el factor de utilizacion del sistema: p=—<1
v}

Las medidas de rendimiento para este modelo toman las expresiones adjuntas, donde
la referente a L, recibe el nombre de formula de Pollaczek-Khinchine.

Tasa de llegada efectiva: A

Probabilidad del estado: p,=1-p p,=p"p,

)‘2. 2 + 2
Nimero promedio de clientes en la cola: L, = #‘;
AL=p

Nuimero promedio de clientes en el sistema: L, =L, +p

L XZ. 2 + 2
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = Tq = #(19)

. . . . L 1
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = = = W, +—

v)

Las medidas de eficiencia incrementan su valor conforme c® aumenta, lo que indica
que el funcionamiento del servidor tiene gran transcendencia en la eficiencia global del
sistema.

e Curry y Feldman proponen una modificaciéon del medidas de rendimiento promedio
de espera en la cola que proporciona una relacién directa entre las colas M/G/1y
las colas M/M/1

Medidas de Rendimiento (M/ G/ 1)

1+;,t2.cr2
2

u?. o2 = Coeficiente de variacién al cuadrado de los tiempos de servicio.

= Medidas de Rendimiento(M/M/ 1)
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e Con un Unico servidor, el modelo M/D /1 se reduce a un caso particular del
modelo M/G/1:

M/G/1 —%=%, m/D/1
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COLA GENERAL - Cola General M/G/1

La direccion de un aeropuerto analiza si contratar a un nuevo auxiliar de tierra. Para este puesto se han
presentado varios candidatos, aunque solo han pasado a la fase final Gnicamente dos de ellos.

El primer auxiliar de tierra tarda en registrar a los pasajeros y su equipaje aproximadamente 20 segundos
con un error tipico de 2 segundos. Por otro lado, el segundo aucxiliar es capaz de registrar cada pasajero
en 25 segundos exactos.

Los pasajeros llegan en promedio cada 30 segundos. Los tiempos entre llegadas varian de acuerdo con la
distribucion exponencial.

¢A cual de los dos auxiliares de tierra deberia contratar el aeropuerto?
¢Cudl es la probabilidad de que el auxiliar contratado esté ocupado?

Solucidn:
= Auxiliar 1 de tierra: Modelodecola M/G/1 con s = 1servidor

1
Tasa de llegadas: =30 —» A, = 0,0333 pasajeros/segundo

A
1
Tasa de servicio: — =20 — p, = 0,05 pasajeros/segundo , o, =2 segundos
Hq
A, 0,0333
Factor de utilizacién del sistema: p, =—1 = =0,666667
u, 0,05

Tasa efectiva de llegada: A, =0,0333
Promedio de pasajeros en la cola:

}\’2. 2+ 2 2 22 72
L =leoit e 0,03333°x 2°+ 0,666667° _ ) a3 - caieros
2(1-p,) 2x(1-0,666667)

Numero promedio de clientes en el sistema: L ; = Ly + P = 0,6733+0,6667 =1,34

Ly 0,666667

= 20,20 segundos
Ay 0,0333

Tiempo promedio de espera en la cola: W,

1 1
Tiempo total que pasa el pasajero en la cola: W;; = W,; + —= 20,20 + —— = 40,20 segundos

My 0,05
Problem Specification E

Problem Title  [AUXILIAR DE TIERRA |

Time Unit |segundn |

Entry Format

) Simple M/M System

(®:General Queuing System:

0K ‘ ‘ Cancel ‘ Help
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E Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Results Utilities  Window WanSB Haip

Data Description : ENTRY

Number of servers 1

Service time distribution [in segundo) Nommal General/Arbitrary pe dictribution for your choice.

Mean (u) 20=1/p

Standard deviation (s>0) 2

[Not used)

Service pressure coefficient

Interarmival time distnibution [in segundo) Exponential Exponential
ErT Gamma

Location parameter [a) pRe? 0 Geometric

Scale parameter [b>0) (b=mean if a=0] 30=1/% HyperGeometric

[Not used)

Amival discourage coefficient

Batch (bulk] size distribution Constant

Constant value 1

[Not used)

(Mot used)

Queue capacity [maximum waiting space)

Customer population

Interarrival time distribution: Distribucién del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucion del tamario del lote

E Queuing Analysis

File Format Resulks Ubilities  Window  Help
00 N @I |

== |n.nn| A

M System Performance Summary for AUXILIAR DE TIERRA

Performance Measure Hezult
1 System: M/GA From Formula
2 Customer amival rate [lambda) per zeqgundo = 0.0333
3 Service rate per zerver [mu] per segundo = 0.0500
4 Overall system effective arnval rate per segundo = 0,0333
LT Overall system effective service rate per zegundo = 0.0333
b Overall system utiization = 66 _6E6T X
¥ Average number of cuztomers in the system [L] = 1.3400
8 Average number of customers in the queue [Lq] = 06733
9 Average number of cuzstomers in the queue for a busy system [Lb] = 1.0100
10 Average time customer zpends in the system (W] = 40,2000 segundos
11 Average ime customer zpends in the queue [Wql = 20,2000 segundos
12 Average time customer zpends in the queue for a busy system [Wh] = 30,3000 segundos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 33,3333 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system iz busy [Pb] = b6,666Y X

= Auxiliar 2 de tierra: Modelode cola M/G/1 con s = 1servidor

1
Tasa de llegadas: =30 - A, =0,0333 pasajeros/segundo

A,
1
Tasa de servicio: — =25 — p, = 0,04 pasajeros/segundo , &, =0 segundos
U,
A 0,0333
Factor de utilizacién: p, = —2= ———=0,8333
K, 0,04

_Aj.03+p; _ 0,0333°x0+ 0,8333

Promedio de pasajeros en la cola: L, =
2(1-p,) 2x(1-0,8333)

=2,0833 pasajeros
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L 2,0833
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = e At 62,50 segundos
A, 10,0333

Numero promedio de clientes en el sistema: L, = Ly + P, = 2,0833+0,8333 =2,9167

1 1
Tiempo total que pasa el pasajero enla cola: W, = W, + —= 62,50+ 004 = 87,50 segundos
U, ’

Resulta mas beneficioso contratar al primer auxiliar de tierra (W,; = 40,20 < W,, = 87,50) al ser mas
rapido que el segundo.

La probabilidad de que el auxiliar 1 de tierra contratado se encuentre ocupado:
P(X>1) =1- p, = 1-0,3333 = 0,6667

E Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Results Utiities Window WinQSB Hel

M AUXILIAR DE TIERRA

Data Description : ENTRY
Number of servers 1
Service time distribution [in segundo) Nommal General/Arbitrary phe distribution for your choice.
Mean (u) 25=1/p
Standard deviation [s>0) 2
[Not used)
Service pressure coefficient
Interarrival time distribution [in segundo] Exponential Exponential
. - Gamma
Location parameter [a) n—!l e} 0 Geometric
Scale parameter (b>0) (b=mean if a=0) 30 =1/2 HyperGeometric
(o o s
Amival discourage coefficient
Batch (bulk) size distribution Constant
Constant value 1
[Not used)
[Not used)
Queue capacity [maximum waiting space] M
Customer population M

Interarrival time distribution: Distribucién del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucién del tamafiio del lote

File Format Resulks  Utilities  Wwindow Help
FER e A | E]=]| =1 HNFEEE:
Performance Meazure | Reszult

1 System: M/GA From Formula
2 Customer amival rate [lambda) per segundo = 0,0333
3 Service rate per server [mu) per segundo = 0.0400
4 Dverall system effective arrival rate per segundo = 0,0333
L Overall system effective service rate per zegundo = 0,0333
b DOverall system utilization = 833333 %
Fi Average number of customers in the system [L] = 2. 9167
B Average number of customers in the queue [Lg) = 2.0833
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb) = 2.5000
10 Average time customer spends in the system W] = 87.5000 segundos
11 Average ime customer spends in the queue [Wq) = 62.5000 segundos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh) = 75,0000 segundos
13 The probability that all zervers are idle [Po] = 16,6667 X
14 The probability an amiving customer waits [Pw] or syztem is busy [Pb] = 833333 %
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Probabilidad de estado en el sistema:

M. System Probability Summary for AUXILIAR DE TIERRA

Cumulative Probability

n E stimated P_thahilil_',' of
n Customers in the System
0 0.3333
1 02222
2 01481
3 0,098
4 0.0658
L] 0.0439
6 0.0293
7 00195
g 0.0130
9 00087
10 0.0058
11 0.0039
12 0.0026
13 00017
14 00011
15 00008
16 00005
17 00003
18 00002
19 00002
20 00001
21 00001
22 0,0000
23 0.0000
24 0,0000

0.3333
0.5556
0.7037
0,8025
0.8683
09122
0.9415
09610
0.9740
09827
0.9884
0.,9923
0.9343
0.9966
0,9977
0.9985
0.,9390
0.,9993
0.,9995
0.,9997
0.,9998
0.9999
0.,9999
0.9999
1.0000

po=1-p, =1-0,6667=0,3333
Pn=P"Po

p, = 0,6667x 0,3333 =0,2222

p, = 0,6667°x 0,3333 = 0,1481

p; = 0,6667°x 0,3333 = 0,0988

pis = 0,6667'°x 0,3333 = 0,0005
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MODELO DE COLA (M/D/1

Es un sistema de colas con tiempos de llegadas distribuidos exponencialmente
(Proceso de Poisson de parametro A ), el servicio consiste basicamente en la misma
tarea rutinaria que el servidor realiza para todos los clientes, tiende a haber poca
variacion en el tiempo de servicio requerido, asumiendo que el tiempo de servicio es
igual a una constante fija.

Modelo con una distribucion exponencial entre llegadas y una distribucion constante
de servicio.

Con un unico servidor, el modelo M/D /1 se reduce a un caso particular del modelo

M/G/1 en donde 6*=0: M/G/1 —%=%5 M/D/1

con lo que las medidas de eficiencia son:

, A
Factor de utilizacién: p=—< 1
1k

Tasa efectiva llegada: A

Probabilidad del estado: p,=1-p p,=p"p,

7\‘2. 2 + 2 2
Nuimero promedio clientes en la cola: L, = S > Ly=0—"——
2.(1-p) 2.(1-p)

Nimero promedio de clientes en sistema: L;=L,+p

L
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = Tq = #(1)
AL(l-p

. . . . L 1
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = = = W, +—

7
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MODELO DE COLA (M/D/s

, A
Factor de utilizaciéon: p= —
S. 1

Tasa efectiva llegada: A

n
1
—(&j Po n<s
nt\ p

1 (A
RPCEE (E) Po NS

1 (Y
Numero promedio clientesenlacola: L,= —| — N p
q S! u 2 (1_p)2 0

Probabilidad del estado =

IM/M/s*  Pa

\

Nudmero promedio de clientes en sistema: L =L, + (—j
u

Tiempo promedio de espera en la cola: W, = Tq

L 1
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = IS = W, + —
7}
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COLA GENERAL - Cola M/D/1 <« M/D/2

El aeropuerto dispone de un servicio de traslado en el que consiste en llevar a cada empleado que lo
solicite a su casa, hotel o alrededores.

Este servicio puede atender a un empleado cada 7 minutos. El promedio de llegada de empleados es
cada 8 minutos, siguiendo una distribucién de Poisson.

a) Encontrar las medidas de eficiencia del servicio.

b) ¢Se podria mejorar el tiempo medio de un empleado en el sistema?

Problem Specification E

Problem Title  [SERVICIO TRASLADD |

Time Unit |minu[o |

Entry Format

) Simple M/M System

@ :General Queuing System:

OK ‘ ‘ Cancel Help

a) Se trata de un modelo de cola M/D/1 con s = 1servidor

1
Tasa de llegada = X =8 — A = 0,125 pasajeros/minuto
1
Tasa de servicio=— = 7 — u = 0,1429 pasajeros / minuto
7]
Factor de utilizacion: p= A _01250 0,8750
p  0,1429

Probabilidad del estado: p, = 1-p =1-0,8750 = 0,125

p, = 0,8750x 0,125=0,1094

Ph=pP"Py — :
pss = 0,8750% x 0,125 = 0,0003

p’ 0,875

= = 3,062 empleados
2.1 -p) 2x(1 - 0,875)

Promedio de empleados en la cola: L, =

Promedio de empleados en el sistema: L, = L,+ p= 3,062 + 0,875 = 3,937 empleados

L, 3,062
Tiempo promedio que un empleado espera en la cola: W, = Tq = 0125 = 24,500 minutos
. . . L, 3,937 ,
Tiempo promedio que los empleados estan en la cola: W, = " = 0125 = 31,500 minutos
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! Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Results  Utilities Window WinQSE Help
& = el

|Data Description ENTRY
|Number of servers 1
{Service time distibution (in minuto) Constant
[Mean (u) 7=1/p
|Standard deviation (s>0)
(Not used)
Service pressure coefficient
Interarival time distribution [in minuto) Exponential
Location parameter (a) P 0
[Scale parameter (b>0) (b=mean if 2= B-1/%
(Not used)
Amnival discourage coefficient
Batch (bulk) size distribution Constant
Constant value 1
{(Not used)
|[Not used)
{Queue capacity [maximum waiting space)
|Customer population

Interarrival time distribution: Distribucion del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucién del tamafio del lote

File Format Resulks  Utilities  Window  Help
=] =) |n.uu| A i} | @I ?I
Performance Measure | Hesult
1 System: M/DA From Formula
2z Cusztomer arnival rate [lambda] per minuto = 0.1250
3 Service rate per server [mu] per minuto = 01429
4 Overall spstem effective amival rate per minuto = 0,1250
LT Overall system effective service rate per minuto = 0.1250
[ Overall system utilization = 87.5000 %
¥ Average number of customers in the syztem [L] = 3.9375
8 Average number of customers in the queue [Lq) = 3.0625
9 Average number of customers in the queue for a buzy zpstem [Lb] = 3.5000
10 Average time customer spends in the system [W] = 31,5000 minutos
11 Average hime customer spends in the queue [wq] = 24 5000 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [wWh] = 28,0000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 12.5000 %
14 The probability an arriving customer waitz [Pw] or zystem iz busy [Pb] = 87.5000 %
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b) En la situacidn actual, el factor de utilizacion p = 0,8750 es muy alto, seria necesario aumentar la
capacidad del sistema para mejorar las medidas de eficiencia.

A 0,125
Si se afiade otro servidor (s =2), el factor de utilizacién: p = = = 0,4375

s.u 2x0,1429

La red de transporte se encuentra mas descongestionada. Se trataria de una cola M/D/2

Probabilidad del estado IM/M/s

1 1
Po = — = — = 0,3913

"1 (a), 1 (a)( 1 3 1[0 ", 1(0125Y 1
“ntlp) st \p)l1-p) “4o1l0,1420) * 21 \0,1429) (10,4375

1

—(ﬁJ Po = —0 875 x 0,3913 = 0,3424

n!{ n

1 7\.
=—_| = p0=—0875 x 0,3913 = 0,1498

n! p

n
= 1 = = #0 8753 x 0,3913 = 0,0655
Pa= S L p°_2!2-"‘2 ’ SR

Ndmero promedio clientes en cola:

1 (Y 1 0,4375
Ly=—1|— Lz Po = — x 0, 8752 x > x 0,3913 = 0,1036 pasajeros
s! 2(1-p) 2! 2(1-0,4375)
, . . . A 0,125 .
Numero promedio de clientes en sistema: L, = L,+|—[= 0,1036 + 5 = 0,9786 pasajeros
n ,
L 0,1036
Tiempo promedio de espera en cola: W, = . = 0,8285 minutos
A 0,125
L, 0,9786

Tiempo promedio de espera en servicio: W, = —= = 7,8285 minutos

0,125
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! Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Results Utilities ‘Window WinQSE Help
S SERVICIO TRASLADO
[Data Description ENTRY
[Number of servers 2
[Service time distribution (in minuto) Constant
|Mean [u) =1/p
|Standard deviation (s>0)
[(Not used)
Service pressure coefficient
Interarrival time distribution [in minuto) Exponential
Location parameter [a) I EPCRY 0
[Scdepum(bll][b-mmia-@,! 8=1/1
(Not used)
Amival discourage coefficient
Batch [bulk) size distribution Constant
Constant value 1
[[Not used)
[Not used)
Queue capacity [maximum waiting space]
Customer population

Interarrival time distribution: Distribucién del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucion del tamaiio del lote

® QA Solution Method

Note: The queuing system iz classified azs: M/D/2. However,
" there i1z no cloge form formula to zolve it. You may
choose approximation [by G/G /5] or simulation [by
dizciete-event Monte Carlo simulation] to zolve the
system performance.

Calcula las medidas de rendimiento M/D/2

con una aproximacion G/G/s Solution Method | | = |
®:Approzimation by G/G /s | c I I
ance
) Monte Carlo Simulation
| Help I
#E Queuing Analysis
File Format Resdlts Utiities Window Help
ElEIR |n.nu|A =l=/=|[l= L TR e
M System Performance Summary for SERVICIO TRASLADO
Performance Measure | Rezult

1 System: M/DJ/2 From Formula
2 Customer amrival rate [lambda) per minuto = 01250
3 Service rate per server [(mu] per minuto = 0.1429
4 Overall system effective arrival rate per minuto = 0.1250
h Overall system effective service rate per minuto = 0.1250
[ Owverall system utiization = 43,7500 %
¥ Average number of customers in the system [L] = 0.9786
g Average number of customers in the queue [Lg] = 0.,1036
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0.3889
10 Average time customer spends in the system [W] = 7.8285 minutos
11 Average time customer spends in the queue [Wq] = 0,8285 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy spstem [Wh] = 3. 1111 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 391304 %
14 The probability an armiving customer waits [Pw) or system iz busy [Pb) = 26,6304 X
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MODELO DE COLA [M/E, /s

El modelo M/D /s supone una variacion cero en los tiempos de servicio (o =0),
mientras que la distribucion exponencial de tiempos de servicio supone una variacion
muy grande en los tiempos de servicio (c =1/ ). Entre los dos casos extremos hay un
intervalo (0 < o < 1/u) donde caen la mayor parte de las distribuciones de tiempo
reales. Otro tipo de distribucidon tedrica de tiempos de servicio que concuerda con este
espacio intermedio es la distribucién de Erlang (llamada asi en honor con el fundador de
la teoria de colas).

t

f(t) = (Mk)k k=1 g—knt
(k—1)!

donde p y k son parametros estrictamente positivos, estando
o .1
k restringido a valores enteros: media=— o=——
nk

El parametro k especifica el grado de variabilidad de los tiempos de servicio con relacion a
la media. Generalemente, se hace referencia a k como el parametro de forma.

Los valores intermedios de k proporcionan distribuciones intermedias con media =(1/ ),
moda = (k — 1) /(kp) y varianza =1/ (kp?)
En consecuencia, después de estimar la media y la varianza de una distribucion de servicio

empirica, se pueden utilizar para elegir el valor de k que se ajuste mejor a las
estimaciones.

Erlang C

La férmula supone una infinita poblacién de fuentes, que ofrecen en conjunto, un trafico
de A Erlangs hacia n servidores.

Si todos los servidores estan ocupados cuando una peticion llega de una fuente, la
peticion es introducida en la cola. Un sinfin de nimeros de peticiones podrian ir a la cola
en este modo simultaneamente.

A = Intensidad total del trafico ofrecido en unidades de

n
nA Erlangs.

(n—A)n!
Pw = n = Numero de servidores [nUmero de troncales].

A nA"
Z T (n A)n! P. =Probabilidad de que un cliente tenga que esperar para
- ser atendido.

Se supone que las llamadas entrantes pueden ser modeladas usando una distribucién de
Poisson y que el tiempo de espera de las llamadas son descritas por una distribucion
exponencial negativa.

Calcula la probabilidad del trafico de la cola, suponiendo que las llamadas que son
bloqueadas se queden en el sistema hasta que puedan ser atendidas.
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Determina la cantidad de agentes o representantes de clientes, que se necesitarian en un
Call Center, después saber la probabilidad en la cola.

Férmula de Engset

Se denomina asi por el matematico es ingeniero noruego T. O. Engset.

Se utiliza con una poblacidn finita con k origenes en lugar de la poblacién infinita que
supone Erlang.

Una empresa que instale una centralita necesita saber el nimero minimo de circuitos que
es preciso contratar desde la red telefénica. Un enfoque aproximado es utilizar la formula
de Erlang-B (visto anteriormente).

Si la empresa tiene un nimero pequefio de extensiones, debe utilizar un calculo mas
exacto, proporcionado por la formula de Engset, que refleja el hecho de que las
extensiones que estan en uso no haran llamadas simultaneas adicionales.

En una poblacién de usuario grandes, el calculo de Engset y Erlang B obtienen el mismo
resultado.

La expresion utilizada para calcular las tablas de Engset:

kI A" E = Probabilidad de bloqueo.

E(n A k) = ﬁ n! n rafico de Erla“gs ge“erado por cada origen desocupado_
’ I N
zn o k! ‘I ns= Nl]lllero de servidores.

(k—=i)! i

i=0 k = Numero de origenes.

E(0, A, k)=1
Se puede calcular por recursién: A(k—-n+1)E(n—-1, A, k)

n+A(k—-n+1)E(n—1, A, k)

E(n, A, k)=

Se supone que las llamadas que llegan pueden ser modeladas por una distribucién
Poisson. Sin embargo, debido a que hay un nimero finito de servidores, la tasa de llegada
de las nuevas llamadas decrece a medida que nuevos origenes (como abonados
telefonicos) pasan a estar ocupados y, en consecuencia, no pueden originar nuevas
llamadas. Cuando n =k, la férmula se reduce a una distribucién binomial.
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Erlang C Traffic Table

Maximum Offered Load Versus B and N
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Erlang C Traffic Table

Maxinum Offered Load Versus B and N
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Erlang C Traffic Table

Maxinmum Offerzd Load Versus B and W
Bisin %
MN/B ool 0.05 0.1 0.5 1.0 2 5 10 15 20 a0 40

26 5561 5859 0.0l 63,73 65,57 a7.60 7063 7328 7502 76,35 7838 79.97
87 56.41 59.41 i, 84 .59 66,45 68,43 7154 7421 75,95 T7.29 79.34 B0.93
BE 57.21 60,23 6167 635.45 67,32 69,37 7245 7513 76,89 7823 BO.30 B1.50
BG 5802 1. 06 6251 66,32 6819 7026 7335 T6.06 7182 7918 B1.25 B1.8a
S0 58.82 61,88 63,34 67.18 69,07 TL15 74.26 7698 7876 80012 82.21 B3.83

91 59.62 62.71 64,18 68 .04 69,94 7204 7517 77191 79.69 81.06 2316 24,79
92 643 63.54 65,02 68 .20 70,82 7252 TH.08 TB.E3 B3 82.01 24,12 25.76
93 61.23 64.36 65,86 658,77 TL70 738l TH.5% 79.76 81.57 B2.95 25.08 26,73
94 62.04 6519 66,70 T0.63 7257 7471 T7.50 Bl.a9 82.50 83,50 26,03 87.69
95 6285 6. 02 67.54 T1.50 TAA45 7560 7881 Blal 8344 84,84 26,59 B8.66

96 63,66 66,835 6258 T2.56 7433 T6.45 79.72 B2.54 84,38 8579 87.95 85,62
a7 64.47 67.69 69,22 73.23 75.21 7738 BO.63 B3.47 85,32 86.74 2891 2059
98 6528 6852 70,06 74.10 T6.09 78.27 Bl.54 84,39 86,26 87.68 29,87 %1.56
95 66,09 69,335 T0.50 4.97 76.97 79.17 B2.46 85.32 87.20 8863 Q0,82 G253
100 66,91 T0.1% TLI5 75.84 T7.85 80,06 8237 86,25 8813 89,58 91.78 93,49

M is the number of servers. The numerical column headings indicate blocking probability B in %. Table generatzd by Dan Dexter
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MODELO DE COLA (M/E, /1

Se basa en el método de fases, asume una llegada Poisson sin memoria. El servicio
(servidor) es la concatenacidn de servicios en serie. Sélo puede haber una llamada en el
sistema completo, por lo que es imposible que haya mds de una 'fase' ocupada.

Cada una de las fases tiene un tiempo de servicio distribuido segin una exponencial

1
negativa de tasa v =k.p, de media —, donde:

Gzsz 12 - c:i.(lJ k_ 1
k.u

2 \/E M - lleX 02

L
El tiempo de servicio total es la suma de los tiempos de servicio de cada fase. La suma de k

. : . : 1 1 i
variables aleatorias exponenciales negativas con media —= P da lugar a una variable
v k.u

aleatoria con distribucidon Erlang k.

« Con un Unico servidor, el modelo M/E, /1 de parametros k y p , se reduce a un caso

particular del modelo M/G/l .
1
o= ——

M/G/1 — ¥ 5 m/E /1

e Cuando cs=l - k= 5
2 L xGC

cola M/M/1 con tiempo de servicio exponencial.

>=1, el modelo de cola M/E, /1 es un modelo de

2

2
Promedio de clientesen lacola: L, = px(1+1) __P
2x1x(1-p) (1-p)

MEDIDAS DE RENDIMIENTO:

A , A
Factor utilizacién del sistema: p= —
n

A2 (1+k) _ (1+k).p°
2. k.p.(u—-A) 2.k.(1-p)

Nuimero promedio de clientes en la cola: L, =

Nuimero promedio de clientes en el sistema: L, =L, +p

L
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = 7"'
. . . . L, 1
Tiempo promedio de estancia en el sistema: W, = I =W, +—
7}
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COLA GENERAL - Modelos de Colas

El servicio de lavacoches de un aeropuerto tiene una tasa de llegadas de 9 vehiculos/hora, pudiendo
atender un vehiculo cada 5 minutos, con un error tipico (o = 2) minutos. Se pide:

a) Medidas de eficiencia segin un modelo general M/G/1
b) Medidas de eficiencia segiin un modelo M/D /1

c) Medidas de eficiencia segin un modelo M/E, /1

Solucién:

a) Medidas de eficiencia Modelo General M/G/1 con s =1servidor

9 1 1
A =—=0,15 vehiculos/minuto — Tasa llegadas (Media) = — = ——= 6,666666
6 A 0,15
1
W= E =0,2 vehiculos/minuto , o =2 minutos
A 0,15

Factor de utilizacién: p=—= =0,75

p 0,2
A>.o’+p’  0,15%x 2%+ 0,75
2.(1-p) 2x(1-0,75)

Promedio de vehiculos en cola: L, = =1,3050 vehiculos

Promedio de vehiculos en sistema: L, = L, + p=1,3050 + 0,75 =2,0550 minutos

L, 1,3050
Tiempo promedio de espera en la cola: W, = Tq = 015 = 8,7000 minutos
L 2,0550
Tiempo promedio de estancia en lavacoches: W, = 75 = '0 T = 13,7000 minutos

Problem Specification H

Problem Title  [LAVACOCHES |

Time Unit |minulu |

Entry Format

(! Simple M/M System

(@ :General Queuing System:

0K ‘ ‘ Cancel ‘ Help
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iE Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analyze Results  Utilities  Window WinQSB  Help

B(S[R[S[] [ #[®[B] oA [=]==]01=] R ]

Data Description ENTRY

Number of servers 1

Service time distribution (in minuto) General/Arbitrary N Probability Distribution Function

Mean [u) 5=1/p

st ) 2
[Not used)

S s ol =
Interarrival time distribution [in minuto) Exponential

Localion parameter (o} 0
Scale parameter [b>0) (b=mean if a=0) 6.66666 = 1/ : ation (s30)
ot ueed PEmsheniorscs el
‘Arnival discourage coefficient

g:mb:::;:e Astirticn l:on:tanl Gener aIJ'Ailrary _Pam-du 3
ot usod)
[Not used) ; :
b ity e i e | [
Customer population | !

Interarrival time distribution: Distribucién del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucién del tamafiio del lote

File Format Results  Utilities  Window Help
== lo.00] A = | || 2 2]
Performance Measure | Result
1 Spstem: M/GA From Formula
2 Customer arrival rate [lambda] per minuto = 01500
3 Service rate per zerver [mu] per minuto = 0.2000
4 Overall system effective arnval rate per minuto = 0.1500
5 Overall system effective service rate per minuto = 0.1500
b Owverall system utilization = 750000 X
¥ Average number of customers in the system [L] = 2.0550
8 Average number of customers in the queue [Lq] = 1.3050
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 1.7400
10 Average time customer spends in the system [W] = 13,7000 minutos
11 Average ime customer zpends in the queue [Wq] = 8.7000 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 116000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 250000 X
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or spstem is busy [Pb] = 750000 X

e Con la modificacion

se pasa de las medidas de rendimiento de unacola M/G/1 a medidas de rendimiento de una cola

M/M/1

1+].,I.2.0'2 _

Rendimiento cola (M/G/1) _
1+u2. o’
2

1+0,22. 22

2

=0,58

Rendimiento cola (M/M/1)
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L, _ 1,3050 W, 87

a_ . 2,250 =L, - = 15=W,[,
0,58 0,58 |, o, 0,58  0,58|,,c/s

L 1,3050 L 3

s_4p=- +0,75 = 3=L,| W, == = ——=20=W,
0,58 0,58 M/G/1 M/M/ A lwen 0,15

E Queuing Analysis

File Formak Resulks  Utilities  \window  Help
FlE ] lo.00 A i) | 2] §

M System Performance Summary for LAYVACOCHES

I
=

Performance Measure | Hesult
1 Syztem: M/MA From Formula
2 Cusztomer arnval rate [lambda) per minuto = 0,150
3 Service rate per gserver [(mu) per minuto = 0,200
4 Overall spstem effective amival rate per minuto = 0,150
Li] Overall system effective service rate per minuto = 0,150
b Overall spstem utilization = 75 000 %
i Average number of customers in the system [L] = 3,000
8 Average number of customers in the queue [Lg) = 2.250
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 3.000
10 Average hime customer spends in the system (W) = 20,000 minutos
11 Average ime customer spends in the queue wq) = 15,000 minutos
12 Average time customer zpends in the queue for a busy system [wWb] = 20,000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 25.000 %
14 The probability an arriving customer waitz [Pw] or spstem iz buszy [Pb) = 75,000 %
- . ol=0
e Con un Unico servidor, M/G/1 ———— M/D/1
2 2 2 2
Promedio de vehiculos en cola: L, = AM.o+p = 0,75 =1,125 vehiculos
2.(1-p) 2x(1-0,75)

Promedio de vehiculos en sistema: L, = L, + p=1,125+ 0,75 =1,875 minutos

1,125

Tiempo promedio de espera en la cola: W, = Tq = 015 = 7,5 minutos
i i , L, 1,875 )
Tiempo promedio de estancia en lavacoches: W, = X = 015 = 12,5 minutos

iE Queuing Analysis
File Edit Format Solve and Analvze Results  Utlities  Window  WinQ3SE  Help

AEEFEEIRREERIENEERENEIEE
Data Descrnption EMTRY
Mumber of servers 1

Service ime distnbution [in minuto] GeneralfArbitrary
Mean [u] 5

Standard deviation [s>0) 0

[Not uzed]

Service pressure coefficient

Interarrival time diztnbution [in minuto) E xponential
Location parameter [a] 0

Scale parameter [b>0) [b=mean if a=0] 6.6667

[Not uzed]

Amval dizcourage coefficient

Batch [bulk] zsize distnbution Constant
Constant value 1
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File Format Resules  Ukilities  Window Help

ElER] lo.oo] A

M System Performance Summary for LAYACOCHES

——

Performance Measure Rezult
1 Syztem: MG/ From Formula
2 Customer armmival rate [lambda] per minuto = 0,150
3 Service rate per server (mu] per minuto = 0,200
4 Overall system effective arrival rate per minuto = 0,150
L Overall syztem effective service rate per minuto = 0,150
b Overall system utilization = 5,000 %
i Average number of customers in the system [L] = 1,875
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 1,125
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb) = 1.500
10 Average time customer spends in the system [W] = 12.500 minutos
11 Average time customer spends in the queue [Wyq] = 7.500 minutos
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 10,000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 25.000 %
14 The probability an amving customer waits [Pw] or system iz busy [Ph] = ¥5.000 =

b) En un modelo de cola M/D/1 con s =1servidor

9 1 1
A =—=0,15 vehiculos/minuto — Tasa llegadas (Media) = — = ——= 6,666666
60 A 0,15
1
Tasadeservicio=— =5 — pu = 0,2 pasajeros/minuto
7
1
Factor de utilizacién: p= A_015 0,75
p 0,20
. p’ 0,75 ,
Promedio de empleadosenlacola: L, = = = 1,125 vehiculos

97 2.1 —p) 2x(1-0,75)

Promedio de empleados en el sistema: L, = L,+ p= 1,125 + 0,75 = 1,875 vehiculos

1,125 .
Tiempo promedio que un empleado espera en la cola: W, = Tq = 015 = 7,50 minutos
L, 1,875

Tiempo promedio que los empleados estan en la cola: W, = " = = 12,50 minutos

7
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E Queuing Analysis

M LAVACOCHES

Data Description ENTRY
MNumber of servers 1

Service time distribution (in minuto) Constant -~
Mean [u] 5=1/p
Standard deviation [s30)

[Not used)

Service pressure coefficient

Interamival time distribution [in minuto) Exponential
Location parameter [a) 1]

Scale parameter (b>0) (b=mean if a=0) B.BBEE =1/ A
(Mot used]

Arrival discourage coefficient

Batch [bulk) size distribution Constant
Constant value 1

(Not used)

[Mot used)

Queue capacity [maximum waiting space]

Customer population

Interarrival time distribution: Distribucién del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucion del tamafio del lote

E Queuing Analysis

File Formak Results  Ubklikies  Window  Help

i} {5 @I ?I

Result

From Formula
0.1500

0.2000

0.1500

0.1500

75,0000 %
1.8750

1.1250

1.5000

12.5000 minutos
7.5000 minutos
10,0000 minutos
25,0000 %
75,0000 %

EE .00 A =
Performance Measzure |

1 System: M/DA
2 Customer arrival rate [lambda] per minuto =
3 Service rate per zerver [mu) per minuto =
4 Overall system effective amval rate per minuto =
5 Overall system effective service rate per minuto =
b Overall system utilization =
¥ Average number of customers in the system [L] =
8 Average number of customers in the queue [Lg] =
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] =
10 Average time customer spends in the system W] =
11 Average time customer spends in the queue [Wql =
12 Average ime customer zpends in the queue for a busy sypstem [Wh] =
13 The probability that all servers are idle [Po] =
14 The probability an amriving customer waits [Pw] or spstem iz busy [Ph] =
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c) Medidas de eficiencia segtin un modelo M/E, /1 con s =1servidor

9 1 1
A =—=0,15 vehiculos/minuto — Tasa llegadas (Media) = — =——= 6,666666
60 A 0,15
1
Tasadeservicio=— =5 — pu = 0,2 pasajeros/minuto , o =2 minutos
n)
1 1
k= = 5 =6,25

p’xo?  0,2°x2
Promedio de clientes en la cola:

_ p2.(1+k) _ 0,75*x(1+6,25)
9 2.k.(1-p) 2x6,25x(1-0,75)

=1,305 clientes

Promedio de clientes en el sistema: L, = L,+p=1,305+0,75=2,055 clientes

L 1,305
Tiempo promedio en la cola: W, = . = 8,7 minutos
A 0,15
. . . LS 1 .
Tiempo promedio en el sistema: W, = I = Wc| +—=8,7+5=13,7 minutos
7
1 1
Se observaquecuando c=— —> k= — =1, el modelo de cola M/E, /1 es un modelo de
U L xo

cola M/M/1con tiempo de servicio exponencial. En este caso,

pPx(1+1) o

Promedio de clientes en la cola: L

T 2x1x(1-p)  (1-p)

B Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analvze Results  Utlities  Window  WinQsB Help

M. LAVACOCHES

[PataDescripton [~ ENTRY | Probability Distribution Function H
(Mumber of zervers 1

Service time distribution [in minuto] Erlang

Location parameter [a) 2 5 = N"— \
Scale parameter [b>0] R i o

Shape parameter [c>=1. integer] 4 Diecrers
Service pressure coefficient Erlang )

Interarrival time diztribution [in minuta) Exponential Exponential
Location parameter [a) 1] E:Enn::hic
Scale parameter [b>0)] [b=mean if a=0] G.EBEE = 1 / A HyperGeometric

[Mot used) Il:apl':lace i

Arrival dizcourage coefficient N?J?maolrma
Batch [bulk] size distribution Constant
Constant value 1

[Mot uzed]

Queue capacity [maximum waiting space] | | | | ! |

Customer population

Interarrival time distribution: Distribucion del tiempo entre llegadas
Batch size distribution: Distribucién del tamafio del lote
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E Queuing Analysis

File Formak Results  Ublities  Window  Help
=S| |“-““|A —||ﬂ = @L‘f

M System Performance Summary for LAVACOCHES

Performance Measure Reszult
1 System: M/E[2.5)/1 From Formula
2 Customer arrival rate [lambda] per minuto = 0.150
3 Service rate per server [mu) per minuto = 0200
4 Overall system effective amval rate per minuto = 0,150
L] Overall system effective service rate per minuto = 0.150
b Overall system utilization = 5001 %
¥ Average number of customers in the system [L] = 2.055
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 1,305
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 1.740
10 Average time customer spends in the system [W] = 13.700 minutos
11 Average time customer spends in the queue [Wql = 8.700 minutos
12 Average ime customer zpends in the queue for a busy system [Wh] = 11,600 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 24999 %
14 The probability an amriving customer waits [Pw] or spstem iz busy [Ph] = 5001 %

® Ladistribucion de Erlang M/E, /1 pasa a ser un modelo M/M/1 introduciendo:

EE Queuing Analysis

File Edit Format Solve and Analvze Resulks  Utilities  Window

A EIE % | ] |o.0o] A [

M LAVACOCHES

Data Description ENTRY
Humber of servers 1

Service time diztribution [in minuto) Erlang
Location parameter [a] 25

Scale parameter [bx0] 1

Shape parameter [c>=1, integer] 2.5

Service pressure coefficient

Interarnval time distribution [in minuto] Exponential
Location parameter [a] 0

Scale parameter [b>0] [b=mean if a=0] 6.6667
[Hot uzed]

Arnival dizcourage coefficient

Batch [bulk] zize distribution Constant
Constant value 1

[Hot used]

[Mot uszed]

Queue capacity [maximum waiting space)

Cusztomer population

Busy zerver cost per minuto
Idle zerver cost per minuto
Customer waiting cost per minuto

Customer being served cost per minuto

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost
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File Format Results  Ukiities  Window  Help
o] [ @Iq.

ElE lo.0o] A
M System Performance Summary for LAYACOCHES

Performance Measure Result
1 System: M/E[2.5)A1 From Formula
2 Customer armval rate [lambda) per minuto = 0,150
3 Service rate per server [mu] per minuto = 0,200
4 Owverall system effective amval rate per minuto = 0,150
L Overall system effective service rate per minuto = 0,150
[ Overall system utilization = 75,000 %
¥ Average number of customers in the spstem [L]) = 3,000
g Average number of customers in the queue [Lg] = 2.250
) Average number of customers in the queue for a busy spstem [Lb] = 3,000
10 Average ime customer spends in the system [w] = 20000 minutos
11 Average time customer spends in the queue [Wq) = 15,000 minutos
12 Average ime customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 20,000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 25000 %
14 The probability an armriving customer waitz [Pw] or spstem is busy [Pb] = 75,000 %

1
Cuando c=— — k=1, el modelodecola M/E, /1 pasaa ser un modelo de cola M/M/1con

7}
tiempo de servicio exponencial.
A 0,15
Factor de saturaciéon: p=—=——-=0,75
p 0,2
p>.(1+k)  p’x(1+1)  p* 0,75

Promedio de clientes en la cola: L =2,250

97 2.k.(1-p) 2x1x(l-p) (1-p) (1-0,75)
Promedio de clientes en el sistema: L, = L,+p=2,250+0,75=3 clientes

L
Tiempo promedio en la cola: W, = Tq = 2(;21550 =15 minutos

L
Tiempo promedio en el sistema: W, = IS =15+ 1 =15+5=20 minutos

7

Introduciendo los datos en un modelo de Cola M/M/1:

[ Queuing Analysis
File Edit Format Solve and Analvee Resulks  Utilities  wwindow  WinQSE  He

A =—=0,15 vehiculos/minuto AEEEEIETR & oo A [=[=[=[1=

M. LAVACOCHES
. 1 Data Descriotion | ENTRT |
Tasa de servicio=— = 5 Data Description ENTRY
1l Number of servers 1

Service rate [per server per minuto) 02

- K= 0’2 pasajeros/mlnuto Customer arrnival rate [per minuto) 0.15
Queue capacity [maximum waiting space]

_ & _ 0, 15 —0.75 Customer population
p= n - 0'2 - Busy server cost per minuto

Idle zerver cost per minuto

Customer waiting cost per minuto

Customer being served cost per minuto

Cost of customer being balked

Unit queue capacity cost
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File Format Results  Ukilities  Window  Help
(== |ll-llllA il |z @I%

M System Performance Summary for LAVACOCHES

Performance Meazure | Reszult
1 System: M/MA From Formula
2 Customer amival rate [lambda] per minuto = 0,150
3 Service rate per server [mu] per minuto = 0,200
4 Overall system effective arrival rate per minuto = 0.150
LT Owverall system effective service rate per minuto = 0,150
b Overall system utilization = 75,000 %
¥ Average number of customers in the system [L] = 3.000
8 Average number of customers in the queue (Lg] = 2.250
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb]) = 3.000
10 Average ime customer spends in the system [W] = 20.000 minutos
11 Average time customer zpends in the queue [Wq) = 15,000 minutos
12 Average ime customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 20,000 minutos
13 The probability that all servers are idle [Po] = 25 000 %
14 The probability an arniving customer waits [Pw] or spstem iz busy [Pb] = 75,000 X%

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS - MODELOS NO EXPONENCIALES - PRIORIDAD 33



LINEAS TELEFONICAS: MODELO COLA G/G/s

Para solventar cudntas lineas telefénicas se
necesitan en un conmutador se utiliza un modelo
M/G/s eliminado a los "clientes bloqueados". Este
modelo es una linea de espera multicanal con s
servidores, tiempos entre llegadas exponenciales

para las llamadas y una distribucién general para el
Sefiales tiempo de servicio, que en este caso es la duraciom
z:ﬂ?agif::e de cada llamada.

Modulador

DANAN
VoV o

Portadora f,

Modulador
PN [T —— 2 A A

LARRR
Portadora f,

~ _/\ Medulador ‘

Portadora f!

La frase "eliminacion de los clientes bloqueados” se interpreta que cuando una llamada encuentra
todos los servidores ocupados (todas las lineas ocupadas), el usuario no ingresa en la linea de espera,
sino que simplemente se va. Esta frase describe claramente el comportamiento del conmutador
telefdnico tradicional. Los sistemas sofisticados actuales tienen una linea de espera para un nimero
finito de clientes, incluso proporcionando al cliente la oportunidad de disfrutar de una melodia.

El problema de seleccionar la cantidad apropiada de lineas (servidores) se resuelve calculando la
probabilidad en estado estable de que exactamente j lineas estén ocupadas. Esto, a su vez, sera
utilizado para calcular la probabilidad de estado estable de que todas las "'s" lineas estén ocupadas.

Si se tienen "s" lineas y todas estan ocupadas, el siguiente cliente que llame no sera capaz de lograr la
llamada.

La probabilidad de estado estable de que haya exactamente j servidores ocupados, dado que s lineas
(servidores) estan disponibles, viene dada por la expresion:

A = tasa de llegadas (velocidad que llegan las llamadas)

Ap)l 1
P; = s( [/ — = tiempo medio servicio (duracién promedio de una conversacion)
K /1l H
hz_:‘,(x A s =numero de servidores (lineas)

Esta expresion se conoce como distribucién de Poisson truncada o distribucién de pérdida de Erlang.
Sefialar que se considera una distribucién general del tiempo de servicio, el valor definido por la
expresidn anterior depende solamente de la media de esta distribucién.

MODELOS DE LINEAS DE ESPERA CON PRIORIDADES

. . . prioridad
En ocasiones la discplina de la Cola no es FIFO
(primero en llegar, primero en ser atendido). \‘
Hay ocasiones que se atiende primero a ciertos i‘
clientes (importantes, trabajos especiales,
urgencias, etc.) Clientes Clientes Centro de
regulares con prioridad  servicio

Los modelos para esos sistemas de lineas de espera hacen suposiciones generales:

1. Hay dos o mas categorias de clientes. Cada categoria se asigna a una clase de prioridad. Los clientes
en la clase con prioridad 1 tienen preferencia para recibir el servicio antes que los clientes en la clase
con prioridad 2. Si hay mas de dos clases de prioridad, entonces, los clientes en la clase con prioridad
2 tienen preferencia sobre los clientes en la clase con prioridad 3, etcétera.
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2. Después de clasificar a los clientes de prioridad mas alta, los clientes en cada clase de prioridad se
sirven sobre la base de primero en entrar, primero en salir. Asi, dentro de cada clase de prioridad, la
preferencia para recibir servicio se basa en el tiempo que han esperado en el sistema de lineas de
espera.
. . o . Pablacion PRIORIDADES
1. Prioridades sin interrupcion: Una vez que un servidor de clientes
ha comenzado a atender a un cliente, el servicio tiene
gue terminar sin interrupcién aunque llegue un cliente
de prioridad mas alta mientras este servicio esta en
proceso. Una vez que termina el servicio, si hay clientes
en la linea de espera, se aplican las prioridades para
seleccionar a quien servir. En particular, el seleccionado
es el miembro de prioridad mas alta representada en la
linea de espera quien mas ha esperado.

_..—P

Centro de
servicio
{ -
Centro de
servicio

2. Prioridades con interrupcion: El cliente con menor prioridad que se esta sirviendo se interrumpe (y
regresa a la linea de espera) cada vez que entra al sistema un cliente con prioridad mas alta. De este
modo, se libera a un servidor para comenzar a servir de inmediato a la nueva llegada. Cuando un servidor
logra terminar un servicio, se elige el siguiente cliente para comenzar el servicio justo como se sefialé
para las prioridades sin interrupcidn. (El cliente excluido se convierte en el cliente de su clase de prioridad
en la linea de espera que ha esperado mas, con suerte, volvera a ser atendido pronto y, quiza después de
otras interrupciones, terminara).

LINEAS DE ESPERA CON PRIORIDADES SIN INTERRUPCION
+ Sea n el nimero de clases de prioridad
+ Para cada clae con prioridad i (i=1,2,...,n) los tiempos entre llegadas de los clientes en esa clase
siguen una distribucién exponencial con media 1/A,
+ Todos los tiempos de servivio siguen una distribucién con media 1/ u, sin importar la clase de
prioridad involucrada.
+ El sistema de lineas de espera puede tener cualquier nimero de servidores.
Excepto por el uso de probabilidades no preferentes, los supuestos son los mismos que para el odelo
M/M/s.

- . e A+ A, + ..+ A A
Factor de utilizacién (intensidad del trafico): p= —1——2 n_

S. U S.u

Se requiere que p < 1 para que el sistema de lineas de espera alcance una condicidn de estado estable

para todas la clases de prioridad.

Tiempo promedio de clientes de la clase de prioridad k en el sistema:

Wo=—— 41 k=12,.,N
ABy_1 By u
(s . p— 1) o
A=S(S—tl)zr_—+s.u donder=(£}
r = 3
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k

>

i=1
s. U
Numero promedio de clientes de la clase de prioridad k en el sistema: L, = A, . W,

1
Tiempo promedio de clientes de la clase de prioridad k en la cola: W, = W, — —
7
. : . . Ay
Nudmero promedio de clientes de la clase de prioridad kenlacola: L,=L,— — (L, =A,. W,)
i)

Cuando hay un sélo servidor (s = 1) las fdrmulas anteriores se reducen:

Tiempo promedio de un cliente de la clase de prioridad k en el sistema:

A 1
W, = —*—+ = k=1,2,..,N
BB
k k
A A
A=) -t B=1-)= B=1
i—1 Mi i—1 Mi

k

Se requiere que la clase de prioridad k sea un estado estable z 1«1
o1 i
i=1

Se utilizan las formulas de Little para obtener las medidas de rendimiento de cada clase prioritaria.

LINEAS DE ESPERA CON PRIORIDADES CON INTERRUPCION

+ Sea n el numero de clases de prioridad

+ Para cada clae con prioridadi (i=1,2,...,n) los tiempos entre llegadas de los clientes en esa clase
siguen una distribucién exponencial con media 1/,

+ Todos los tiempos de servivio siguen una distribucién con media 1/, sin importar la clase de
prioridad involucrada.

+ El sistema de lineas de espera tiene un solo servidor.

Excepto por la complicacién de usar probabilidades con interrupcion, los supuestos son los mismoa que
para el modelo M/M/1.

Siendo A, la tasa media de llegada para clientes en la clase de de prioridad i-ésima (i=1,2,...,n), A esla
tasa media de llegadas global para todos los clientes.

A+ A, + .+ A

n

Factor de utilizacién (intensidad del trafico): p =

Se requiere que p < 1 para que el sistema de lineas de espera tenga la conidicion de estado estable para
todas las clases de prioridad.

Se utilizan prioridades para "disminuir" los tiempos de espera de los clientes de alta prioridad, a expensas
de "aumentar" los tiempos de espera de los clientes de baja prioridad.
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Se requiere partir del supuesto que el tiempo esperado de servicio sea idéntico para todas las clases de
prioridad. Con la misma notacién que para el modelo sin interrupcion, el hecho de poder interrumpir
cambia el tiempo esperado total en el sistema (incluyendo el tiempo total de servicio) a partir de la
expresion del tiempo promedio de clientes de la clase prioritaria k en el sistema:

1
wo= B 1 k=12,.,N

Bk—l Bk
Lk=7\,k.Wk s=1 k=1,2,...,N

Cuando el nimero de servidores (s > 1) el tiempo promedio de clientes de la clase de prioridad k en el
sistema W, se puede calcular mediante un proceso iterativo.
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COLA CON PRIORIDADES CON INTERRUPCION

Los pacientes llegan a Urgencias de un Hospital de manera aleatoria (proceso entrada de Poisson), por lo
que los tiempos entre llegadas siguen una distribuciéon exponencial con una tasa promedio de una media
hora. El tiempo que necesita un equipo para atender a los pacientes sigue aproximadamente una
distribucién exponencial con un promedio de 20 minutos por paciente.

Los pacientes en este orden de prioridad: Criticos (un tratamiento inmediato es vital para la
supervivencia), Graves (un tratamiento rapido es importante para prevenir mayor dafo) y Estables (el
tratamiento puede retrasarse sin consecuencias adversas). Por lo general, dentro de la misma categoria
se atienden a los pacientes segun la regla de primero en llegar, primero en salir. Se interrumpe el
tratamiento de un paciente si llega un caso nuevo de una categoria de prioridad mas alta.
Aproximadamente el 10% de los pacientes caen en la primera categoria, el 30% en la segunda y el 60%
en la tercera. Los casos mas serios se internan en el Hospital después de recibir el tratamiento urgente,
el tiempo promedio de tratamiento en la sala de Urgencias en realidad no difiere mucho entre estas
categorias.

Calcular las medidas de rendimiento en el hospital con dos equipos de médicos.

Se trata de un sistema de colas de prioridades con interrupcion, siendo:

A =2 pacientes/hora u = 3 pacientes/hora
A, = 0,1x2 =0,2 pacientes/hora
A, = 0,3x2 = 0,6 pacientes/hora
A3 = 0,6x2 = 1,2 pacientes/hora

Si se tienen dos equipos médicos (s =2) los tiempos de espera para los pacientes Criticos (prioridad
1) no se ven afectados por la presencia de otros pacientes con una prioridad menor. Es decir, W, es
la misma para cualquiera de los otros valoresde A, y A;.

W, =W para un modelodecola M/M/s cons=2 ,A=0,2 y p=3

E Queuing Analysis

File Format Results  Utilities  Window  Help

Performance Measure | Result
1 System: M/M/2 From Formula
2 Customer arrival rate [lambda) per hora = 02000
3 Service rate per zerver [mu] per hora = 3.0000
4 Owerall system effective arrival rate per hora = 0,2000
LT Owerall system effective service rate per hora = 0.2000
b Owerall system utihzation = 33333 %
7 Average number of customers in the system [L] = 0.0667
] Awerage number of customers in the queue [Lq] = 0.0001
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0,0345
10 Average ime customer spends in the system [W] = 0.3337 horas
11 Awverage ime customer spends in the queue [Wq) = 0.0004 horas
12 Average lime customer spends in the queue for a busy system [(Wh] = 0.1724 horas
13 The probability that all servers are idle [Po] = 93.5484 %
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = 0,251 %
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EE Queuing Analysis

. n File Format Resdlts  Ukilities  wWindow  Help
& i n<?2 ™ System Probability Summary for URGENCIAS
n! po - E stimated Probability of Cumulative Probability
P, = 1 n n Customers in the System
n A" 1 0 0,9355 09355
Ppp N> 2 1 0.0624 0,9978
\u) sl gin=s) 2 0,0021 0.9999
3 0.0001 1.0000
4 00000 1.0000
1

p, = 0,0677 x 0,9355 = 0,0624 p, = 0,06772 x ;x 0,9355 = 0,0021

1 1
p; = 0,0667° 515" 09355 = 0,001 p, = 0,0667* x 7 0,9355 = 0,0000

A 0,2
Uilizacién promedio de urgencias: — = 3 = 0,0667
e g < . A 0,2
Factor de utilizacidn o congestion de urgencias: p=——= 743 =0,0333
S. | X

Probabilidad de que ningun paciente critico se encuentre en el sistema de colas:

1 1
Po =351 = - 5 = 0,9355
) LLAT N CTAD i ( 1 J 0273 (02/3 ( 1 )
= nl s! 1-p) = nl 2! 1-0,3333
Numero promedio de pacientes criticos en el sistema: L, = Zn . P
n=1
a4
L = z:n.pn = 0,0624 + 2x0,0021+ 3x0,0001 = 0,0667
n=1
L 0,0667
Tiempo promedio de pacientes criticos en el sistema: W, = Is = 0.2 = 0,3333 horas
Numero promedio de pacientes criticos en la cola: L, = z (h—s).p,
n=s+1
L= Y. (h—2).p, = 0,0001 = 0,0001
n=s+1
L 0,0001
Tiempo promedio de pacientes criticos en la cola: W, = Tq = > = 0,0004 horas
’ f f - . Lq -
Numero promedio de pacientes criticos con urgencias ocpadas: L, =—- Pw = an
w nxs
0,0001
b= = 0,0345
0,0021 + 0,0001
. . . . . W, _ 0,0004
Tiempo promedio de pacientes criticos con urgencias ocupadas: W, = — = =0,1724
p, 0,0022
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LINEAS DE ESPERA SIN PRIORIDADES CON INTERRUPCIONES

Se trata de una linea de espera sujeta a interrupciones aleatorias e instantdneas, con la particularidad de
gue los clientes presentan una tolerancia absoluta. Se panaliza el caso general de un servidor, en donde los
procesos de llegada y servicio, como los de interrupcion y restitucion del funcionamiento son de tipo
Poisson. El modelo puede utilizarse, con las mismas hipétesis, para resolver un sistema multiclase con
prioridad relativa.

Es frecuente encontrar sistemas de colas que presenten interrupciones del servicio que se presta o
interrupciones del trabajo que se realiza. Las interrupciones pueden estar ocasionadas por distintas causas:
exogenas (corte de comunicaciones, fallo de suministro de energia, etc.) o endégenas (desperfectos o fallos
de la maquina que realiza el trabajo). En la mayoria de los casos, tanto los tiempos entre desperfectos que
generan las interrupciones como los tiempos de reparacion del desperfecto son aleatorios, con distribucion
exponencial

En algunos sistemas, cuando se produce la falla se detiene inmediatamente el servicio. Esta situacion se
denomina interrupcién absoluta o interrupcion con prioridad.

En un sistema con interrupcion sin prioridad, el canal puede funcionar utilizando una fuente auxiliar hasta
finalizar el trabajo que estaba realizando en el momento del desperfecto. El sistema puede encontrarse en
las siguientes condiciones: F = Operativo. S = Temporalmente operativo. R = No operativo.

A diferencia de los casos de interrupcion con prioridad, donde la frecuencia y la duracién de las
interrupciones es independiente del proceso de atencidn a los clientes. En los sistemas que tienen la
posibilidad de postergar la detencién, como en este caso, las probabilidades de que se encuentren en alguna
de las condiciones sefialadas dependen de la duracién del servicio del canal, lo que introduce una dificultad
adicional en la formulacién de las expresiones cuantitativas para la resolucién del modelo que los describe.

FORMULACION DEL MODELO

N = Ndmero de clientes que se encuentran en el sistema en un instante determinado.

A

Ndmero promedio de clientes que llegan al sistema por unidad de tiempo (tasa promedio de llegadas)
La inversa de este parametro es el intervalo promedio entre llegadas de clientes: T, = 1/
1 = Velocidad promedio de atencion (tasa promedio de servicios a clientes cuando el canal esta
funcionando). La inversa es la duracién promedio del servicio: Ty= 1/p

Ar = Cantidad promedio de interrupciones por unidad de tiempo de funcionamiento del sistema.
La inversa de este parametro es el tiempo promedio que transcurredesde que se reanuda el
funcionamiento hasta que se produce el préximo desperfecto: Ty = 1/A,

ng = Velocidad promedio de restitucion del servicio. La inversa de este pardametro es la duracion
promedio de la interrupcién: T = 1/pg

p = Factor de saturacién o intensidad de tréfico del sistema: p=A/p
pr = Factor deinterrupcién del sistema: pp = Az /pg

L = Numero promedio de clientes en el sistema

Lc = Numero promedio de clientes en la cola
W, = Tiempo promedio de permanencia de un cliente en el sistema.
W. = Tiempo promedio de permanencia de un cliente en la cola

M = Numero de canales del sistema
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H = Numero promedio de clientes recibiendo atencién (o nimero promedio de canales atendiendo).

p(H) = Probabilidad de que el canal se encuentre atendiendo. Viene dada por la relacion H/M, por lo que
para un sistema monocanal serd p(H) = H

I = Nuamero promedio de clientes cuyo servicio se ha interrumpido y que se encuentran a la espera de
que el servicio se restaure (niimero promedio de canales ocupados pero en situacion de
interrupcion)

p(l) = Probabilidad de que un canal se encuentre en situacion de interrupcion cuando hay clientes para
atender (n > 0). Viene dada por la relacién I/M, por lo que para un sistema de un solo canal sera
p(l) =1

A Tasa de ingresos cuando hay 'n' clientes en el sistema

n

n, = Tasade egresos cuando hay 'n' clientes en el sistema

El estado del sistema queda definido por la cantidad de clientes que se encuentran en el sistema
(n=0,1,2,...,) ylacondicién operativa (j = F, S, R)

p(n,j) = Probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado (n, j)

p(n,j) = Probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado (n, j)

Probabilidad sistema operativo: p(F) = z p(n,F):
n=0
Probabilidad sistema temporalmente operativo: p(S) = z p(n,S)
n=0

Probabilidad sistema no operativo: p(R) = Y_ p(n,R)
n=0

Suponiendo que los clientes presentan absoluta tolerancia frente a interrupciones (no abandonan el sistema
frente a interrupciones, espera a que la actividad se reanude).

Se analiza la llegada de clientes de un solo canal que provienen de una poblacién infinita pertenecientes a
una misma clase o categoria, la disciplina de atencidn es FIFO (primer cliente en llegar, primer cliente en ser
atendido). Los procesos de llegada y atencién de clientes, como los de interrupcion y restauracion de
servicios son de tipo Poisson.

Es decir, la llegada de clientes, la duracion del servicio, el tiempo que transcurre hasta que aparece una
interrupcion, asi como el tiempo requerido para restaurar el servicio son variables aleatorias de una
distribucion exponencial (sin memoria).

El tiempo de restauracidon comienza una vez que finaliza el servicio del cliente que se estd atendiendo en
el momento del desperfecto (cuando hay clientes en el sistema) o inmediatamente cuando el sistema
esta vacio.
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SISTEMA OCUPADO
Interrupcion Fin de
Desperfecto s Interrupcion Desperfecto
Iy 4 A Py
| | I i
Ik N - ~ = - —
L Ts Tsr Tr
. ~ .
: TS + TSR + TR
F S R F
Operativo Temporalmante No Operativo
Operativo Operativo
SISTEMA VACIO
Fin de
Desperfecto Interrupcién Desperfecto
t * +
| | |
‘ o~ :
TSR + TR 3‘
F R F
Operativo No Operativo Operativo
Probabilidad de canal ocioso p(n=0/F) = p(0,F)
cuando se produce el desperfecto p(F)
ili o,F
Probabilidad de canal ocupado p(n>0/F) = 1— p(0,F)
cuando se produce el desperfecto p(F)
Probabilidad de funcionamiento del sistema:
T,
Sl o0, p(0, F)
(TS+TSR+TR).[1— d J + (Tr+Tg).—-
p(F) p(F)
con lo que,
T, T. + p(0, F).T.
p(F) = J p(0, F) - pR= RT +pT +T - o
p(F)
Probabilidad de interrupcién  P(R) = Tsn ()
P p(0,F)

real del sistema:
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Probabilidad canal funcionando pendiente de interrupcion:

TS.(1—'°((2;)F)}
p(S) = 5 F)p
Ts.[l— p(;:) J"'TSR"'TR

Sustituyendo en (3) el valor p(F) de (1), resulta:

p(F). T, =T, . p(0,F)
p(F).(Tg + T + Tg) = T, . p(O, F)

- p(S) = (3)

(TR+ p(0,F). T,

Te+Teo +T

p(S)= S SR R
T. + p(0,F). T,

}-Ts_Ts- p(O,F)

J : (TS + TSR+TR) - Ts . p(ol F)

Ts +Tgg + T

p(S) =
Tz + p(0,F). Ty — T, . p(O, F)
T, T.— p(0,F).T. — p(O,F).T.

PROBABILIDAD TIEMPO

Canal atendiendo Sin clientes Sistema interrumpido

p(H) p(0) p(l)

p(0,F) PO, R)

p(S) p(F) P(R)
Temporalmente Operativo No operativo
operativo

p(F)+ p(S) = p(0,F)+ p(H) (5)
p(R) = p(0,R)+ p(l)

Remplazando las expresiones (1) y (4) en (5) se obtiene:

Tz + p(0,F). Ty N Ts Tg— p(0, F). Tz — p(0,F). Ty

= p(0,F)+ p(H
operando,

T+ Ty Ts—p(0,F).Tgg . T
Tr (Tg + T + TR)

= p(0,F)+ p(H)

Trf+ T - Ts—pP(0,F). Tz . Ts = p(0,F). Ty (Tg + Tsg + TR)+ p(H). Tz . (Tg + Tsg + TR)

T+ T To— pH). To  (Te+ Teg + T,
T (T +Tgg + TR)+ Tor - T

p(0,F) =

Portal Estadistica Aplicada: TEORIA DE COLAS - MODELOS NO EXPONENCIALES - PRIORIDAD 43



Te + T+ To-To+ T . T To- (Th+ Tr) + T (Tg + Tgr)

p(0,F) =

Ta-[Ta+ Ts— P(H). (Ts + T + o)
(T + T5) . (T + Teg)

p(0,F) = (6)

MEDIDAS DE RENDIMIENTO

Ta- [Ta+ Ts— p(H). (Ts + Tsg + To) ]
(To + T5) . (T + Teg)

p(0,F) =

_ Ta+ p(O,F). T,

F
p(F) T +Tq + T
p(S) = —.
T,
PR = ~p0,M
p(F)

Tasa de llegada (sin impaciencia): A= A

Tasadeegresos: u=u.H , H=p

. . . . 1
Frecuencia de interrupciones con canal activo: A= ———
T+ T + T
Tiempo de espera de clientes en el sistema en la llegada: Lg.T,

Tiempo de espera de clientes con el sistema en estado R (fuera de servicio) o en estado S (pendiente
de finalizar el trabajo): Tgg. |:p(R) + p(S):|

Tiempo promedio de permanencia en el sistema:

W= Lg.Ts + Teg . [PR)+ P(S)] + Ac. (W — Teg) . Teg - PR) +
+ Ae (We = Teg = T) . Teg - P(S) + Ac . We. Tz . p(F) + Tg (7)

La expresion (7) se obtiene al considerar:
Cantidad de interrupciones promedio en estado R (fuera de servicio) en la llegada: A . (W — Tg)
Cantidad de interrupciones promedio en estado S (pendiente de finalizar el trabajo): A..(W; — Tz — T)

Cantidad de interrupciones promedio en estado F (operativo): A . W,

Considerando que el tiempo de espera promedio por cada interrupcion es TSR, el tiempo promedio de
espera por las interrupciones producidas durante la permanencia en cola del cliente sera:

A - (We = Teg) - Teg - PR)+ Ag . (We — Teg — To). Teg - PUS) + Ag - We - Teg - P(F)
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Tiempo de espera de su propia atencion: T

De forma que, la expresion del tiempo promedio de permanencia en el sistema es:

W= Lg.Ts + Tz . [PR)+ P(S)] + A (We — Teg) . Teg - P(R) +
+ Ao (We = Teg = Ts) . Teg - P(S) + Ac . We . Tog . p(F) + Tg

Tiempo promedio de espera por interrupciones en cola:

p.Ts+ T ([PR)+ p(S)] = Ac.Ter [PR)+ p(S)] - Ac-Ts. pI(S) )

We =

(8)
La expresion (8) se obtiene reemplazando en (7) las relaciones:
Lg=Lc+H=W..A+p
W= W+ T
We+ Tg= AW . Tg+p.Ts+ T [P(R)+ p(S) ]+ Ac-We. Teg. PR) —Ac . Tz . Teg - PR) +

+ Ac - W..Ter . P(F) + T

siendo, p(S)+ p(F) + p(R) =1y p=A.T;

We = We.p+p.Ts+ T - [PR)+ p(S)] + Ac. We. Tz . [P(R)+ p(S)+ p(F)] —
— A Ter- T - PR) = Ac.Tog - Teg - P(S) = Ac. Ty . Tep P(S)

We

We.p+p.Tg+ Tir- [PR)+ P(S)] + A We. Tgg —
— AT -Ter- PR) = A . Top - Ter - P(S) — Ac . T . Tog P(S)

We. (1= p = Ac. Teg) =
= p.Ts+ T [PRI+ P(S)] — Ac.Tor . Tep - P(R) — Ac.Tsp- Tsg- P(S) — Ac . Ts . Teg P(S)

P T+ T [PR)+ P(S)] — Ac . Tsg . Ter - [PR)+ P(S)] — A . Ts. Tgg P(S)

W =
1-p = Ac. T
p.Ts+ T ([p(R)+ p(S)] = Ac- TR .[p(R)+ p(S)] - A Ts. p(S))
W =
1-p — Ac. T
Por tanto,

. . — Ae. . — A Te
W, = p. T+ Tor - ([p(R)+ p(S):|1 - pC_T;R [F’T(R)+ p(S)] -~ Ac.Ts-plS)) + T (9)
C* 'SR

Considerando la Ley de Little surgen las medidas de rendimiento:

Li=A. W, Lo=A.W,
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FIGURA: Muestra la cadena markoviana correspondiente a este sistema, desde donde se pueden determina
ecuaciones de estado correspondientes para una cantidad de clientes n > 0 en el sistema:

A A
0,F f 1 1,F [ 2, F oo
A Hn 3 l»ln F Y
AR AR
1,5 AN [Py R S N
y V o
v "’
0,R » 1,R » 2,R |-----
An An i

Ecuaciones generatrices de estado:

p(n,F). (A + Ag+ py) = P =L F). A,_ 1+ p(n,R). pg+pln+ 1L,F). py g
p(n,S). (A, + py) = p(n, F). Ag
p(n,S). (A, + py) = p(n, F). Ag

0 n=0

en el sistemamonocanal: A, =A p,= {
L n>0

Cuando n =0 reemplazando en las ecuaciones de estado y operando, se despeja p(0, R) en funcién de
p(0, F) y de los parametros del problema:

(2. A+ Ag+ pn). Ap
Ag- Mg+ (Mg + A) . (A + )

p(0,R) = p(0,F) =
Probabilidad de que el estado se encuentre vacio: p(0) = p(0, F) + p(0,R)

El resto de las probabilidades de estado para cada una de las condiciones de operacion, F,R y S, se
obtienen con las ecuaciones generatrices de estado.

Probabilidad que el sistema se encuentre con 'n' clientes: p(n) = p(n,F) + p(n,R) + p(n,S)

r -
"8 | ) =10 clientes/hora p = 20 clientes / hora

Tz = 1/ 3 horas funcionamiento Tz = 1/ 9 horas interrupcion
p(F)= 0,701087 p(R)= 0,233696 p(S)= 0,065217
p(0) = 0,323853 p(0,F)= 0,266309 p(0,R)= 0,057544

W, = 0,231652 horas W, = 0,181652 horas

Lc = 1,816516 clientes  H= 0,500000 clientes  L¢ = 2,316516 clientes
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PLANTEAMIENTO CON SERIES DE LINEAS DE ESPERA SIN PRIORIDADES CON INTERRUPCIONES:

Enfoque con muchas dificultades por la vinculacién existente entre las probabilidades de estado.

Ls = Zn.p(n) L.= Z(n—l).p(n)
n=0 n=0
p(F) = Y. p(n,F) = p(0,F)+ Y p(n,F)
n=0 n=1
p(R) = D p(n,R) = p(0,R)x X p(n,R) = p(0,R)+ D p(n,R)
n=0 n=1 n=1

p(S) = D p(n,9)

n=1
H= Zp(n,F) + Zp(n,S) | = Zp(n,R)
n=1 n=1 n=1
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Capacidad Poblacion
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Modelo M/D /1
Modelo M/D /s
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Erlang C

Formula
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A. K. Erlang (1909)

N
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