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Técnhicas

* 'Muestreo\, .‘;:
vt @ " CONCEPTOS DEL MUESTREO POBLACIONES FINITAS

POBLACION: Conjunto de componentes (personas, objetos, etc.) en los que se desea realizar una
investigacion.

POBLACION FINITA E INFINITA: Una de las metas de la Estadistica en sus diferentes formas es disponer
de datos que sirvan para obtener informacidn con el fin de caracterizar la poblacién que los ha
generado.

Cuando es posible identificar cada una de las unidades que forman la Poblacién asignando
determinadas etiquetas (algo que las diferencia de las demas), es decir, cuando se conoce el valor de la
variable objeto de estudio con el elemento que lo presenta se habla de Poblacién Finita, denominando
tamafio de la poblacion (N) al nimero de unidades que la forman.

El tamafio de la poblacién puede considerarse infinito o no ser relevante, bien porque proviene de
alguna situacién que puede repetirse indefinidamente o porque el tamafio es tan grande que conviene
tratarlo como tal, o bien porque no se puede identificar cada unidad; se dird que estd anta una
Poblacidn Infinita.

MUESTRA: Subconjunto o parte del universo o poblacién en que se llevara a cabo la investigacion. La
muestra es una parte representativa de la poblacion.

TAMANO DE LA MUESTRA: Se define a partir de los recursos disponibles y de los requerimientos que
tenga el andlisis de la investigacion. Se debe tomar la mayor muestra posible, cuanto mas grande y
representativa sea la muestra, menor sera el error que se comete.

Una muestra grande tiene mas de 30 componentes.

El hecho de que la muestra sea grande no cumple necesariamente con el requisito de representatividad.
Esta caracteristica depende de otros factores y no sélo del tamanio, sino del disefio del muestreo de
cémo se seleccionara a los componentes de la muestra.

NIVEL DE CONFIANZA 'Y MARGEN DE ERROR: Variables que describen el nivel de precision de los
resultados de una encuesta por muestreo.

Con un nivel de confianza del 95% el margen de error es del 5%, esto significa que, si la encuesta se
realiza en repetidas ocasiones (seleccionando una nueva muestra con el mismo marco de muestreo
cada vez que la encuesta es repetida), el 95% de las veces los resultados estaran a una distancia maxima
de 5 puntos porcentuales de los valores reales de la poblacién.

SESGO: Situaciones en que los resultados de una encuesta por muestreo subestiman o sobreestiman un
parametro poblacional (valor estadistico que describe a la poblacién objetivo) de forma sistematica. Los
sesgos se pueden presentar debido a distintos factores.

ESTIMACION DEL TAMANO MUESTRAL: Se basa en la inferencia estadistica tradicional, es decir, en la
construccidn de intervalos de confianza alrededor de las medias o proporciones de la muestra. En este
enfoque, el nivel de precisidn se especifica de antemano.

Los estadisticos muestrales o estadisticos son las diferentes medidas numéricas (media, varianza, etc.)
cuando se aplican a una muestra. Cuando estas medidas numéricas se aplican a una poblacién se
denominan pardmetros poblacionales o simplemente parametros. Un estimador de un parametro
poblacional es el estadistico muestral (x) utilizado para estimar el pardmetro ().
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El estadistico de la cuasivarianza (si) muestral estima la varianza poblacional (c?).

Cuando la estimacion se refiere a un rango o intervalo, se denomina estimacion de intervalo, el
parametro poblacional desconocido probablemente se encuentra en este intervalo.

FACTOR DE PONDERACION: Peso que se atribuye a una determinada variable estadistica para aumentar
o disminuir su importancia con relacién a las demas variables de un conjunto de datos. En encuestas por
muestreo a veces se utilizan factores de ponderacién para que las muestras se ajusten mejor a la
poblacién objetivo, tanto en el caso de muestras estratificadas no proporcionales como cuando se
registran altos niveles de no respuesta.

MUESTREO: Método utilizado para seleccionar a los componentes de la muestra del total de la
poblacidn. Son un conjunto de reglas, procedimientos y criterios mediante los que se selecciona un
conjunto de elementos de una poblacién que representan lo que sucede en toda esa poblacion.

MARCO DE MUESTREO: Lista de componentes (individuos, hogares, etc.) de la poblacién objetivo, a
partir de donde se selecciona la muestra.

* Permite que el estudio se realice en menor tiempo.

¢ Se incurre en menos gastos.

* Permite profundizar en el andlisis de las variables.

* Permite tener mayor control de las variables a estudiar.

DISENO MUESTRAL

 Probabilistico
TIPOS DE MUESTREO o
« No Probabilistico

En una investigacidn cuantitativa, el investigador escoge una poblacidn, saca la muestra representativa
de la poblacién y procede al muestreo probabilistico.

En la investigacion cuantitativa, la muestra se basa en analizar con profundidad una caracteristica que
sea valida.

En casos particulares, la investigacion se realiza seleccionando de forma intencionada.

Muestreo aleatorio simple

Muestreo estratificado
Muestreo sistematico

Muestreo por conglomerados o clusteres.

éExiste un Muestreo aleatorio bietépico
marco de

muestreo?
¢Existe un
marco de Muestreo bola de nieve
muestreo? Muestreo dirigido por encuestados
—P Muestreo de conveniencia

Muestreo accidental o por comodidad
Muestreo por cuotas
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Muestreo aleatorio Muestreo estratificado
a) MUESTREO PROBABILISTICO: Es el método OHI OHHI' O O 'l@ﬂ‘ “@
mas recomendable si se esta haciendo una O @ Inl III O IH@“IT
investigacion cuantitativa porque todos los
componentes dela pObIaCién tienen la misma Muestreo sistematico Muestreo por conglomerados

posibilidad de ser seleccionados para la
OO D

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE: Los componentes de la muestra son

seleccionados aleatoriamente a partir del marco de muestreo completo, y OH' Ol"l' O
cada componente en la muestra tiene la misma probabilidad de ser

seleccionado. O @ ’l‘ 'l‘

Este tipo de muestreo es la forma mas basica de muestreo aleatorio y se suele utilizar en combinacién
con otro método de muestreo (como puede ser el estratificado). La seleccién de la muestra aleatoria
simple se puede realizar mediante un programa informatico.

MUESTREO ESTRATIFICADO: Se divide a la poblacion objetivo en O m “(l@
subgrupos que no se sobreponen, exclusivos, homogéneos, y luego una
muestra aleatoria simple se selecciona de cada subgrupo (estrato). O “@lﬂll

~ Poblacién ™

) La distribucién del tamafio de la muestra entre los estratos puede ser
ATRNA proporcional o no proporcional al tamafio de la poblacién objetivo en
cada estrato.

= o R -

AR I V. En caso de que no sea proporcional, la probabilidad de ser incluido en la
Do 1IN \ muestra varia entre los distintos estratos, esta representacion desigual
Estratol ..}~ Estrato3 se compensa utilizando factores de ponderacion.
Estrato 2

El factor de ponderacién corresponde al nimero de componentes (personas, hogares, etc.) representados
por cada una de ellas. Los factores de ponderacion solo se aplican para calcular el nimero que cubren
toda la muestra, no se utilizan al realizar un analisis que comparen unos estratos con otros.

Sobre cada estrato se seleccionan muestras aleatorias con un tamafo dado segun cierto criterio
denominado “afijacién”, entre los que estan:

= |gual tamafio en cada estrato (afiiacion uniforme).

= Tamafo proporcional al tamafio del estrato en la poblacién (afiiacién proporcional).

= Afijacion proporcional corregida por la varianza del estrato, es decir, seleccionando mas muestras
de los estratos con mayor variabilidad (afijacion éptima).
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Dividir a la poblacién objetivo en distintos estratos suele conllevar a distintas ventajas:

* Si todos los subgrupos son homogéneos, respecto a las variables que se analizan, se pueden
obtener resultados con una gran calidad a partir de una muestra mas reducida que con una
muestra no estratificada.

* Garantiza la representatividad de grupos pequenos de la poblacién objetivo al tratarlo como una
poblacidon objetivo independiente.

* Aumenta la eficiencia y la representatividad de la muestra. Con una muestra aleatoria simple, en
promedio se obtiene una muestra representativa, con un mayor riesgo de tener subgrupos sobre o
subrepresentados en la muestra.

* Al estratificar la muestra se intenta evitar sesgos, obteniendo estimaciones mas precisas sobre la
poblacién objetivo.

MUESTREO SISTEMATICO: Se realiza a través del calculo de un intervalo que Ol‘ OI"HO
rige la seleccion de los componentes de la muestra. ()H‘ @ ’H'

Este tipo de muestreo es menos costoso y requiere de menos tiempo que otros métodos, esta técnica
debe ser utilizada con cautela para que ofrezca resultados tan buenos como los del muestreo aleatorio
simple.

Algunos investigadores lo consideran como técnica importante para realizar analisis sobre problemas
sociales de gran magnitud. El muestreo sistematico frecuentemente se utiliza en combinacién con algun
otro método, como puede ser el muestreo.

El procedimiento es el siguiente:

1. Se identifica v define la poblacion.

2. Cada uno de los componentes de la poblacién debe estar enumerado.

3. Se realiza el calculo de la muestra.

4. Se realiza al cdlculo del intervalo numérico que es la base para la seleccidn de la muestra. Este se

calcula dividiendo (N/m) el total de la poblacién (N) por la muestra (m).

Un inconveniente del muestreo sistematico aparece cuando en la seleccién se da regularidad en el
ordenamiento. Al elegir a los miembros de la muestra con una periodicidad constante se puede introducir
una uniformidad que no existe en la poblacién. Por ejemplo, si la lista esta ordenada por sexo u otra
caracteristica la seleccién puede alterar la muestra.
Una limitaciéon del muestreo sistematico es que los componentes que conforman el grupo seleccionado
pueden ser muy parecidas entre si, reduciendo la representatividad de la muestra y, en consecuencia,
aumentar la incertidumbre de los resultados en comparacién con un muestreo aleatorio simple o con un
muestreo estratificado.
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MUESTREO POR COMGLOMERADOS O CLUSTERES: Las unidades
objeto de estudio se agrupan en conglomerados o areas ocupadas
por los elementos de la poblacién.

Se trata de seleccionar aquellos conglomerados o clisteres mas representativos de la poblacién, de forma
que estén compuestos de unidades lo mas heterogéneas posibles, pero a su vez los clusteres deben de ser
lo mas homogéneos posible.

Tiene la ventaia de ser un muestreo menos costoso v mas facil de implementar administrativamente.

Presenta la limitacidn de dar lugar a conglomerados o clisteres relativamente imprecisos, siendo dificil de
formar grupos heterogéneos (los hogares en un bloque de manzanas tienden a ser similares en lugar de
distintos).

Puede ser dificil calcular e interpretar estadisticos basados en clisteres.

Poblacion

El procedimiento del muestreo por conglomerados:

1. Se definen los conglomerados aue componen la poblacion.

2. Se selecciona los subconjuntos a estudiar y se realizan los
listados de las componentes del conglomerado.

T A
3

- Conglomerados 3+ € brocede a calcular la muestra de las casas.

seleccionados

4. Se procede a identificar a los componentes de la muestra que sera tomada en cuenta para el estudio.
Por ejemplo, si el estudio se realiza en personas de 20 a 30 aios, se procede a identificar cuantas
personas hay entre esas edades en cada casa seleccionada.

5. Se procede a recoger los datos hasta completar la muestra.

Unidad dltima
de muestreo n;

Unidad Primaria Etapa |

MUESTREO BIETAPICO: Es un muestreo por de Muestreo (UPM)
conglomerados, pero no se recogen
observaciones de todos los elementos, sino
que se realiza un muestreo de éstos. [

Se desarrolla en dos etapas. ‘Q Q @

Etapa ll

PRIMERA ETAPA: Se divide el area donde reside la poblacidn en areas geograficas mas pequefias llamadas
Unidades Primarias de Muestreo (UPM), que pueden ser municipios, colonias, manzanas o segmentos
censales, etc. Posteriormente, se elabora una lista de las UPM y se extrae una muestra de estas de forma
aleatoria o sistematica.

El nimero de las UPM seleccionadas dependen del nimero total de hogares que se desea incluir en la
muestra y del tamaio de las UPM.
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SEGUNDA ETAPA: Se confecciona una lista (marco de muestreo) de la poblacién objetivo (por ejemplo,
hogares) que residen en cada una de las UPM seleccionadas. Este procedimiento se realiza a partir de la
enumeracion de todos los hogares de las unidades seleccionadas, o bien a través de consultas a la
administracidon u organizaciones locales.

Considerando la lista (marco de muestreo) se extrae una muestra aleatoria de cada UPM.

Los hogares son las llamadas Unidades Secundarias de Muestreo (USM).

Cuando las Unidades Primarias de Muestreo (UPM) tienen tamafios similares, se selecciona el mismo
numero de hogares de cada una de ellas.

Por el contrario, cuando las Unidades Primarias de Muestreo (UPM) tienen tamanos distintos, el nUmero
de Unidades Secundarias de Muestreo (USM) seleccionadas en cada UPM debe ser proporcional al
nimero de USM en cada UPM.

Al realizar el muestreo en dos etapas se obtiene una muestra de hogares ubicadas en el mismo drea,
disminuyendo los costes. Por otra parte, seleccionar una muestra en dos etapas aumenta la
incertidumbre de los resultados y genera el conocido “efecto de disefio”, teniendo que considerar una
muestra mas grande que si se hubiera utilizado un muestreo aleatorio simple.
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AD 0 R Individuos
. ﬂ, 2 AOARA & {‘ ,,/ seleccionados
p WO A A A B A para la muestra
b) MUESTREO NO PROBABILISTICO: Cuando el marco BERAN, B A ADaA
de muestreo preexistente no esta disponible se suele A% Y. RARAY X .
utilizar un método bietapico. {hr B o D g AN,
B ARAR R D
rj H 1”" j e H‘
‘ m AN A .("_} ’»‘7‘:

Utilizar técnicas no probabilisticas para la seleccion de una muestra probablemente genera resultados
mas sesgados en comparacion con los que se obtienen con técnicas probabilisticas, ya que en muchas
ocasiones algunos grupos no estan representados en la muestra.

Por otra parte, es dificil evaluar si una muestra no probabilistica es representativa.

No obstante, cuando se utiliza esta técnica con cautela y con medidas adicionales para aumentar la
representatividad, con una muestra mas grande, ofrece resultados razonablemente sdlidos, a pesar de
que son mas inciertos que con un muestreo sistematico o aleatorio.

Muestra Poblacion
Investigador | 7':" R ":'/ A N A i
MUESTREO BOLA DE NIEVE: Es una de las formas mas & I8 2 Aaal A A A
conocidas del muestreo no probabilistico. Se basa en A A TANN AR
las redes de contactos de la poblacion objetivo. S ORA R ARN

L —— ==

A'S

Individuos Conocidosde  |ndividuos que no
conocidos  conocidos han sido estudiados

A las personas elegidas por las personas iniciales, a su vez, se les pide que elijan o sefialen a otras
personas, y asi el proceso continua y la muestra va creciendo hasta que alcance el tamafio de muestra
necesario (siempre mayor que en un muestreo aleatorio simple) o que se llegue al punto de saturaciéon
(alcanzar un punto donde se asegure que todas las personas de la poblacion objetivo han sido
identificadas y no se reciben nuevas referencias).

Presenta el inconveniente es el hecho de que las personas encuestadas elijan a personas con
caracteristicas similares a las suyas, disminuyendo la representatividad de la muestra. De otra parte,
personas con redes de contactos amplios en las redes tienen mas probabilidad de ser incluidas en la
muestra. En este sentido, se obtiene una muestra mas representativa considerando un conjunto inicial de
personas encuestadas que difieran en caracteristicas importantes (variables demograficas y
socioeconémicas).

Otro inconveniente del método bola de nieve es que presente un enmascaramiento. En algunos contextos
las personas encuestadas no quieran sefialar a otras personas de la poblacién por proteccién, dado que
puede presentar una amenaza al identificarlas como parte de la poblacién objetivo. Para evitar este
enmascaramiento se solicita a las personas encuestadas en primera instancia que sean ellas mismas
quienes elijan a las otras personas, en lugar de que solo proporcionen nombres e informacién de contacto
al equipo encargado de la caracterizacion.
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MUESTRA DIRIGIDA POR ENCUESTADOS: El método MDE
(Método Dirigido por Encuestados) combina el muestreo
bola de nieve con un modelo matematico generando

muestras independientes de las personas con las que el Investigador
proceso de muestreo se inicid, ademas de evitar FT

€sas personas.

diferencias entre el tamario de las redes de contacto de ]
|
L

El método sugiere que se ofrezcan incentivos (compensacion econdmica) a las personas encuestadas,
tanto por participar como por elegir a mas personas.

La eleccidn de nuevas personas para participar en la encuesta debe continuar hasta obtener el tamafio
requerido de la muestra, en el caso de que se conozca el tamaio de la poblacidn objetivo, o hasta
alcanzar el llamado equilibrio (cuando las caracteristicas de las personas encuestadas ya no influyen sobre
la muestra).

El método impone un limite al nimero de elecciones que puede hacer cada persona (generalmente, tres
referencias), con el propdsito de limitar el sesgo relacionado con el tamafio de las redes de contacto de
cada persona. Esta restriccion se lleva a cabo entregando a cada persona encuestada un namero limitado
de cupones para que los transfiera a otras personas de la poblacién obijetivo.

De otra parte, las diferencias entre el tamafo de las redes de contacto se intentan corregir aplicando un
factor de ponderacion (respecto con el tamafio de su red) a los datos de las personas encuestadas. En
esta linea, los datos proporcionados por personas con redes de contactos mas reducidas tendran mayor
peso que los datos facilitados por personas con redes de contactos mas amplias. Durante el proceso de
recolectar informacion sobre el tamafio de la red de contacto de cada persona (se puede incluir una
pregunta sobre cuantas personas conoce de la poblacién objetivo).

El método continta hasta obtener el tamafio requerido de la muestra en el caso de que se conozca el
tamaiio de la poblacion objetivo, o hasta que se llegue al punto de saturacion (alcanzar un punto donde
se asegure que todas las personas de la poblacidn objetivo han sido identificadas y no se reciben nuevas
referencias).

El método presenta el inconveniente de que el muestreo dirigido por personas encuestadas se basa en
algunas suposiciones (como puede ser que las personas con redes de contactos mas amplias tienden a ser
sobremuestreadas) que deben ser verdaderas para generar muestras representativas. Ademas, para
analizar los resultados se necesitan utilizar herramientas especializadas de datos (existen herramientas
disponibles en RDSAT: http://www.respondentdrivensampling.org/).
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Investigador -~ Poblacién .
MUESTREO DE CONVENIENCIA: Segun los objetivos, el & A s Mo R R 7 A
investigador decide qué componentes (habitos, opiniones, etc.) i-ﬂ MR RN R RS
integraran la muestra segun su percepcidn, sin importar que sea 2 A R4
representativa. SRR b

Muestra

Un ejemplo de proximidad, en una escuela un docente selecciona las primeras dos filas para participar en la
competencia. También podria ser cuando una ONG selecciona las 20 mejores ciudades para que presten
sus servicios en funcién de la proximidad de su base.

- T . Investigador

£

MUESTREO ACCIDENTAL O POR COMODIDAD: El investigador
acomoda el marco muestral de acuerdo con unos criterios
que tiene para la investigacion.

““* Muestras

Por ejemplo, una productora desea saber la opinidn general de la poblacidon de una ciudad respecto a su
ultima pelicula. Para ello desplaza a los cines de la ciudad a un equipo de entrevistadores para preguntar
directamente a la gente que sale de la sala si les gusto su pelicula.

Poblacion

MUESTREO POR CUQTAS: Elinvestigador selecciona k * k
el ma_rco muestral con5|dt-_jra_|:1dolalgunos fenomenos ' Elinvestigador elige
o variables (sexo, raza, religion, areas de trabajo, k k - los individuos segtin
etc.). El muestreo se inicia determinando la k k su criterio.
cantidad o cuota de componentes con determinadas k a5 k
caracteristicas que deben incluirse. ,f‘/ no7 ' %,

Estrato 1 g Estrato 3

Estrato 2

Por ejemplo, en una encuesta a jévenes que ven un determinado programa de televisién, el investigador,
sin importar la seleccidn, procede a elegir jovenes hasta alcanzar la cuota asignada.
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MUESTREO ESPANA: Se desarrolla en torno al Instituto Nacional de Estadistica (INE).
La primera aplicacidn de la teoria del muestreo fue en 1950 con ocasién de los "Censos de
Edificios, Poblacién y Viviendas".

Dada la dificultad que en aquella época suponia procesar los cuestionarios censales, se optd, por utilizar
un disefio muestral basado en un muestreo estratificado aleatorio, muestreando un 10% del total de
cuestionarios censales.

La primera aplicacion de las nuevas técnicas de muestreo se realiza en 1958 en la "Encuesta sobre
Cuentas Familiares", en un muestreo en dos etapas en el que en la primera etapa se seleccionaron
municipios y en la segunda familias, con la estratificacion de las unidades de primera etapa y con un
tamafio muestral de 4.192 familias.

En 1963 se genera una infraestructura estadistica con la divisidn en secciones estadisticas el territorio
nacional, permitiendo realizar dos grandes encuestas: la "Encuesta de Poblacién Activa", iniciada en 1964
y sin interrupcion hasta la actualidad, y la "Encuesta de Presupuestos Familiares" de 1964 y con
posteriores repeticiones en 1967, 1973, 1980 y 1990.

La division administrativa de Espaiia comprende la provincia, el municipio y el distrito municipal. EI INE
introduce una division mas fina, para utilizacidon exclusivamente estadistica, denominada seccion
estadistica, con respaldo de croquis, mapas de localizacion y callejeros. El resultado final de la division de
Espafia es aproximadamente de 40.000 secciones estadisticas.

En 1969 culmina el disefio muestral de las secciones estadisticas con la "Encuesta General de Poblacion",
abriendo la posibilidad de realizar cualquier tipo de encuestas que vaya dirigida a viviendas familiares o a
las personas o grupos familiares que las habitan.

ENCUESTAS DIRIGIDAS A EMPRESAS: Los registros administrativos no son en general
totalmente idéneos para fundamentar en ellos una investigacidon por muestreo. Una
incorrecta armonizacion de usos en lo que aplicaciones estadisticas se refiere, y una
incorrecta actualizacidn, invalidan la representatividad de las muestras que sobre
ellos se seleccionan.

En este sentido, la "Encuesta de Salarios en Industria y Servicios" empezé con una metodologia no sujeta
a la teoria del muestreo, proporcionando informaciéon basica de ganancias por trabajador y hora
trabajada, asi como las horas trabajadas en promedio por cada trabajador.

En 1963 se mejora la "Encuesta de Salarios en Industria y Servicios" al aplicar un muestreo aleatorio
estratificado, con datos del Ministerio de Trabajo obtenidos por las Mutualidades Laborales, dando rigor a
las cifras ofrecidas.

El disefio tuvo que modificarse en 1977 porque durante el periodo (1963-1977) se observaron problemas
debido a las altas y bajas de las empresas y a cambios de rama de actividad y estrato de tamafio, y fuertes
oscilaciones en las estimaciones de un trimeste a otro.

En 1981 se lleva a cabo una nueva modificacién al disefio muestral de 1977 de la Encuesta de Salarios,
observando variaciones excesivas en las estimaciones mensuales de ganancias medias, nimero de horas
trabajadas y numero de trabajadores por rama de actividad.

Similarmente a lo referido en la Encuesta de Salario, se puede establecer a una casuistica con Encuestas
de Comercio Interior, Industriales, etc.
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

La muestra debe reproducir las caracteristicas del universo o poblacién. Hay dos cuestiones basicas: La
primera, sobre la cantidad de elementos que debe incluir la muestra y, la segunda, hasta qué punto
puede generalizarse a la poblacion el resultado obtenido en ella. Ambas cuestiones conducen al
problema de la exactitud o precision de la estimacién del parametro desconocido.

La muestra se puede recoger en poblaciones infinitas (no es posible determinar la cantidad de elementos)
o poblaciones finitas(se puede determinar la cantidad de elementos). Hay un factor de correccion ente
ambas poblaciones.

POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

El muestreo aleatorio simple es una técnica del muestreo probabilistico en donde todos los elementos de
la poblacién tienen la misma probabilidad de ser seleccionados en la muestra. Puede ser realizado con
reposicion o sin reposicion, dependiendo si los individuos de la poblaciéon pueden ser o no seleccionados
mas de una vez en la muestra, siendo mas eficiente el muestreo aleatorio simple sin reposicién al obtener
la misma precisidon con menor tamano de la muestra.

La ventaja del muestreo aleatorio simple es que la generacidn de nimeros pseudoaleatorios con la
informatica asegura la obtencidn de muestras representativas, la tnica fuente de error en los resultados
es el azar, error que puede calcularse de forma precisa o acotarse.

Las desventajas de llevar a cabo un muestreo aleatorio simple para las investigaciones radican en conocer
a todos los individuos de la poblacién y que todos ellos sean potencialmente seleccionados, circunstancia
gue no se verifica en estudios de mercado o de opinidn.

ESTIMADORES DE LA MEDIA, TOTAL POBLACIONAL Y PROPORCIONES

Sea X una caracteristica en la poblacién U={u,u,, - ,uy}, enunamuestra S={u,,u,, --- ,u,}
formada por n unidades dentro de la poblacidn finita se consideran los valores {xl, Xy, o, xn} que
toma la caracteristica X en dicha muestra.

Siendo =; = % la probabilidad de que un individuo de la poblacién sea elegido, los estimadores

insesgados para la media poblacional p , el total poblacional son:

>
-
TN
A | Z | X
N—
I
‘M’
VR
z|x
N—
IM
. x

3

a,~ B(1, p)

a a a,
S N N i {1 con atributo

0 sin atributo
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,\ N.(N -
La varianza del estimador para el total de poblacional X, queda: Var(x) = g . s?

) Zn:(xiz—niz)
§2 = ! Z:(xi—i)2 2121

n-1:3

n-1

. n . .
La fracciéon del muestreo f = N representa el peso de la muestra respecto a la poblacidn, se tiene

el "factor de correccion de poblacion finita":

N —
Factor de correccién de poblacion finita: (1 — f) = (1 - %) = ( N nj

Cuando su valor es superior a 0,95 se considera la poblacién infinita.

. L 1 N .
A la inversa de la fraccion del muestreo — = — se le conoce como "factor de elevacién", se
n

utiliza para adecuar las estimaciones muestrales a la poblacion.

Con la varianza del estimador del total de la poblacién Var(X) , se puede obtener el estimador de la
varianza de la media poblacional:

XJ 1 1 N.(N-n) 2 (N-n) &2 (1-f)
N2 n ' n.N n o

Var(x) =Var = —.Var(x) = s
(x) (N " (x)

Para el estimador de la proporcion proporcional, con a; ~ B(1, p), lavarianza: Var(p) = P-q
n

Considerando el factor de correccion para la poblacion finita (1 — f) , la expresion de la varianza de
la proporcién queda:

n
9
1

i = (1-1)

Var(p) = (1 —-f). Var = 5 .(n.p.q):M.p.q:M.

n n n n.N

P-q
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ESTIMACION DE UNA MEDIA

Dada una poblacién con N individuos que presentan cierta
propiedad, esa propiedad o variable tendra su media poblacional
W, aun cuando su valor numérico se desconozca.

06—

06— X

Si se elige una muestra aleatoria de esa poblacién de tamaiio n, se puede observar dicha variable y
obtener la media muestral.

La media muestral es una variable aleatoria ya que cada muestra tiene un valor distinto, por lo que tiene
interés estudiar su funcidn de probabilidad y en especial su media y su varianza.

La distribucidn de la media muestral es la distribucion de probabilidad de todos los valores posibles de la
media muestral.

E(0) = X
= Muestreo con reemplazamiento o poblacién infinita: R o2
Var(0) = —
n
E@) = X
= Muestreo sin reemplazamiento y poblacion finita: n 6> (N=n)
Var(0) = —
n (N-1)
E(0) = NXx
= Muestreo del total sin reemplazamiento y poblacién finita: )
2 6" (N-n)
Var(0) = N° —
n (N-1)

El valor esperado de la media muestral coincide con la media poblacional.
La varianza de la media muestral disminuye a medida que aumenta el tamafio (n) de la muestra.

INTERVALOS DE PROBABILIDAD DE LA MEDIA POBLACIONAL

Es el intervalo para el que se sabe con una confianza (1 —a) que La media muestral se encuentra en
dicho intervalo.

Al igual que para proporciones, para la media el intervalo de especial interés es el simétrico respecto de
la media de la poblacién.

* Intervalo de confianza para la media poblacional p con varianza poblacional 6 y n grande (n > 30)

. P _ c
Muestreo con reemplazamiento o poblacién infinita: 1, _ (pn) = [x 2z, T]
n

_ N—n
Muestreo sin reemplazamiento y poblacién finita: I, _ (n) = [x tz,,0 u}
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— N—n
(1) =|NX £z, 0 /Nzu
Muestreo del total de medias sin reemplazamiento n(N-1)

y poblacidn finita: ) c_z(N—n)

" n (N-1)

* |ntervalo de confianza para la media poblacional | con varianza poblacional desconocida y n pequefia

S

(n<30): 1_ ()= [Y + ty/n 0ot ﬁ}

ESTIMACION DE UNA PROPORCION

Dada una poblacién con N individuos de los que M presentan cierta
propiedad que no poseen los demas, la proporcién poblacional se

. M
define como p=—
N

Si se elige una muestra de tamafio n, en la que aparecen m individuos

. . . .~ m
con esa propiedad, se define la proporcién muestral como p=—
n

La proporcién muestral p es constante mientras que una muestra puede tener una proporciéon muestral
p distinta. El nimero de individuos (m) que poseen la propiedad en la muestra es una variable aleatoria
binomial.

La proporcion muestral es una variable aleatoria por lo que es importante determinar su distribucién, que
es la distribucién de probabilidad de todos los valores posibles de la proporcién muestral p

ER) = p

= Muestreo con reemplazamiento o poblacidn infinita: .
P P Var(p) = Var(m) _Pa
n n
E(p) = p
= Muestreo sin reemplazamiento y poblacidn finita: Var(p) = Pq (N-n)
" n (N-1)

El valor medio de la funcidn de probabilidad coincide con la proporcién poblacional p.
La varianza disminuye a medida que aumenta el tamaiio (n) de la muestra.

INTERVALOS DE PROBABILIDAD DE LA PROPORCION POBLACIONAL

(1-
Muestreo con reemplazamiento o poblacién infinita: 1,_ (p) = |:p t 2,/ ‘/ M}
n

np>5 n(l1-p)>5

(N—n) p.(l—p)}

Muestreo sin reemplazamiento y poblacién finita: 1,_ (p) = [p t z,, \/ (N=1)
- n

np>5 n(l-p)>5 %<O,9
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MUESTREO CON INTERVALOS DE CONFIANZA

* Intervalo de confianza para estimar el total t con varianza poblacional desconocida:

n _ N.(N-n)
I(t):[xieT]:{N.x * ta/2,(n1)'sx°*/7:|
N.(N -
Error de muestreo: e, = t ., (n_1)- sx.,/M
' n

El total t o suma de todos los valores de la variable, que en una poblacién finita es, viene dado por N

* Intervalo de confianza de la media p de una poblacidn normal con varianza poblacional desconocida:

- - N-n
I(u):[xieu}:{xitan’(n1).sx. }

n.N

La cuasivarianza muestral si es un estimador insesgado de la varianza poblacional

(n—1).s: =n.o’

Error de muestreo: e, = t,,, (,_1)- S«-

o N-n N-n
Tamafio de lamuestra: e, = t,/, (,_1)- S«- /% - ei = t2(x/2,(n—1) LS. N

2 2 2 2 2
N.eu"' ta/Z,(n—l)' SX = ta/2,(n—1)' SX'

3|2

2 2
n = t(JL/Z,(n—l)'sx' N

- 2 2
N.e, + to/2,(n-1)-$

2
X

» Intervalo de confianza para estimar el total t con varianza poblacional conocida:

n _ N.(N-n)
I(r):[xiet}:{N.x + za/2'6'1/7:|
N.(N—-n
Error de muestreo: e, = z,,,.G.,| N.(N-n)
n
N.(N—-n N.(N—-n
Tamafio de la muestra: e = za/z.c.‘/g — e = zza/z.csz.¥
n n

2
2 _ 2 2 N 2 2 2 2 2 — 2 N
eT—Za/Z.G .7_ Za/z.c .N% e,l:+ Za/Z.G .N — Za/z.c .7
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2 2 \2
Z4/2-0 -N

n =
2 2 2
er+ 24s2-0 . N

También mediante el tamafio muestral que corresponderia a una poblacidn infinita y, luego, realizar la

correccion por finitud si ésta fuera necesaria (si la fraccion de muestreo obtenida con este tamafio
superase el 1%) :

Tamafo muestral de una poblacién infinita: n_, =

nOO

Fraccion de muestreo: f = W

Correccién por finitud (si f > 0,01): n = °r01
1+ =
N

= Intervalo de confianza para la proporcion p poblacional:

I(p)={p - Za/quBi%%ff%%;-p-Q}

(N-n)
Error de muestreo: e, = z | —.p.
P /2 \/n.(N—l) P-4
(N-n) 2 N.p.q
Tamafio de la muestra: e, = Za/Z'\/—-p-q - n=— /2 .
n.(N-1) e (N-1)+12z2,,.p .9

Otros investigadores prefieren utilizar el estimador de la varianza en lugar de la varianza del
estimador, con lo que se presenta un pequeiio desfase.

I(p) ={p + Z“/ZI\/N(Tn;—ni)' p.q}

(N—-n)
Error de muestreo: e, = z,,,..|———. p.
P el \/N.(n—l) P-4
N — N.(e2+ 22,,.p.q)
Tamafio de la muestra: ep:za/Z.\/Q.p.q — n= Lo/
N.(n-1) N.ep+ 25,,- P -q

Cuando no hay informacién sobre el valor de la proporcién p se utiliza el valor que proporciona la
maxima variabilidad p =q =0,5
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El tamafio muestral también se puede calcular obteniendo, en primer lugar, el tamafio muestral
que corresponderia a una poblacién infinita ( n_ ) y realizar, en caso necesario - si la fraccién de

muestreo f>0,01- la correccion por finitud.

2

o e z -P-q
Tamafio muestral de una poblacién infinita: n,_ = “/22—
€p:
« 2 nOO
Fraccidon de muestreo: f = N
. ) Vs nOO
Correccion por finitud (si f > 0,01): n = .
1+ =
N

* Intervalo de confianza para la proporcién total p, poblacional:

B 2 (N-n) p.q
I(pt)_|:piza/2‘\/N (N—l) n }

Nz(N—-n) p.q
(N-1) n

Error de muestreo: &,, = \/

N’pg
2. (N-1) + N’°pq
pt

Tamarnio de la muestra: n =
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

Una compaiiia suministradora de gas tiene que cobrar cantidades atrasadas de

. 20.000 clientes. Para estimar la cantidad total que se le adeuda, selecciona una
muestra aleatoria de 64 clientes, que debian una cantidad media de 1.600 euros,
con una desviacion tipica de 2.000 euros. Se quiere obtener:

a) Intervalo de confianza del 95% de la cantidad total que se adeuda a la companiia de gas.
b) éCuantos clientes tiene que seleccionar la compaiiia para estimar la cantidad anterior con un
error de muestreo inferior a 2.400.000 euros?

Solucién:

a) Sea la variable aleatoria X = "Cantidad atrasada de pago por un cliente".
20.000
La cantidad total adeuda por los 20.000 clienteses 1 = Z X,, que se estima con
i=1

. _ N < . /N. N-n
X =N.x=—. in , con un error de muestreo estimado e, = z,,,. C. N.(N=n)
n n

i=1

El intervalo de confianza para el total 1T poblacional es:

I(r)=[§(iet]={N.Y + zalz.c.‘/W}

Por consiguiente, z, ,, = Zj 4,5 = 1,96

20.000.(20.000 — 64) |
64

(1) = [ Xxte, ] = { 20.000.1.600 + 1,96. 2.000 \/
= [22.215.692,56 , 41.784.307,44]

b) Para obtener una estimacion de la cantidad total que se adeuda, con un error inferior a
e, = 2.400.000, se tiene que elegir una muestra de tamafio superior de:

24 /5-00 N 1,962 x 2.000% x 20.0002

2. 2 2 — h= 3 > > ~ 1.013 clientes
el + 2%5,,.6°. N 2.400.000° + 1,96 x 2.000° x 20.000

n=
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

& %/ Parallevar a cabo el andlisis de un destino turistico con alta afluencia de turistas (200.000)
[2° .. sedesea realizar una encuesta para determinar el gasto medio por turista. Se ha decidido
° " aceptar un error maximo en el gasto medio de 30 euros.

a) Suponiendo una desviacion estandar de la poblaciéon de 200 euros y un nivel de confianza del 95%,
obtener el tamafio adecuado de la muestra.

b) Con el tamafio de la muestra encontrado en (a) y sabiendo que la media y la desviacion estandar son,
respectivamente, de 450 y 320 euros. Determinar el intervalo de confianza del 95% para el verdadero
valor del gasto medio por turista.

Solucién:

a) Intervalo de confianza de la media p de una poblacién normal con varianza poblacional desconocida
y muestras grandes.

— — N -
I(u):[xieu}:{xi Zy/2- Sx- n.Nn}

N-n
n.N

= 30

Error de muestreo: e, = z,,, . S, -

Z2-55- N 1,962 x 2007 x 200.000
N.el + 2%,,, . s,  200.000x30> + 1,967 x 200

X

n= = 170,59 ~ 171

200.000 - 171
171 x 200.000

b) I(u) = X *e, ] {450 + 1,96 320x\/ }: [402,057, 497,943]
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

_ En la Facultad de Econédmicas 200 alumnos han aprobado el curso la asignatura de
W Estadistica Avanzada mediante tres examenes parciales. Entre ellos, se efectia una

entrevista a 25 alumnos, elegidos sin resposicion y probabilidades iguales. De las

~contestaciones, se obtienen entre otros, los siguientes resultados:

S

a) 18 alumnos estan contentos con la ensefianza recibida.

b) El nUmero de horas que han necesito para preparar el ultimo examen parcial viene dado por la
distribucion de frecuencias:

X; (horas) 16 20 30

n; (alumnos) 6 12 7

Se pide, estimar:
a) Proporcion del numero de alumnos satisfechos y su error de muestreo.

b) La media de horas por alumno dedicadas a preparar el dltimo examen, su error de muestreo y el
intervalo de confianza del 95%.

Solucién:

a) Como la proporcién muestral es un estimador insesgado de la proporcion poblacional, se tiene:
18

p=—=0,72
P 25
Es decir, el 72% de los alumnos aprobados por curso estan satisfechos con la ensefianza recibida.
o . N b
Un estimador insesgado de la varianzade p es: V(p) = (1-f) 1
n_

Fraccién de muestreo: f = E =0,125
200

. 0,72x0,28 . .
V(p) = (1-0,125) x ———— = 0,00735 — Estima Error muestreo: G; = \/0,00735 = 0,0857
b)

X: n. XN, x. — X2 n. 3

i i it ( i ) i Z(Xi _ ?)2 n,
16 6 96 204,634
2 i=1 711,36
20 12 240 40,627 Sy = 3 = = 29,64
30 7 210 466,099 don-1
Total 25 546 711,360 i=1

s, = /29,64 = 5,444

3

in"i

= >46 = 21,84 horas
25

Siendo la media muestral un estimador insesgado  _ 1
. . X =
de la media poblacional, resulta: 3

>

i=1
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2
_ - 29,64
Un estimador inesgado de la varianzade x es: V(x) = (1— f)s—x = (1-0,125) x = 1,037
n
con lo que, la estimacion del error de muestreo: o = /1,037 = 1,019
Suponiendo la normalidad de la distribucién de la media muestral:
Prob(x — 20y, < X < X + 204) = 0,95
Intervalo de confianza: | = [X + 20, | =[21,84 + 2x1,019] = [19,802, 23,878]
Otra forma de calcular el error de muestreo y el intervalo de confianza:
_ _ N-n
I(u):[xieu}:{xitan’(n1).sx. }
n.N
N-n 200 — 25
Error de muestreo: e, = t .S, . = 2,064 x 5,444 — = 2,102
hTT0025,24 7 By [y " *1\ 25200

(p)=|X*e, |=[21,84 +2102] = [19,738 , 23,942 ]
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

. Enun distrito de la ciudad existen 10.000 viviendas. Los datos de un censo anterior
.ot hacen suponer que, aproximadamente, los 2/3 corresponde a régimen de alquiler.
=49 Se pide el tamafio de muestra necesario para estimar la proporcién actual de viviendas
&‘_”“} A m»}a en alquiler, con un error de muestreo igual a 0,04, en caso de:

a) Muestreo con reposicion y probabilidades iguales.
b) Muestreo aleatorio simple (muestreo sin reposicion y probabilidades iguales).

Solucién:

a) En el muestreo con reposicidn, la varianza de la proporcién muestral:
2 1

pa_3"3_ 2

Vip) = —
(P) n n 9n

Error o, =/ V(p) = 0,04

2 2
conloque, — = 0,0016 — n = =139
9n 0,0144

b) En el muestreo sin reposicion interviene el factor de correccidn de poblaciones finitas

N-— N
V(p) = NP , nh= Pa
N-1 n pq+ (N-1)V(p)
10.000 xgx ;
= =1
n > 1 37

—x —+ 9.999 x 0,0016
3 3

La muestra es mas pequefia, consecuencia de una mayor precision en el muestreo sin reposicion.
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO SIMPLE

En un municipio de 2.500 viviendas, una encuesta piloto muestra que la proporcién de
viviendas desocupadas es de 0,12.

a) Utilizando un muestreo aleatorio simple, calcular el tamafio de muestra necesario para estimar el
numero de viviendas desocupadas con un error de muestreo igual a 10. ¢ Cudl seria el tamafio de la
muestra si el error de muestreo fuera igual a 30?.

b) éCuales serian los tamafos de muestra bajo las condiciones anteriores si se utiliza un muestreo con
reposicion?

Solucién:

a) El error de muestreo (cypT = 10) del estimador de un total de clase y el tamafio de la muestra estan

relacionados por la expresidn:

o2 - N2(N—n) pP.q 10 - 52002)((5.200—n) x0,12x0,88
P (N-1) n (5.200 — 1) n
N3pq 52003x 0,12 x 0,88

n=— 5 - n=— 5 = 4.399 viviendas
Cps (N-1) + N°pq 10°x5.199 + 5200°x 0,12 x 0,88

El elevado valor de la muestra se debe a la alta precisién con que se requieren los resultados. Si la
precision es menor 6, = 30, se obtiene:

o 5200°x 0,12 x 0,88
30%x5.199 + 5200%x 0,12 x 0,88

= 1,971 viviendas

Observando los tamafos de las muestras no se verifica la teoria del muestreo en poblaciones infinitas,
que determina que el error de muestreo disminuye proporcionalmente a la raiz cuadrada del
incremento de la muestra, es decir, un error de muestreo 3 veces mayor exigiria una muestra 9 veces
menor (489 viviendas).

El responsable del no cumplimiento de este principio se debe a la influencia del factor de correccién de

. . . n , .y
poblaciones finitas , tanto mas relevante cuanto mayor sea la muestra en relacién con la

poblacion.

. : N2 p.
b) En el caso del muestreo con reposicién: o2, = NZ. P-q —> n = =-P.q

Pt n o

_ 5200°x0,12x0,88
10°

Resulta un tamaiio de muestra superior al tamafio de la poblacién, lo que hace que este muestreo,

semajante al de poblaciones infinitas, no sea practico cuando se requiere una alta precision y, en
consecuencia, un elevado tamafio de muestra.

Para ¢,, = 10, setiene: n = 28.554 viviendas
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_ 5200%x0,12x0,88
30°

Para c,, = 30, setiene: n = 3.173 viviendas

En un muestreo con poblaciones infinitas, un error de muestreo 3 veces mayor exigiria una muestra 9
veces menor (3.173 viviendas). Esto es, el tamaiio de la muestra es mucho mas sensible a variaciones en
la precision requerida.
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En un muestreo aleatorio simple, determinar el tamafio de muestra necesario para
estimar la produccidn total de 500 fabricas dedicadas a un determinado producto, con

un coeficiente de variacion C()A() para el estimador igual al 5 %, sabiendo que en un

estudio anterior se encontré un coeficiente de variacidn en la poblacién igual a 115 %.

Solucién:

Sea X un estimador insesgado de la produccion total X.

0' ~
C( )= 1:Ax — X _ 0,05

E(X) X

N-n o’ N —
En un muestreo aleatorio simple: cz)n( = N? no —> o3 =No _.-n
K N—-1 n K n(N - 1)
Dividiendo por X en ambos lados, se tiene:
O.x No N-n _ ¢ N—-n
X X \'n(N-1) X\ n(N-1)

No_5 115

X

500 — n

Sustituyendo se obtiene el tamafio de la muestra: 0,05 = 1,15 299
n

500 x 1,152
n= 2 2
499 x 0,05 + 1,15

= 257 fabricas
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N\ ~[-7 >=> Dada una poblacién de N = 1.000 establecimientos que se dedican a la produccion
== ‘55 de un determinado articulo, se desea conocer el tamafio n de la muestra necesario
WL paraestimar la produccién total de modo que la estimacién quede dentro del 10%
o J;i.i‘"‘t,[ del valor del parametro con una confianza de 0,95.

Se utiliza muestreo aleatorio simple y se conoce mediante una encuesta piloto que el coeficiente de
variacién de la poblacidn es 0,6.

Solucion:
Designando por X la produccién total, se verifica: Prob(|)A( —X| <0,10X)= 0,95

Considerando la normalidad del estimador X se tiene: Prob(|§(—X| <2 Gcf()= 0,95

donde o _; = Desviacion tipica del estimador

De ambas relaciones, se obtiene: 0,10 X = 2 G4 > O4= 0,05X

En un muestreo aleatorio simple, la varianza del estimador: G:A = N2

donde o = Varianza de la poblacién

El coeficiente de correlacién poblacional: CV = % = 0,6 , donde X =

Pudiendo expresar la relacion: o ; = 0,05 NX

En consecuencia,

— 2 _ 2
(0,05NX)? = N? N-no 0,10 = 4 N-nCV"
N-1 n N-1 n
AN (CV)? 4 x 1.000 x 0,62

n= 5 > = 5 > = 126 establecimientos.
0,10°(N-1) + 4(CV) 0,10°x999+ 4 x 0,6
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En una ciudad se desea estimar la cantidad que se gastan los turistas. Con este
objetivo, entre los 200.000 turistas que utilizaron el avion como medio de
transporte, se entrevistan aleatoriamente a 100 turistas que contestaron a la
cantidad en euros que se habian gastado.

100 100
Obteniéndose los siguientes datos: in =120.000 Zx,z =146.861.100
i=1 i=1

a) Obtener un intervalo de confianza al 95% para la cantidad media gastada por turista en la ciudad.

b) éCuantos turistas se deben entrevistar para que con un nivel de confianza del 95% para que el
error de estimacion no fuera mayor de 95 céntimos de euro?

¢) ¢A cuantos turistas se deben preguntar para estimar la proporcién de personas insatisfechas con
los servicios prestados, con un error del 15% y un nivel de confianza del 95%?.

Solucién:

a) Sea la variable aleatoria X = "Cantidad que se gasta cada turista"

Intervalo de confianza para la media p poblacional con varianza desconocida:

_ - [(N-n)
I(u):[xieu}z{xi Zo/2- Sx- ﬁ}

La media y varianza muestral son:

100

-1 120.000
X=— in = ————— = 1200 euros
n = 100

Se calcula la cuasivarianza muestral (estimador insesgado de la varianza poblacional) :

2 2 2 n 2 1 2 1 n 2
n.cxz(n—l).sx vl Sx:mﬁx:m. izzlxi — ; ;Xi
, 1 100 " 1 100 2 1 1 5
= o5 ;xi - i;Xi = E{ 146.861.100 — ——x(120.000) }28.900

S, = +/28.900 =170

Intervalo de confianza para el gasto medio por turista, con una fiabilidad del 95%:

(200.000 — 100)
100 x 200.000

I(u):[iieu}:{ﬂOOi1,96x170x\/ }:[1200i33,31]

Zo/2= Zo05 = 1,96
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b) El tamafo muestral para un error en la estimacion de la media de 75 céntimos de euro sera:

C__Zajp-sieN 1,967 28.900 200.000
N.e} + z3,,,.s;  200.000x0,95° + 1,96 x 28900

X

= 76.168 turistas

Se tendria que haber entrevistado al menos a 76.168 turistas.

= Se podria haber obtenido el tamafio apropiado calculando, en primer lugar, al tamafio muestral que
corresponderia a una poblacién infinita:

2 2 2
z .S 1,96 x 28.900
n, = 2277 o 272 X BT . 123.016
e, 0,95
123.01
Fraccién de muestreo: f = N _ ﬂ: 0,61508 > 0,01

N  200.000
Con lo que hay que realizar la correccion por finitud (si f > 0,01):

n, _ 123.016 B 123.016
N, 1+ 0,61508 1+ 0,61508
N

= 76.167 turistas
1+

c) El tamano muestral necesario para estimar una proporcion, con el 95% de confianza y con un error
de muestreo e, = 0,15, viene dado por la expresion:

zi/Z.N.p.q
eﬁr.(N—1)+z(21/2. p.qg

Al no tener informacidn sobre el valor de p se toma el valor que proporciona maxima variabilidad, es
decir, p=q =0,5

Con lo que se obtiene,

22,,. N.p.q ~ 1,962 x 200.000 x 0,5 x 0,5
e . (N-1)+2z2,,.p.q  0,15°x199.999 + 1,96°x0,5x 0,5

=43

Es necesario seleccionar a 43 turistas para conocer la insatisfaccién en los servicios prestados.

= Se podia haber optado por calcular el tamafio muestral que corresponderia a una poblacién infinita:

ZZ(X/Z'p'q 1,962x0,5x0,5 _

n, = = 43
e2, 0,152
., n, 43
Fraccion de muestreo: f = = = ————=0,0002 < 0,01
N 200.000

Siendo la fraccién en muestro menor que 0,01 no hay que realizar la correccidn por finitud.
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Una multinacional se plantea cambiar el paquete contable de gestion. Para obtener
informacion de sus empleados sobre el cambio informatico toma una muestra aleatoria
de 1.000 empleados y los envia un cuestionario. Con un nivel de confianza del 90%,
necesita saber:

a) Tamafo muestral apropiado para obtener una estimacion sobre la proporcién de empleados
favorables a que no se renueve la infraestructura de gestion actual, con un error de muestreo
inferior al 10%.

b) En un planteamiento anterior sobre la cuestion, la proporcidon de empleados favorables al cambio
del paquete de gestion estuvo entre el 35% y el 55%. Utilizando esta informacién, écual deberia
ser ahora el tamafio muestral necesario?.

c) Sabiendo que del cuestionario nuevo enviado a los 1000 empleados, 38 empleados no han sido
favorables a cambiar paquete de gestidn, estimar la proporciéon de empleados favorables al
cambio y el error de muestreo.

Solucién:

a) Se quiere realizar una estimacion de la proporcién poblacional, realizando un muestreo aleatorio simple
(m.a.s) en una poblacién N = 1.000 empleados, con un nivel de confianza del 90%
(242 = Zp0s = 1,645) y un error de muestreo e, = 0,10.

El tamafio muestral necesario se puede obtener mediante las férmulas:

I(Pr)z{piza/z.\/%.p.q} f):p:%Zai donde ai:{
: i-1

1 Favorable
0 No favorable

2
e -2, \/(N—n) 5.4 - n- zg/2- N.p.q
- 2- . - -
pr. @ n.(N-1) e (N-1)+12z,,,.p.q

(p=9=0,5 maxima variabilidad)

. 1,645% x 1000 x 0,5 x0,5
0,10%x (1000 — 1) + 1,645%x 0,5 x 0,5

= 63,4234 = 64 empleados

Se puede calcular primero el tamaiio muestral que corresponde a una poblacién infinita (n,) v, si la
fraccion de muestreo (f > 0,01), se realiza la correccién por finitud.

2 2
pP.qg Z,/2+-P-Q 1,645° x 0,5x0,5
L_,p)=|p £ z, — 1| = ng, = = = 67,6506
' { 2\ n eZ, 0,10
Fraccion de muestreo: f = N _ M: 0,06765 > 0,01
N 1.000

Se necesita realizar la correccidn por finitud:
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n 67,6506

1+ n, 1+ 0,06765

N

n= = 63,3640 = 64 empleados

b) Para encontrar el tamafio muestral necesario se toma el valor p = 0,35 que presenta mayor
variabilidad. Siendo e,, = 0,10, se tiene:

N. (e + 25,,.Pp.9) 1000 x (0,10° + 1,6452x 0,35 x 0,65)
n = 5 5 = 5 5 = 59 empleados
N.e2 +22,,.p .q 1000 x 0,102 + 1,6452 x 0,35 x 0,65

O bien, calculando primero el tamafio muestral que corresponde a una poblacién infinita (n_) v, si
la fraccidon de muestreo (f > 0,01), se realiza la correccion por finitud.

_Z4,,-P.9  1,645%0,35x0,65

n, = 5 5 = 61,5620
€ 0,10
Fraccion de muestreo: f = Ne _ m = 0,06156 > 0,01
N 1.000

Se necesita realizar la correccion por finitud:

n 61,5621

o0

n= = = 59 empleados
14 N 1+ 0,06156

c) Como de los 100 empleados consultados hay 38 que no estuvieron de acuerdo, la estimacién puntual

. . 2
de los empleados favorables al cambioes: p=p = 1%):0,62

Error de muestreo para la proporcion total de la poblacién favorable al cambio:

N — 1.000 — 100
€ = 24/ ANZn) o g — 1645 | ), 0,62 x0,38 = 0,0757
n.(N-1) 100.(1000 — 1)
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Se supone que en una poblacién de 100.000 habitantes existen dos enfermedades: una en la
zona periférica, que se cree afecta al 1 por 100 de sus habitantes, y otra que afecta al resto,

“ f m con una incidencia que se cree en torno al 20 %. Sabiendo que en la zona periférica residen
30.000 personas.

S

Determinar el tamano de muestra en cada zona para que, utilizando un muestreo aleatorio simple, los
errores de muestreo relativos al estimar las proporciones de enfermos no sean superiores al 3y 2 %,
respectivamente.

Solucién:

Intervalo de confianza para la proporcién p,. total poblacional:

NPJ{PJ—PZQ/T\/%&&}

N - c N -
Op = \/Q P-q - Error relativo: —* = \/ ( n) a
p

n.(N-1) p n.(N—-1)

Op,t \/ (N, -n;)

En la zona periférica 1: = . —
Py n,.(N, —1) p,g

Gpl’l:
p, =0,01 p— =0,03 N, =30.000
1

El tamafio de la muestra viene determinado:

(30.000 —n,) 0,99 0,03 (30.000 — n, )
0,03 = , N _
n, .(30.000 — 1) 0,01 J99 n, .(29.999)

99 x 30.000
n, = - = 23.572 habitantes

" 99 + 0,03% x29.999

Se requiere un elevado tamafo de la muestra, un 78,57% de la poblacion, por la rareza de la
caracteristica a estimar y el alto grado de precision requerida.

Analogamente en la zona periférica 2:

szT:\/(Nz_nz) %

Cp,t
p, =0,20 = 0,02 N, =70.000
2

El tamafio de la muestra viene determinado:

0,02 - (70000 -n,) 080 0,01 - (70.000 — n, )
n,.(70.000 — 1) 0,20 n, .(70.000 — 1)

70.000

= 5 = 8.750 habitantes
1+ 0,01° x69.999

n,
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Oposiciones INE

‘ Q# Para estimar el volumen de ventas del millén de comercios de un pais se ha
_f" lﬂ;} seleccionado una muestra aleatoria, con probabilidades iguales y sin reemplazamiento,

5 e S con una fraccién de muestreo del medio por ciento extendida a todas las provincias del
Facultativos pal’s

La precisidn lograda ha sido satisfactoria a nivel nacional. Sin embargo, para una determinada provincia,
con un tamaiio de poblacién de 20.000 comercios y una varianza estimada en el volumen de ventas del
80% de la varianza nacional, se desea obtener la estimacion provincial con idéntica precisidn relativa.
éEs suficiente la fraccion de muestreo del medio por ciento seleccionada para esa provincia?.

En caso contrario, équé fraccidon de muestreo se precisaria?.

Solucién:
Si las precisiones relativas son iguales en la estimacidn del volumen de ventas nacional y provincial,

suponiendo que no existen diferencias significativas en las medias nacional y provincial, se necesita
igualdad de varianzas del estimador del volumen medio de ventas.

Designando por X la caracteristica volumen de ventas, la poblacién con tamafio N y un subindice 1, la
provincia con un tamafio n y un subindice 2.

La igualdad de precisiones relativas conlleva a que: \A/(ﬁl) = \A/(ﬁz)

W) - (1-6). & - (1or). 5 :(HIJi

V(%) = (1-1,). S _ (1-1,). S . {142}. 5

Para que las fracciones de muestreo fueran iguales: 2 = 0,8.82 — N, = 0,8. N,

20.000
Deotraparte, N, = ——— . N, = 0,02.N, — f, > f
P 2 1.000.000 ! 1 21
1-f, _ﬁz 1-f, ,i . 1-f, ,ﬁ: 1-f, | 0,8.8 . 1-f, :40.1—f2
f, N, f, N, f, N, f, 0,02.N, f, f,
f,.(1-f,) = 40.f,.(1-f,) f 40 fy
.(1-f)) = 40.f,.(1- — =——
2 ! ! 2 2 1+439.1,

sustituyendo por el valorde f, = 0,5/100 = 0,005

40.0,005
f, = ' = 0,167 ~ 17%
1 + 39.0,005

En consecuencia, la fraccién de muestreo a nivel provincial tiene que ser 0,17 /0,005 = 34 veces mayor
que la fraccion de muestreo nacional.
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MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

Una poblaciéon U = {1 , o, k, e, N} atendiendo a un determinado criterio se divide en L

subconjuntos {U, , --+ , Uy, -+, U, }llamados estratos.

Poblacion
EXEAXXEERILRAE
i - o
1 % %
T i
EEEXEERERAZRAE S X% % EETLTRL
L ttt:‘n‘nxut:{ _ rn*.tt:; 353544
u= U U UNU = ¢ NAIRAsRANARARR SE® iarars| BEW asarins
h » h i x TEEERER KEEEETKS
h HEHH i 4
— EEEXSERERATRRY EXETERL ttttti:
h=1,2, ,L h=#i FEEATEATRTRARE ERETEER LEEEE
LEEXEXEEERLANS N
AR EETARARALLL Nh L
Tamafio N

L
N=N; +...+Ny +.o EN = Y N,
h=1

Fijado el tamaifio muestral de los estratos, dentro de cada uno de ellos se selecciona aleatoriamente una
muestra de tamafio n, , dondeh =1, 2, --- ,L

Los tamafios de estas muestras independientes {n1 BT | nL} forman la muestra definitiva n, es
L
decir, n = n;+ -+ N+ - +n = D n,
h=1

Para obtener buenos resultados en el muestreo estratificado, los individuos dentro de los estratos deben
ser homogéneos entre ellos y, para que no haya solapamientos, heterogéneos entre estratos. De este
modo, el error de estimacidn es inferior que en el muestreo aleatorio simple.

* ¢ |ntervalo de confianza para la media global u poblacional:

[ 2
) 1 & _ Lo s}, | muestras
I = te =| — N, .X, = z . Wi.(1-f). — n>30
(1) |:l'|'ST u] N hgl h* %Xh a/2 h§1 h- h) n, | erandes
[ 2
. 1 & _ L ) Sh muestras
I = te, |=| — N,.x, £t . Wp.(1-f,). — n<
(n) |:”ST u:| N hgl h - Xh a/2,(n-1) h; he( h) n. | pequefias
1 L L
Estimador muestreo aleatorio estratificado: fig; = X = N DNy X = DLW, X,
h=1 h=1
L 52h
Varianza estimador muestreo aleatorio estratificado: Var( ﬁST) = z Wﬁ (1 -f) . —
h=1 Ny
2
Sh

L
Error de muestreo: e = z,,,.Var(is) = z,/,- > WL (1-f). -
h=1 h

. - n
Fraccién del muestreo en el estrato h-ésimo: f, = —-
h
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N. —
Factor de correccién de poblacién finita para cada estrato: (1 - f,) = ( — n—hj = (h—th

‘o N
Peso poblacional del estrato h-ésimo: W, = Wh

En cada estrato:

Nh
. - -1
Media muestral del estrato h-ésimo: X, = — > x;,
n, =
hi=1

. - - N, —n
Varianza del estrato h-ésimo: Var(X,) = [h—Nh} . S
N« Nh

Nh
_ - 1 - 1
Cuasivarianza del estrato h-ésimo: s = > (X — X, ) =
n—-1= =1

Nh
2 72
2 (X — np-X;)
=1
- . _— N,
Peso del estrato h-ésimo en relacién a toda la muestra (afijacién): w,=—" — n, =n.w,
n

La afijacion (w,) es el reparto, explicando de qué modo se van a repartir las (n) unidades muestrales
entre los L estratos: n, = n. w,

El resultado siempre depende del criterio del reparto (w;) que se aplique.

La varianza de la media poblacional es la suma ponderada de las varianzas de los estratos:

n _ 1 ¢ _ 1 &, _
Var = Var(Xx = Var| — N,. X | = — N: . Var(x,) =
(Bg) (%) (N hzl h h} N h§1 h (%,)

1 & N, — ny 52h L 52h
YN 2R YW (- )
N v, Np Nh  h=-1 ny

Calculo del tamaiio (n) de la muestra para el estimador de la media poblacional:

_ — 1 &, [Np—=—np| sy
€, = Zgz-4 Var(figs) =12z,,5. Var(Xg) = 24,,- 3 DN |
h

2 2 2
ey 1 iNZ N, — ng Sh IR N.e, iNZ N, — ny Sh
2 N " N n 2 " N n

Z0/2 h=1 h h Za/2  h=1 h h
2 2 2
N.e s L N.e L L s
b 2 h 2 *cu 2 _ 2 h
Z4/2 h=1 Ny h=1 Zo/2 h=1 h=1 Ny
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Considerando el peso de la muestra de cada estrato con relacién a toda la muestra, es decir, el reparto o

e s . n
afijacion muestral (w,),setiene, w,=-1 — n =n.w,
n

2
LN,
N. e ) L $2 Z W Sh
. h h=1 Wh
L+ >IN, sy = D NG 5 n=

3 h* Sh h 2 2

Z,/2  h=1 h=1 n.wy, N°. e, N )
— 4+ > Ny, sh
Zct/2 h=1

e |ntervalo de confianza para el total (t) de la poblacién:

- . L L s3 muestras
(t) =| &g te, |= Ny X, + 24/5- NG .(1-f,).— n>30
() | ST T S h§1 h*h /2 h; e n) n, grandes
- . L L s? | muestras
(t) =| it te, |= N,.X, + t - NG . (1-f,). — n<30
() | Ter T h§1 h+ Xh a/2,(n-1) hZ=:1 e n) n, | pequefias
- A ) )
Estimador del total poblacional: T4 = X, = hz N, . X,
=1
L ) szh
Varianza del estimador del total: Var( T4 ) = Var( x, ST) = Z Ny . (12— f). -
h=1 h

L SZ
Error estimacién total poblacional: €r = Za/2- JVar(tg) =24, 2. Ni.(1-f,). n_h
h=1 h

El tamafio muestral (n) para estimar el total poblacional se determina despejando en el error de
estimacion total e, _y utilizando el peso de la muestra de cada estrato en relacién con toda la muestra:

L N2h )
Z Sh
n n = h=1 h
ST 2
2 ZNh Sh

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 42



U X Universidad Auténoma
|I.'.- 5

de Madrid

¢ ¢ |ntervalo de confianza para la proporcion (p) poblacional

A

- dy

L L

o —nh R
| —[ te }= W . tz . . .
” on |Gttt | 2N et

Estimador de la proporcion poblacional:

.1 . A 2) - YW 6
Bor= - (Np- By + oo+ Ny By + o+ NLB) = DWWy By
h=1

L
Varianza del estimador de la proporcion poblacional: Var(pgs) = Z

2 oM 5
h - Pn - Gy
. . . n \ 2 Ny — ny

Otros investigadores consideran: Var(pg) = E he ———— . P - dy

Error de estimacidn para la proporcion poblacional:

L

A - nh
€ = Zas2- Y Var(Ps) = 24/5- E .
En cada estrato:

1 Con atributo
= Za.h Ajh = . .
n, -1 0 Sin atributo
. L n Ny, — ny
Varianza del estimador de la proporcién de cada estrato: Var(p,) = ﬁ . Py - 4Ap
Np ANy =

La afijacion es el reparto del tamafio muestral (n) entre los diferentes tamafios muestrales de los estratos
(n,), de forma que se van a repartir las (n) unidades muestrales entre los L estratos

Hay distintos criterios para realizar las afijaciones:

= Afijacion Uniforme: A todos los estratos les corresponden el mismo nimero de observaciones
. . 1 n
muéstrales. Es decir, w, == y n, = —

= Afijacion Proporcional: Las (n) unidades muéstrales se selecciona proporcionalmente a los

tamafios de los estratos. Las ponderaciones muéstrales (w,) coinciden con las ponderaciones
poblacionales (W,):

Np ny N,

=—=W, — h,=h. —
h h
N n N
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= Afijacién de Neyman o de varianza minima: Se obtiene minimizando la varianza global sujeta ala
condicion de que el tamafio de la muestra coincida con la suma de los tamafios muestrales de los

L
N,.s
. - . . h-Sh
estratos: Min Var( X¢;) sujeto a E n,= n seobtiene: n, = w, .n=——"——.n
h=1 E:
N, .s,
h=1

= Afijacién dptima: Determina los valores de n, (nimero de unidades que se extraen del estrato

h-ésimo para la muestra) de forma que para un coste fijo C la varianza de los estimadores sea
minima.
L .
, _ . ¢, = Coste de muestrear cada unidad en el estrato h
Min Var( X) sujetoa E C,.-np=0C
C
h=1
Sumando los costes (c,, .n},) para los L estratos resulta el coste total de seleccion de la muestra

Coste total

estratificada. La expresion (n,), como en el caso anterior, se obtiene utilizando los multiplicadores de

Lagrange, y viene dada por:

Np-sn
_ . Vch €C1=C) =+ =C =¢C B Nh'sh
Np=Wp.N=—F/"—-N > Ny = ——.n
L h=1
\ Ch
2 . o 2 N
_0 Poblaciones finitas _© -n
Ox = —— > Ox= —.
n n N-1
Nh

Peso poblacional estrato h-ésimo: W, = N

. n
Peso de la muestra de cada estrato con relacién a toda la muestra: w, = —~ — n,=n.w,
n

. 2 .- n
Fraccidn del muestreo en el estrato h-ésimo: f, = N—h
h

Factor de correccidn de poblacion finita: (1 — f,) = s
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Estimadores

Estimadores insesgados

Parametros Varianzas .
Insesgados varianzas
L L 2 2
_ A _ ~ L 2 Sh . L 2 Sh
X—th XTST—ZNh-Xh Var(%, )= > Ni.(1-f).— | Var(%, )= > Ni.(1-f).—
h=1 h=1 h=1 ny h=1 ny
o N < | < - - Lo st — Lo st
X:ZWh'Xh XST=ZWh-xh Var(X.) = > Wp.(1-f).— | Var(X_ )= > Wp.(1-f).—
h=1 h=1 h=1 ny h=1 Ny
L L L L s o
a n N N, — n, R N =~ . Ph - Oy
P:ZWh'Ph pST :th'ph Var(ps-r): Zwﬁ.m.ph.qh Var(pST)ZZWhZ.(l—fh).n “1
h=1 h=1 h=1 h=1"%h h=1 h
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

s 11 ) Sedeseatomar una muestra estratificada de las personas mayores de edad de
LN un municipio, cuyos estratos son los siguientes intervalos de edades, en afios:

de 18 a 30, de 31 a 45, de 45 a 60 y mayores de 60. En el primer intervalo hay 7500
personas, en el segundo 8400, en el tercero 5700 y en el cuarto 3000.

EVAL

Calcula el tamafiio de la muestra total y su composicion, sabiendo que el muestreo se hace con afijacion
proporcional y se han elegido 375 personas del primer estrato.

b) Dada la poblacién {2, 4, 6}, construye todas las muestras posibles de tamafio 2, que puedan formar
mediante muestreo aleatorio simple, y halla la varianza de las medias muestrales de todas las muestras.

Solucion:

a) Como la afijacion es proporcional, el peso de cada estrato en la muestra es directamente
proporcional a los individuos de la poblacion correspondiente.

Si en el primer estrato, formado por 7500 personas se han elegido n; =375

8400-375
En el segundo estrato con 8400 personas se eligen n, = W =420 personas
5700-375
En el tercer estrato con 5700 personas se eligen n; = W =285 personas
3000-375
En el cuarto estrato con 3000 personas se eligen n, = W =150 personas

4

El tamafio total de la muestra es Zni =375+420+285+150 =1230 personas
i=1

Se elige 1 de cada 20 personas en cada estrato.

b) En el muestreo aleatorio simple se mantiene la probabilidad de extraccién en cada caso. Por tanto, las
extracciones deben hacerse con reemplazamiento.

El nimero de muestras de tamaio 2 que pueden obtenerse de la poblacion {2, 4, 6} son 9:
{2,2}; {2,4}; {2,6}; {4,2}; {4,4}; {4,6}; {6, 2};{6,4}y {6, 6}

Se elabora la tabla:
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Muestra Elementos Media de la muestras X; (%, -x)?
m, {2,2} 2 4
m, {2, 4} 3 1
m; {2, 6} 4 0
my {4, 2} 3 1
ms {4, 4} 4 0
Mg {4, 6} 5 1
m, {6, 2} 4 0
Mg {6, 4} 5 1
Mg {6, 6} 6 4

1S o, ,
x=§in=4 Z(xi—x) =12
i=1 i=1

La media y varianza de la poblacién son:

2+4+6 , 1% , (2-4P+(4-42+(6-47 8
3 N 4 3 3
i=1
9
1 _ 36
Media de las muestras: x =— Z =—=4
9 4 9
i=1
1% 12 4 2
Varianza de las muestras: 6> =~ Z(Yi -X)P="=— S5 o =—
5 & T g
8
i — c 3 8 4 2
Severificaque p=Xx=4; yque o, =—F—==—-—F——=,|—=,[-=—F
g 2 Ve V3T 3
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

! Una muestra aleatoria simple con reemplazamiento de 900 familias es seleccionada

Estadisticos ‘m en una ciudad formada por 24.000 familias obteniendo los siguientes resultados:
Facultativos 900 900

A Y x = 9000 D x? = 162819
i=1

i=1

Oposicionss INE

Donde x;representa el dinero en la cuenta corriente bancaria de la familia i investigada (en miles de
euros). Se desea estimar la cantidad media de dinero depositado en las cuentas corrientes bancarias:

a) Obtenga un intervalo de confianza al 95% para la cantidad que se desea estimar.

b) Se agrupan las familias de la ciudad en dos estratos de 4.000 familias de renta alta y 20.000 de renta
baja. Ademas, se sabe que la cantidad media depositada por las familias de renta alta es nueve veces la
de las rentas bajas y que las desviaciones tipicas en cada estrato son el doble de las medias
correspondientes. ¢COmo distribuiria la muestra de 900 familias entre los dos estratos de manera que el
error de muestreo sea minimo?

(Nota: Para un valora = 0,025, el valor de la distribucién normal que deja esa probabilidad a su
derecha es 1,96)

Solucién:

a) Intervalo de confianza para la cantidad media de dinero depositado en las cuentas corrientes

bancarias: IC(X) = [X * g ozs 0')4(]

Un estimador lineal para estimar la cantidad media de dinero depositado en las cuentas corrientes
n

X,=X

bancarias es la media muestral: X = ,

niz1

A~ 1 X 9000

X=X=—— X, = —— =10
Z' 900

2
. 1 900 1 900 1 90002
=" HYx>-=| Yx = —|162819 — = 81
n—1 Z i n[z ' 899 900

i=1

L2 2 8 .
V(X) = >
n

IC(X) = [10 £ 1,96x0,3]=[9,412 , 10,588 ]

b) En una ciudad de N = 24.000 familias se selecciona una muestra de n = 900 familias, formandose dos
estratos h= {1 ; 2} , €l primero con N; =4.000 familias de renta alta y el segundo con N, =20.000

familias de renta baja.

La cantidad media depositada por las familias de renta alta es nueve veces de la depositada por las
familias de renta baja (x; = 9X%;).
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Por otra parte, las desviaciones tipicas en cada estrato, respectivamente, 6, y o,, son el doble de las
medias correspondientes a cada uno de los estratos. Es decir, 6, = 2X; y 0, = 2X,.

La fijacidn que minimiza el error de muestreo establece que el nimero de elementos que forma parte de
la muestra de cada estrato viene dado por la expresion:

N, S N
N, = n. ——"— S, = cuasidesviacion tipica del estrato: S = b G,
2 i S
h=1
Se tiene,
_ _ _ N, _
o, =2% = 2(9%,) = 18, — S, = c, = 18Xx,
N, —1
c,=2%, — S,= N, c 2.
2 2 2 Nz -1 2 2
En consecuencia,
N,
18 X,
Nl sl
n=n.— =
DN, S, / L 18% + N, /
h=1
4
18Ny | i1 18 x 4000 x| 2000
- N ) N 4000 = 20000
18N, |1 + 2N, |2 18 x 4000 x | + 2x20000 x| =
N, -1 N, -1 3999 19999
= 578,592
NZ —_—
N S,
n2 = =
ZN,, S, / X, + N,
2
2 x 20000 x 0000
= 900« 19999 = 321,407

18 x 4000 x @ + 2 x 20000 x M
\ 3999 \ 19999

La distribucién de la muestra de 900 familias entre los dos estratos es n; = 579 y n, = 321
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

En una ciudad se desea estimar la proporcidn de hogares que reciclan sus envases de

: plastico. La ciudad esta dividida en cuatro barrios (A, B, Cy D) con 800, 2000, 1200y 1000
" hogares respectivamente. Se selecciona mediante muestreo estratificado con afijacién
S8 § proporcional una muestra de 400 hogares.

a) éCuantos hogares de cada uno de los barrios se incluiran en la muestra?

b) Si en el barrio B, 64 hogares de la muestra reciclan, écual es la estimacion de hogares que reciclan en
ese barrio?

c) Proporcionar un intervalo de confianza al 95% para la estimacion puntual anterior.

Solucién:

a) Total de hogares =800+ 2000 +1200+1000=5000 Muestra=400

400 n n n n
Muestreo estratificado con afijacién proporcional: ——=(0,08)= —2=—2_=_3 - _14
500 800 2000 1200 1000

barrio A: 800x0,08 =64 hogares
barrio B: 2000x 0,08 =160 hogares
barrioC: 1200x 0,08 =96 hogares
barrio D: 1000x 0,08 =80 hogares

Muestreo estratificado se aplica el 8% a cada barrio

. _ 64

b) pB—E=0,4

c) Unintervalo de confianza para la estimacion puntual del barrio B.

Nn=160 py=0,4 9=06 1-a =095 a/2=0,025 2505 = 1,96

. Bs - 6 0,4.0,6
lo.05(Pg) = |:pB + 2, %}:{0,41 1,96, W}=[0,410,O76]=[0,324, 0,476]
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

Oposiciones INE m Determine el tamafio n de la muestra que con afijacion 6ptima produzca la misma
Estadisticos ‘m precision que una muestra simple (no estratificada) de tamafo n', para estimar la
Facultati .z . .z

AcHaTes proporcién P de una cierta clase en la poblacién. Suponga en ambos casos muestreo

B =1 con reposicion y aplique el resultado a los siguientes datos con n' =1 .000. Datos:
Estratos
| I Il
W, 0,2 0,3 0,5
Ph 0r5 0'6 0’4
Solucién:

En un muesro aleatorio simple con reposiciéon de tamafio n', la varianza del estimador de la proporcién

viene dada por: V(p) = g
n

Y em un muestreo estratificado con reposicién: V(py) = D w2 PhGh

h n,
Wh v/ Ph Gh

Siendo afijacién éptima: n, = n ———F———
2 Wh /Py G
h

2
[Z Wi \/Ph qh)
dedonde, V(p,)= > wZPhdh _ 32 Ph Ih _\&
h h

Ny, n W, v Pn 9n n
Z Wi v/ Ph Gh
h

Z Wi P 4,

Con afijacién proporcional (n, =nW,) : V(py) = > W, Phlh _ h
h Ny, n

Igualando la varianza del estimador de la proporcién del muestreo aleatorio simple con la obtenida con
el muestreo estratificado con afijacién proporcional, se tiene:

thphqh ”'thphqh
$=h— — n=—h"_—— donde p= ) W,p,
n n Pq h
Estratos W, P ay W, py, W, P}, di, n' > W, py ah
| 0,2 0,5 0,5 0,10 0,05 n= —— =
Il 0,3 0,6 0,4 0,18 0,072 Pa
1| 0,5 0,4 0,6 0,20 0,12 = M = 970
Suma 0,48 0,242 0,48x 0,52
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Analogamente, igualando la varianza del estimador de la proporcién del muestreo aleatorio simple con
la obtenida con el muestreo estratificado con afijacidon éptima se tiene:

Fuis] | o(pwins)

g= — n= donde p = > W, p,
n n pq .
Estratos | W, Ph ah Wi P \ Ph O, Wh v/ Ph G
| 0,2 0,5 0,5 0,10 0,50 0,10
1 0,3 0,6 0,4 0,18 0,49 0,147
[ 0,5 0,4 0,6 0,20 0,49 0,245
Suma 0,48 0,492
2
n' W, \/phq
[Zh: nVTh “j 1.000 x 0,492>
n= = = 970
pa 0,48 x0,52

El tamafio es un poco menor que el de una muestra simple para obtener la misma precision.
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

Una biblioteca desea estimar el porcentaje de libros infantiles que posee. La biblioteca esta
compuesta de 4 salas (Norte, Sur, Este y Oeste) con 2500, 2740, 4000 y 6900 libros,

respectivamente. Se selecciona mediante muestreo estratificado aleatorio una muestra del 5%
de los libros con afijacién proporcional.

a) éCuantos libros, de cada una de las salas hay en la muestra?

b) Si en la muestra de la sala Sur hay 30 libros infantiles, ¢ Cual es la estimacion de la proporciéon de libros
infantiles en esa sala?

¢) Para un nivel de confianza del 90%, obtener el error maximo cometido con la estimacion puntual
anterior. Justificar las respuestas.

Solucién:

Norte: 2500x0,05 =125 libros
Sur: 2740x0,05=137 libros
Este: 4000x 0,05 =200 libros

Oeste: 6900x 0,05 = 345 libros

a) Con afijacion proporcional la muestra es el 5% de cada sala

n 30
b) Psyr = E =0,219

. _— . Psur - As
c) Intervalo de confianza para la estimacién puntual: 1, 44(ps, ) = [psur = - ==
’ n

n=137 pg, =0,219 §s, =0,781 1-a =090 a/2=0,05 zy05 = 1,645

Psur - G 0,219 . 0,781
Error de estimacion: e=z,,, = TS 1,645 \/ —_—

=0,0581
n 137
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

Se realiza un estudio sobre el tiempo de reaccion de los conductores ante un imprevisto. Se
considera una poblacion de 10000 conductores, de los cuales 5000 tienen una antigiiedad
superior a 10 aios, 3000 tienen una antigliedad entre 3 y 10 afios y el resto tienen una
antigliedad inferior a los 3 anos.

Se selecciona una muestra de 500 conductores mediante muestreo estratificado con afijacién proporcional.
Se pide, justificando la respuesta:
a) ¢Cuantos conductores de cada uno de los estratos mencionados anteriormente se incluirdn en la
muestra?
b) En los conductores con una antigiiedad de menos de 3 afios que resultan elegidos en la muestra,
se observa que el tiempo medio de reaccién es de 1,2 segundos. Supuesta que dicha variable tiene

una distribucién normal de desviacioén tipica 0,3, proporcionar un intervalo de confianza al 95%
para el tiempo medio de reaccién de estos conductores.

Solucién

a) Muestreo estratificado con afijacién proporcional: ﬂ=(0,05)= M _ M _ M
10000 5000 3000 2000

n, =5000.0,05 =250 conductores de antigliedad superior a diez afios
n, =3000.0,05=150 conductores de antigliedad entre tres y diez afios
n, =2000.0,05=100 conductores de antigliedad inferior a tres afios

b) Intervalo de confianza para la media p de una distribucion normal N(p, 0,3)
n=100 X=12 1-a=0,95 a=0,05 o/2=0,025 zg05 = 1,96

c 0,3

lo05(p) = [7 + 2, W} = [1,2 + 1,96 m} =[1,2 £ 0,059] = [1,141,1,259
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

»  Una compaiiia aseguradora quiere analizar el importe de las multas anuales de trafico en
-*" una ciudad con 9.000 conductores. El estudio se realiza clasificando la poblacién en tres

G J # __ estratos, tomando muestras aleatorias simples en cada uno de ellos.
Los datos obtenidos fueron:
Estratos Tamaiios Tamaiios Medi.a muestral de Varianza muestral
poblacionales | muestrales sancu?nes ar‘1uales (euros?)
Menores de 30 afios 4.000 120 260 40.560
Entre 30y 50 afios 3.000 90 185 127.670
Mayores de 50 afos 2.000 60 190 60.900

Utilizando un 95% de confianza:

a) Estimar el importe total del importe de sanciones al afio entre los menores de 30 afios, reflejando el
error de muestreo cometido.

b) Tamafio muestral necesario para estimar el importe medio de sanciones anuales entre los
conductores mayores de 50 aiios, con un error de muestreo de 60 euros.

c) Mediante un intervalo de confianza estimar el importe anual de sanciones por conductor.
d) En caso de duplicar el tamafio muestral, realizar el reparto por estratos en la nueva muestra segun
diferentes criterios, indicando el reparto mas eficiente.

e) Tamano muestral necesario para que la estimacién entre 30 y 50 afios tuviera un error de muestreo

inferior al 8%. ¢ Cual seria el tamafio muestral apropiado si un andlisis anterior indica que seria al menos
del 60%?

Solucién:

a) Sea la variable aleatoria X = "Importe de sanciones anuales por conductor"

Se quiere estimar un total poblacional dentro del primer estrato. En consecuencia, el estimador es el
gue corresponde a un muestreo aleatorio estratificado.

A

X; = N;.Xx; = 4.000x260 = 1.040.000 euros

con un error de muestreo estimadoen e, = z,,/,. 0, \/ " (24,2=120025 =1,96)
1

4.000 x (4.000 — 120
e, = 1,96 x \/40.560 « \/ d 20 ) _ 141.958,13 euros

b) Elimporte medio estimado de las sanciones anuales en el tercer estrato, con un error de muestreo
de e,, = 60 euros viene dado por:

2 2
z .o02. N 2
no e MNs 1,96 g 60.900:2.000 62,94 = 63 conductores
N'eus + Z%/2- O3 2.000 x60° + 1,96 x 60.900
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c) Para estimar el importe medio de sanciones por conductor de la ciudad se utiliza el estimador de la
media total en el muestreo estratificado. Por tanto, el intervalo de confianza adecuado es:

2

- 1 < _ L Sh N ny,
I(ur):[xSTietST}: ﬁZNh.thrza/z.\/ZWﬁ.(l—fh).n— wh:Wh fh:N_
h=1 h=1 h h

. _ 1
X;. = = > N,.X, = ——— (4000 x260 + 3.000 x 185 + 2000 x190) = 219,44 euros
'STON.< 9.000

3 s 4.000 120 40.560
s . 2 _ h . _ .
Var(xTST) = E Wp.(1-f). —= (—j X (1 4.000) X +

h=1 n, 9.000 120
2 2
N (3.000} ) (1— 90 j 127670 [z.ooo) ) (1_ 60 j L 80900 _ ey
9.000 3.000 90 9.000 2.000 60

€r = Zas2- /Var()“(TST) = 1,96 x,/ 266,271 = 31,98 euros

I(n,) = [ 219,44 + 31,98 | = [187,46 , 251,42]

d) Para duplicar el tamafio muestral hay que al peso de la muestra de cada estrato con relacion a toda la
N

muestra: w, = — — n,=n.w,
n

3
El tamafio muestral actual es: n = Znh = 120 + 90 + 60 = 270 conductores
h=1

Al duplicar esta cantidad, el nuevo tamafo muestral serade: n = 2 x 270 = 540 conductores
Que se deben repartir entre los distintos estratos: n, = n . w, = 540 x w, , con los criterios de
afijacion w,

e . 1 1 540
« Afijacion uniforme: w;, = [~ 3 h=1,2,3 - n;=n,=n; -3 180 conductores

En cada estrato se tomaria una muestra aleatoria de 180 conductores.

N 1 N
o Afijacion proporcional: w, = > = = h=1,2,3 - n,=-0.n
N 3 N
N 4.000
n=-L.n-= x 540 = 240 conductores
N 9.000
N 3.000 N 2.000
n,=-2.n= x 540 = 180 conductores n; = —>.n = x 540 = 120 conductores
N 9.000 N 9.000
N, .
« Afijaciéon de Neyman o varianza minima: w,, = Lh—ch h=1,2,3 n,=n.w,=540.w,
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3
ZNh.ch = 4.000 x ,/ 40.560 + 3.000x ./ 127.670 + 2.000 x ,/ 60.900 =2.371.067,21
i=1

N, .o, 4.000 x ,/ 40.560
ng =540. ————— = 540« = 183,47 = 184 conductores
2.371.067,21
ZNh . G}
i=1
N, . 3.000 x ,/ 127.670
n, = 540. 31—61 = 540« X = 244,13 = 244 conductores
2.371.067,21
ZNh . G}
i=1
N, . 2.000 x ,/ 60.900
Ny = 540. 5121 = 540, - = 112,41 = 112 conductores
2.371.067,21
ZNh . O}

Es el reparto mas eficiente, pues minimiza la varianza del estimador.

e) Se trata de estimar una proporcidn en un muestreo aleatorio simple (interior del segundo estrato). El
tamaio muestral necesario para obtener un error inferior a e,, = 0,08 esuna cantidad superior a la

que se obtiene mediante la férmula:

2
z .N,.p,.q
n= o/2' 272" 72 sin informacién, p, = q, = 0,5 maxima variabilidad

e%z.(N—1)+z(21/2. p, -Q,

1,96%x 3.000 x 0,5 x 0,5

5 5 = 142,96 = 143 conductores
0,08°x 2999 + 1,96° x 0,5 x 0,5

conloque, n =

Cuando un analisis anterior indicaba que p, > 0,6 setoma p, =0,6 y q, =0,4, siendo el tamafio
muestral necesario:

1,96%x 3.000 x 0,6 x 0,4

n= 5 5 = 137,50 = 138 conductores
0,08°x 2999 + 1,96 x 0,6 x 0,4
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Las granjas de una provincia castellana se dividen en cuatro categorias segun su especie.
*¥ El nimero de granjas en cada categoria es de 80, 40, 50 y 10.

Un estudio para estimar el total de vacas productoras de leche en la zona genera una muestra
estratificada de 28 granjas se refleja en la siguiente tabla:

Total de vacas

Categoriall 60,45,70,45,50,55, 100, 35, 54, 76
Categoria ll 160, 148, 90, 140, 95

Categoria lll |25, 20, 22, 30, 33, 15, 24, 16, 95, 80
CategorialvV |16, 10, 25

Con un 95% de confianza, estimar el total de vacas productoras y el error de la estimacién del total
poblacional.

Solucién:

Para estimar el total de vacas productoras de leche en la zona se realiza una estratificacion, dividiendo
las granjas en cuatro categorias o estratos con tamafios, respectivamente, N, =80, N, =40, N; =50
y N, =10.

De cada uno de los estratos se selecciona una muestra de tamafios, respectivamente, n, =10, n, =5,

n; =10y n, =3.
Ny = 80 N, = 40 N3 = 50 Ny=10
60 4570 4550 160 148 90 25 20 22 30 33 16 10 25
55 100 35 54 76 140 95 15 24 16 95 80
n,=10 n,="5 ny=10 n,=3
n 10 n 5 n 3
=—L1=—"=0,125 f,=-2=—=0,125 f3=n_3=ﬂ=0'2 f,=—4==2-0,3
N, 80 N, 40 N; 50 N, 10
1-f =0,875 1-f,=0,875 1-f,=0,8 1-f,=0,7
10 5 10 3
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
X, = — X;p =59 X, = — Xop, = 126,6 Xy = — X;, = 36 X, = — X, = 17
17 70 1h 2 5Zzh 3 102.% 4 3Z4h
h=1 h=1 h=1 h=1
Np
Cuasivarianzas muestrales (estimador insesgado 2 1 - \2
. . ) Sh:—z(xhi_xh)
de la varianza poblacional): (n, - 1) —
1 & 1S
2 _ 1 _eg) — 2 _ 4 o 2 _
st =5 D (xy-597 = 32,11 =1 D (x5-126,6) = 1022,8

i=1 i=1
5 1 10

2 2 _ 1 a2
;(XZi 126,6) =10228 5} = D (x5-36) = 780

i=1

SR
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Estimador total de vacas productoras de leche:

4
tg =% = > Ny.X, = 80x59 +40x126,6 + 50x36+ 10x17 = 11754 vacas
h=1

Varianza del estimador del total de vacas productoras:

32,11 1022,8

= 80% x 0,875 x + 40%« 0,875 «x

sh
— +
h

4
Var( i) = > Ni.(1-f,).
h=1 n

780

+50%x 0,8 x o >7

+ 10%x 0,7 « 3 461.695,6

Error de estimacion del total de la poblacion de vacas, con una confianza del 95% (tg 55 57, =2,052):

€ = tasz, -y Var(Fs) = 2,052../461.695,6 = 1.394,29
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

El INE realiza un estudio sobre el salario mensual en euros de 20.000 trabajadores del
sector industrial de una provincia. Los trabajadores fueron clasificados por grupos de
edad, seleccionando una muestra aleatoria simple en cada uno de los grupos, anotando
= el nimero de contratos fijos.

Los datos recogidos fueron:

Estratos de Total de Empleados Media salario | Varianza salario | Contratos fijos
o . muestral muestral muestreo de
edad (afios) | empleados | analizados
empleados empleados empleados
18-30 6.000 1.400 1.400 145.161 612
31-49 10.400 2.280 1.850 123.904 1.420
50-65 3.600 1.320 2.200 164.025 1.118

Con una confianza del 95% se desea obtener:

a) Estimacion del salario medio de los 20.000 trabajadores del sector industrial y error de muestreo. ¢Es
eficiente el reparto muestral entre los grupos de edad?.

b) Intervalo de confianza de la cantidad total mensual percibida entre los salarios de los empleados de
mediana edad.

¢) Proporcion de trabajadores con contrato fijo y error de muestreo cometido.

Solucién:

a) Sea la variable X = "Salario mensual de un empleado del sector industrial", donde x;, = salario
mensual del i-ésimo empleado del estrato h.

Como se trata del salario medio global, el estimador del muestreo aleatorio estratificado es:

3
N
n - h . -
Wer = E W, . X, ,siendo W, = N la ponderacidn del estrato h-ésimo, con lo cual:
h=1

N N
w, = M 6000 . szz

10.400 N
20.000 2

— 0,52 W, = 3.600
20.000

3
N  20.000

0,18

W, .x, = 0,3x1.400 + 0,52x1.850 + 0,18x2.200 = 1.778 euros

b ==
9
I
M- =|

>

=1

Error de muestreo:

L 52

2 h

€, = Zg/2- \/ > Wp.(1- fh).n— L=3, z4/;= Zggs= 1,96, f; = —
h=1 h

sustituyendo, resulta:
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3 s} 1.4 145.161 2.2 123.904
Zwﬁ.u—fh).—":o,szx(l— .ooj. >-16 +0,522x(1— '8°j. 3.904
h=1 ) 6.000 )  1.400 10.400 ) 2.280

= 21,085 euros

+0,18% « (1

e, = 1,96x ./ 21,085 = 9 euros

Para obtener el reparto muestral mas eficiente hay que emplear el criterio de afijacion de Neyman o de
varianza minima. Observando si los tamafios muestrales que hay en cada estrato coinciden con los que
proporciona este criterio.

1320\ 164.025
3.600 ) 1.320

N, -sp
S —
E N, .S
h=1

3
ZNh-Sh = 6.000 x ,/145.161 + 10.400x ,/123.904 + 3.600 x ,/ 164.025 = 7.404.800
h=1

Con el criterio de afijacién de Neyman o de varianza minima: n, = w,. n =

3
n = »'n,=1400 + 2.280 + 1.320 = 5.000 empleados
h=1

6.000 x ./ 145.161

n, = x 5000 = 1.544 empleados
7.404.800
10.400 x / 123.904
n, = x 5000 = 2.472 empleados
7.404.800
3.600 x ,/ 164.025
n; = x 5000 = 984 empleados
7.404.800

En consecuencia, el reparto muestral ofrecido no es el mas eficiente.

b) Para construir un intervalo de confianza de la cantidad total mensual percibida por los empleados de
mediana edad se utiliza la férmula correspondiente a un muestreo aleatorio simple aplicado al segundo
estrato.

|(TZ)=|:%2 te

2

_ S
}z N,.X, + za/z.\/sz.(l—fz).—Z
n,

2

s
Varianza del estimador del total segundo estrato: Var( 1,) = N22 (1= 1), 2
n,

n N, — n
Factor de correccion de poblacién finita segundo estrato: (1 - f,) = (1 - N_Zj = (%J
2 2

Por tanto,
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s5 , ( 2.280) (123.904
1- N

Var(i,) = N&.(1-f,).—= =10.400% = 4.589.230.260
n 10.400 2.280

2

I(7,) = | 10.400x1850 + 1,96 ./ 4.589.230.260 | = [19.107.222,04 , 19.372.777,96 ]

c) La estimacion de la proporcion poblacional de empleados con contrato fijo en un muestreo estratificado

3
viene dada por: psr = psr = . Wy, . Py,
h=1

3
G- S W, p, - [6.000 j{ 612 j N (10.400}(1.420) . (3.600 jx(mlsj _ 0,607
= 20.000 ) | 1.400 20.000 ) 2.280 20.000 ) (1.320

El error de muestreo de la proporcién poblacional:

L

= h — N A o
€psr = Zas2- Vvar(pST) = Zaj2- Z .nh (N,—-1) +Pr A

h=

Siendo, W, = 0,3 W, = 0,52 W,=0,18

612 1.420 1.118
=—-<-0,4371 q, =0,5629 =="-0,6228 q,=0,3772 ==—""-0,8469 q,=0,1531
P1= 1200 91 P2 =3 280 % P3=1320 9s

La varianza del estimador de la proporcidn poblacional sera:

3
n Np—n A om 6.000 — 1.400
Var(ps) = E wi.—2 _* 5 .§, =03« x 0,4371 x 0,5629 +

— " g (N-1) 1.400 x (6.000 — 1)
10.400 — 2.2 . - 1.32
+ 0,52% & 0.400 80 0,6228 x 0,3772 + 0,18« 3.600 320 | 0,8469 x 0,1531 =
2.280x(10.400 — 1) 1.320x(3.600 — 1)
=0,000035899
Para otros investigadores:
3
N, — n, 6.000 — 1.400
Var(pe) = wi.,.——" . p .4, =0,3° 0,4371 x 0,5629 +
ar(Psr) hz "N, (n,—1) Pr X 6.000x(1.400 — 1) | X
+ 0,522 x 10.400 - 2.280 0,6228 x 0,3772 + 0,182 x 3.600 - 1.320 0,8469 x 0,1531 =
10.400 x (2.280 — 1) 3.600x(1.320 — 1)

= 0,000035914
& = Za/2- J Var(ps) = 1,96 x+/0,000035899 =0,0117

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 62



U X Universidad Auténoma
i de Madrid

POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

Una ciudad monumental tiene 10.000 habitantes que viven en tres zonas (antigua,

~ comercial y residencial). Para analizar la edad de los habitantes, se toma una muestra
. respetando la proporcidn poblacional de cada uno de los estratos, obteniéndose los
siguientes datos:

Edad de los habitantes
Zona antigua 75,55,62,64, 40,49, 35,37, 24
Zona comercial 27,52, 46, 33, 57
Zona residencial 28,72,52,48, 24, 64, 34,53, 30, 45

Se desea conocer:
a) Estimar la edad media de la ciudad y el error de muestreo cometido.

b) Tamafio de la muestra, con una confianza del 95% , cuando el error de muestreo no puede superar
los cuatro afios. Hacer el reparto correspondiente entre los estratos.

Solucién:

a) Sea la variable X = "Edad de los habitantes de la ciudad"

3
La edad media de la ciudad viene dada por la expresién: Xs; = E Wy, . X,

h=1
1
Las medias dentro de cada uno de los estratos: x, = — me
hi=1
9 10
1 ) 1N ) 1 <
X, = — qu = 49 afios X, = — inz = 43 afios X3 = — X;3 = 45 afios
9= > T 10 /=

Al tener los estratos muestrales la misma proporcion de la proporcion, se tiene:

N, ny
N n
Por tanto,

3
n=)n,=9+5+10 =24

h=1
n n n
w,=12 -2 5375 w, =125 _ 008 wy=3 =29 _ 5417
n 24 n 24 n 24

N, = 10.000x 0,375 = 3.750 N, = 10.000 x 0,208 = 2.080 N; =10.000x0,417 = 4.170

En consecuencia,

3
¥r = ) W,.% =0,375x49 + 0,208x43 + 0,417 x45 = 46 afios
h=1
La edad media es de 46 aiios.
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Error de muestreo:

L s} n
2 h h
€= to/a n 1) 4 2 Wa-(1-f). — L=3, tgoos, 23= 2,069, f, = —
h=1 ny Np
1 <
Cuasivarianzas muestrales de cada estrato: s} = ﬁ Z:(xih - X, )
Mh = 43
1 9 1 5 1 10
=2 Z 4972 = 269 2 ; Z 37 =1605 s} =" Z(x,3 45) = 254,22

i=1

n
Factor de correccion de poblacién finita: (1 — f,) = (1 - N—hJ
h

(1-1,)

(1 - Lj = 0,99760 (1-f,) = (1 — L) = 0,99759
7 080

(1-f3)

[1 - —j = 0,99760
0

Varianza del estimador de la media global:

3 s} 2 1
Var(X_) = 3 W2.(1-f,).— = 0,375 x 0,99760 x 89 | 0,208 x 0,99759 «x 60,5
n

h=1

+

h
254,22

+ 0,417% x 0,99760 «

Error de muestreo: e, = tg g5, 23 - /Var(iST) = 2,069 x 4/ 9,9884 = 6,5389 afios

. 100 = 14,215%

=9,9884

Error de muestreo en porcentaje: % e

b) El tamafio de la muestra viene dado por laférmula: n =

con un error de muestreo e , = 4 afios, siendo z,,, = Zj 5 = 1,96

= x 269 + x 160,5 +

x 254,22 = 24.026.874.000
0,375 0,208 0,417

i & 3.750° 2.080° 4.170°
h
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N.el 2 10.000%« 42
——2 4+ 3 Np.sh = ———5— + 3.750 x 269 + 2.080 x 160,5 + 4.170 x 254,22 =
22, woh 1,96
- 562.607.162
, 24.026.874.00
Finalmente, n = = 43 personas
562.607.162

En consecuencia, para cometer un error de muestreo no superior a 4 aios (inferior al obtenido con los
datos facilitados) habria que aumentar el tamafio de la muestra en (43 — 24 = 19 personas).

Para repartir las 43 personas entre los tres estratos se utiliza el criterio de afijaciéon proporcional
Ny
W, = — — h,= n.w,,resultando:
n
n,=n.w,; = 43x0,375
n,=n.w, = 43x0,208
n;g=n.w; = 43x0,417

n

16 personas

I

9 personas

IR

18 personas
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Oposiciones INE a En una poblaciéon de N =24 unidades dividida en dos estratos del mismo tamario se
Extadisticus ‘m obtiene una muestra estratificada que proporciona los siguientes valores:
Facultativos

E Estrato 1: (3;2; 4) Estrato 2: (6; 4;5)

Se pide:

a) Error de muestreo oy, siendo X = th . X
k

b) Error de muestreo G4, que se hubiera obtenido sin estratificar la poblacién con un esquema sin

reposicion y probabilidades iguales, utilizando los resultados obtenidos con la muestra estratificada.
¢Cudl es la ganancia de precision expresada en porcentaje?

c) Suponiendo ahora que, en un momento aleatorio simple, los datos muestrales del estrato 1
corresponden a la variable auxiliar que se supone relacionada con la anterior, estimar el valor aproximado
de la componente sistematica del error debido al muestreo al utilizar un estimador de la razén.

Solucion:

a) ElIntervalo de confianza para la media global poblacional:

X 1 L 3 L s3
I(u)=[u5Ti e“:l= = 3Ny Xy t zg/5.,] O Wh.o(1-f,). — | L=2 estratos
N h'=1 h=1

Nh
ny 1 3
Siendo: w, = — > w,=w,=— , f,=f,=— , n,=n,=3
h n 1 2 2 1 2 12 1 2
1 1 <
Cuasivarianza del estrato h-ésimo: s? = Z(xih ~-X,) = Z(xizh - n,.x}p)
nh_l i=1 nh_l i=1
1 < 1< 1
Estrato 1: (3;2;4) — s2 = X4 - n,.x2)= —— X3 —n,.%x2)==(29-27)=1
B:2i4) > st = T QOG- ) = g7 DG me ) = 5 (29-27)
1 < 1 < 1
Estrato 2: (6;4;5) — s> = x5 — n,. X)) = —— x5 — n,.X2)==(77-75)=1
( ) 2 n2_1;(lz 1-"2 3_1;(& 1% 2( )

2 s2
var(X ) = > wh.(1-f,).— = I B P P
ST — n, 4 12 3 4 12 3

El error de muestreo: 64 = /0,125 = 0,35

b) J.N.K. Rao relaciona la varianza en muestras aleatorias simples con resultados obtenidos en muestras
estratificadas: :

L Nh
" N — 1 |1 N _ _
V(x) = S 2, - Xy — X7 + V(Xsr)
n Nh=1nh i=1
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2 2
_ 1 _ _ 1
XST:N ENh.xhz Ewh.xh=5(3+5)=4
h=1 h=1

2 Ny, & 12
DD k=S [F 224 474 60 4%+ 5| = 424
h=1"h 1 3

<>

(x) = | 2281 2 11 442 s0125] =23 0,23
24 -1) 6 |24 184

En consecuencia, con la estratificacidn la ganancia en precision es del 23%.

c) El sesgo del estimador de razén, en un muestreo aleatorio simple, utilizando los valores muestrales de
la variable X como caracteristica de estudio y la variable auxiliar Y, viene dado por la expresion::

2 =2 -
R -1 y.—n.y 1 X.Y;—n.X.y - X
B=(1-f).R 32' —__Z' ' siendo R=é
y> n.(n-1) X.y n.(n-1) y
3 6 18 36 ¥
n 3 n x 3
f=—=—=0,125 R=—=—-=0,6
2 4 8 16 N 24 v 5
4 5 20 25
3 3
D x.yi=46 Y yi=77
i=1 i=1
A 1 77 -3.25 1 46-3.3.5 7
B=(1-0,125).0,6 | —. - . = —— = 0,00117
25 3.2 3.5 3.2 6.000

sesgo practicamente nulo.
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Oposiciones IME a!, En una determinada localidad de 500 viviendas se desea hacer un estudio sobre el
Estadisticos "m habito de fumar entre las personas mayores de 16 afios. Para ello se estratifica la
s 1 poblacién en dos estratos, en el estrato | (estrato viviendas de clase alta) se encuentran

E — clasificadas 200 viviendas, mientras que en el estrato Il (estrato de

viviendas de clase baja) existen 300 viviendas. En cada uno de los estratos se selecciona una muestra
aleatoria de 5 viviendas.

La tabla arroja los siguientes resultados:

Estrato 1

Viviendas en la muestra 1 2 3 4

Ndmero de personas mayores de 16 afios 4 3 2 1 2
Ndmero de fumadores menoresde 16afios 1 1

Estrato 2

Viviendas en la muestra 1 2 3 4

Ndmero de personas mayores de 16 afios

NuUmero de fumadores menoresde 16afios 3 3 1 2

Se pide:
a) Estimar la proporcidn total de fumadores, entre las personas mayores de 16 afos, en la localidad.
b) Calcular el error de muestreo de la estimacion anterior.

Solucion:

a) Se trata de un muestreo estratificado, donde la unidad primaria de muestreo es la vivienda o
conglomerado de personas. Al no realizarse submuestreo de personas, en cada estrato se aplica un
muestreo aleatorio simple de conglomerados sin submuestreo.

Para cada vivienda de la muestra se obtiene un apareja de datos:

X;;, = humero de fumadores > 16 afios, en la vivienda i-ésima del estrato h

Yin

numero de personas > 16 afos, en la vivienda i-ésima del estrato h

Un estimador consistente de razén R es: R = , siendo X e Y estimadores insesgados de X e,

<3| X»

respectivamente, que se obtienen mediante un muestreo estratificado.

L
D Ny,

L L <
a _ A _ ~ X h=1
X=EN.x Y=EN.y R= = ——
h=1h h h=1h h v L -
ENh.yh
h=1
1< 4 1% 11
Y:—Ex.:—:0,8 Y:—Ex-:—:2,2
1 5i:1|1 5 2 5i:1|2 5

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 68



UA Universidad Autdmoma M
de Madrid

ulm kK

5 5
_ 1 Z 12 _ 1 Z 22
= — g = — = 2’4 = — iy = — = 4’4
y1 5 i:1YI1 5 yZ 5 i:1y|2 5

2
* %h
- h=1 200.0,8 + 300.2,2

R= "1 = = 0,455 ~ 46%
_200.2,4 + 300.4,4

Los fumadores en la poblacién son el 46%

2 A
. O

<N
I
N
=
s

xv]

n A 1r. n
b) Lavarianza se estima mediante: V(R) =~ ?—2[0)3( + R

Estrato 1: Personas menores de 16 ainos

Xi1 Xi21 Xi2 Xi22
1 1 3 9
1 1 3 9
0 0 1 1
1 1 2 4
1 1 2 4

dYxp=4  YxA=4  Dx,=11  Yxi=27
X, = 0,8 X, = 2,2
1 1

Np Nh
Cuasivarianza del estrato h-ésimo: s? = Z( X — X, ) = Z( X2 — Ny Xp)
-1 -1

Nh
1 _ 1
s2 = Y (% - n,.%)=——[4-5.08]=0,

Nh
1 1
2 2 =2 2
S5 = X, — Np.X,)=——127 -5.2,27| = 0,7
: nz_li;( B %)= oo | ]

N, =200 N,=300 n,=n,=5

L
&% = ZNh(Nh— n,)ss = 200.(200 — 5).0,2 + 300.(300 — 5).0,7 = 69.750
h=1
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Estrato 1: Personas mayores de 16 afos

yil y|21 yi2 y|22
4 16 5 25
3 9 6 36
2 4 4 16
1 1 4 16
2 4 3 9
Zyil =12 ZY121 = 34 Zyiz = 22 Zyizz =102
71 = 2r4 72 = 4r4

Nh

1 » 1

s2 = > (yfl—nh.yzl)=—[34—5.2,42]=1,3
n,—1 & 5-1

Nh
2 1 2 =2 1 2
2 = 2 _n.y2) = ——[102 - 5.4,42] = 1,3
R iZ;(Y.z h-¥2) 5_1[ }

L
&% = ZNh(Nh— n,) st = 200.(200 — 5).1,3 + 300.(300 — 5).1,3 = 165.750
h=1

L
. a2 _ 2
Covarianza Personas Gy ; = E N, (N, = ng) sph
h=1

Estrato 1: Personas

Xi1 Yia Xi1 - Yia
1 4 4
1 3 3
0 2 0
1 1 1
1 2 2

dDxu=4  Dyu=12 D x;.y, =10

Y1=0,8 Vl=2'4
5 1 _ _ 1 i o
Sty = Z(xih—xh).(vih—vh) = inh-Yih— NheXph - Yh
1 "“ 1
Si1= qu-Yu_nrYer =T _ 1 (10_5‘0'8°2’4)=0'1
nl_ 1 — 5-1
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Estrato 2: Personas

Xi2 Yi2 Xi2 - Yi2
3 5 15
3 6 18
1 4 4
2 4 8
2 3 6
Xy = 11 2V =22 XXV, = 51
X, = 2,2 y,=4,4

2
Y= > N,.V,= 200.2,4 + 300.4,4 = 1.800
h=1

Mh

1 - 1

$2, = D Xip V- Ny %V, | = ——— (51 - 5.2,2.4,4) = 0,65
n,— 1 | & 5-1

L
&% ¢ = ZNh(Nh— n,) s, = 200.(200 — 5).0,1 + 300.(300 — 5).0,65 = 61.425
h=1

Varianza estimada:

<>
>
Q
IS
1
o>
>N
+
>
N
o>
<N
I
N
=
o>
>
<
L1
I

1
1.8002

[69.750 + 0,455%x 165.750 — 2x0,455 x 61.425} = 0,0149

Error de muestreo de R: 6ﬁ =,/0,0149 = 0,122
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MUESTREO POR CONGLOMERADOS

El muestreo por conglomerados es una técnica utilizada cuando en la poblacién estadistica hay
agrupamientos "naturales" relativamente homogéneos.

Su utilizacion se justifica por razones econdmicas (coste, tiempo y recursos).
La poblacién total se divide en estos grupos o clusteres.

El muestreo por conglomerados se diferencia del muestreo aleatorio simple en que las unidades
muestrales son conglomerados de individuos.

El muestreo por conglomerados se diferencia del muestreo estratificado en que los grupos (estratos)
deben ser homogéneos dentro de ellos y heterogéneos entre ellos.

En esta linea, dado un tamafio muestral fijo, la técnica de conglomerados ofrece resultados mas precisos
cuando la mayor parte de la variacién en la poblacién es dentro de los grupos y no entre los grupos.

Es deseable que cada grupo (cluster) de conglomerados pueda reproducir las diferencias poblacionales
(heterogeneidad dentro) y que entre los conglomerados las diferencias sean pequefias (homogeneidad
entre).

El muestreo por conglomerados tiene dos etapas:

Muestreo por conglomerados en una etapa (monoetapico): Las unidades muestrales son grupos
completos de unidades elementales.

Muestreo por conglomerados en dos etapas (bietapico): Dentro de cada conglomerado (unidad
primaria) se realiza una segunda seleccion de unidades ultimas o submuestreo.

CONGLOMERADOS: Lapoblacién U = {1, --- , k, ---, N} se divide en M subconjuntos

M
{Up, ==, U, -+, Uy | llamados conglomerados: U = _Ului , UNU; =0 i=]
|1 =

Poblacién CONGLOMERADOS
EEAAETTEREEALE
$ifiiiirsssxrx| M conglomerados U;
TEEALAAAATLALT
EEERRERERTLRES Eiiiii]
T A m
AXTTEERTAAS AL TAETTEE
EARAREAXALREAR ’ see il eee conglomerados
EXXTAEERERERER EEELRER
EEXTERRENLTLALL LEETETE
EEETEANARILALL TETEREE
TEXEEERERLRAEL Ttk
EEEEERERRELAER
EEEERTERERiiEE Ni
Tamaiio N [
Tamafio promedio
= - ] Si no se conoce el tamafio del conglomerado
Tamafio promedio B 4c los conglomerados de |a en la seleccion:
s | del conglomfe'rado poblacién, el tamafio medio =
en la poblacion: poblacional se puede estimar m
N = N a partir de los tamanios de los
M conglomerados que forman
- la muestra.

M = Numero de conglomerados en la poblacion
m = Numero de conglomerados seleccionados
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M
El nimero N, de unidades del conglomerado i-ésimo es el tamafio del conglomerado: > N, = N,
i=1

donde N es el tamafio de la poblacién U.

Se eligen m conglomerados, siendo ( n ) el nimero de conglomerados seleccionados mediante muestreo
aleatorio simple :

N Individuo j-ésimo que
Mm6E

conglomerado

se encuentra dentro del
i-ésimo conglomerado.

N;
Total del conglomerado i-ésimo: t; = E Xij L |
j=1 "
N-:
- 1 m i 1 m 1 m _
Xe= — 2 2 x5 = — 2 t = — 3 Ni-X
E=ey =i N j="1 0=
o . ... = N
Tamaio promedio del conglomerado en la poblacién: N = v
o . . — N
Tamaio promedio del conglomerado en la selecciéon: n = —
m

. m
Fraccién de muestreo conglomerados: f = v

M-m

Factor correccién poblacion finita: (1 — f) = v

Total del conglomerado i-ésimo: t,

i-ésimo conglomerado y el j-ésimo individuo

XC:

1
n

2

=1

J

N;

1

S|

m
t
=1
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¢ ¢ |ntervalo de confianza para la media poblacional:

I(p) = [ﬁc - eu] = {% 2N X Za/Z'J%'(M%j'SE}
i—1

N;

S|

Estimador puntual: [i. = X, = X =

i=1j=1

. . =, 1 M-m m M-m
Estimador de la varianza muestral: Var(X;) = —— . [ j .St = — - (—j . s%
m.n

El estimador de la varianza es asintéticamente insesgado, mejora cuando el tamario de conglomerados
es grande.

El sesgo disminuye cuando los conglomerados son de tamafio parecidos: N; = --- = N; = - = N

Cuando el nimero de conglomerados seleccionados es pequeiio se utiliza la distribucion t de Student con
(m — 1) grados de libertad.
L _ m M-m 2
N..x. = t qy A - |— .5
i; i M a/2,(m-1) \/ nz ( M j C :|

(p) =% *e,]= [
¢ ¢ |ntervalo de confianza para la media poblacional por conglomerados:

,\ 1 & M M-m
|(u) = |:HC + eu] = |:; ZNI'Xi + ta/2,(m—1)‘\/ N_2 (T)S%]

i=1

=

N — 1
Estimador puntual: fic = X, == > N;.x,

Tamafio promedio del conglomerado en la poblacién: N = %

Estimador de la varianza:

— 1 M-m 2 1 M-m 2 M
Var(xc):mﬂz.( v j.sc: Nz'( j.scz—z.
m.—

M_
(_’“j &
m

<
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- M M-m
Error de muestreo: e, = t,,; (m_1)-4 Var(Xe) = ta/Z,(m—l)'\/_ . (—j . 82

m
L 21 2 - \2
Cuasivarianza entre conglomerados: sg = —— > Ni.(x;— X¢)

m-1,;>23
2 2 2
ta/Z,(m—l)' M . SC

Tamafio de la muestra: m = R 5 -
€ N+ /5, (m-y- M. sc

. M M-m
Se despeja del error de muestreo: e, = t, ;5 (m-1)- \/ N (—j . S

2 2 2 2
e, -N".m =1t/ (m-9)- M.AM-m). st

2

2 2 2 2 2 2
e”.N .m + tcL/Z,(m—l)' M.m.SC = ta/Z,(m—l)' M . SC

2 2 2
I ta/Z,(m—l)' M. s¢

2 2L 42 2
e, - N+t /2, (m-1)- M. sc

¢ ¢ |ntervalo de confianza para el total poblacional:

- - M-m
() = [XT + et} = | N. X * ty/5 (m_1) \/M(—)si}

m
Estimador puntual: i, = X. = N.X
Estimador de la varianza del total:

A _ — M M- M-
Var(x,) = Var(N.X.) = N2 . Var(Xxc) = NZ. N_Z (_mj . sf: =M. (—m]sﬁ

m

z M-m
Error de muestreo del total: e, = t,,; (m_1) -4/ Var(Xc) = t4,5 (m-1) \/M(—j . s2

2 2 2
ta/Z,(mfl) . M . S'C

Tamario de la muestra: m = 5 >
e+ t/2, (m-y- M.s

2
T
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¢ ¢ |ntervalo de confianza para la proporcion poblacional:

(p) = [[Sp + ep] = [ %.iNi'pi + ch/z-\/ NMZ [M;mj_srz,}

m
2N Py

a _ 1
Estimador puntual: p, = p, = N
i=1

.. 1 — M -
Varianza de la proporcién: Var(p,) = ——; .[M m) LS5 = Mz . ( m} .S
m.N M N

m
- L2 2 = )2
Cuasivarianza entre conglomerados: s, = —— > Ni.(p; - Py)

, = M M-m
Error muestral de la proporcion: e, = z,,, . L/ Var( P,) = Za/z-\/ N_Z ( j . s;
m

2 2
Zy/2- M. s

Tamarnio de la muestra: m =

2 2 2
e,. N +2z,,,. M.s
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO POR CONGLOMERADOS

% La Comunidad de Madrid desarrolla un estudio sobre el consumo de drogas entre jévenes de
k Ensefianza Secundaria. Entre los 89 Centros que tiene la DAT Capital, se selecciona una

muestra aleatoria simple de seis Centros, realizando una encuesta anénima a todos los
estudiantes de cada Centro.

Los datos recogidos de la encuesta fueron:

Centro Numero Gasto medio semanal en Ndmero de alumnos que han
de alumnos |tabaco y alcohol (euros) probado otras drogas
A 1.272 16,80 182
B 974 12,60 132
C 889 15,40 119
D 1.207 18,32 193
E 1.328 11,80 114
F 824 14,42 130

a) Construir un intervalo de confianza para el gasto mensual medio en tabaco y alcohol entre los
estudiantes de la ESO, con una confianza del 95%.

b) Construir un intervalo de confianza para alumnos de la ESO que han consumido otras drogas, con una
fiabilidad del 95%.

Solucién:

a) Para obtener informacidn sobre la variable X = "Gasto mensual en tabaco y alcohol de un alumno
de la ESO" se ha realizado un muestreo por conglomerados, eligiendo mediante un muestreo aleatorio
simple seis Centros (m = 6) entre los (M = 89) Centros que tiene DAT Capital.

El intervalo de confianza del gasto medio semanal en tabaco y alcohol viene dado por la expresion:

— 13 — m (M-m
|(H)=[xcieu}: ;_ZNi'Xiita/Z,(m—l)'\/_z'( jsé}

n M

6
n:ZNi M = 89 m=26
i=1

Para facilitar los calculos se construye la tabla:

N, X; N;.X; X; — Xc N (X, — X )
1.272 16,80 21.369,6 1,86 5.597.577,45

974 12,60 12.272,4 -2,34 5.194.570,31

889 15,40 13.690,6 0,46 167.231,92
1.207 18,32 22.112,24 3,38 16.643.625,72
1.328 11,80 15.670,4 -3,14 17.388.232,81
824 14,42 11.882,08 -0,52 183.595,11
6.494 96.997,32 45.174.833,31
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6
= ZNi =1.272 + 974+ 889 + 1.207 + 1.328 + 824 = 6.494 alumnos
i=1

1 96.997,32
Estimador puntual: = X. = —— = ——""— =14,94 euros
P e =% = 6.494 . Z 6.494
Cuasivarianza entre conglomerados:
19 174. 1
= = Z ) X ) = 45.174.833,31 _ 9.034.966,66 euros>
5.5 5
) i — _ 6 89 -6 By
Estimador de la varianza: Var(Xx.) = > x x (9.034.966,66) = 1,198 euros
6.494 89

Error de muestreo:

e, = toos/2, (6-1) -\ Var( %) = 2,571x,/1,198 = 2,81 euros  tog5/; 5 =2,571

e ¢ |ntervalo de confianza del gasto medio semanal poblacional:

(p) = [Xc + e, | = [14,94 + 2,81] = [12,13, 17,75]

b) Para construir un intervalo de confianza para el total de estudiantes de la ESO que han consumido
otras drogas, con una confianza del 95%, sea la variable

. . 1 consume otras drogas
Y = "Alumnos de la ESO que consumen otras drogas" Y=
0 no consume otras drogas

e ¢ |ntervalo de confianza para el total de alumnos que consumen otras drogas:

M-m 52
< Y 2
|(T)=|:X,ciet:|: MWci ta/Z,(m1)°\/M ( M j;‘t

m N; N;
Z Y;; = M.w W, :Zy” Total del conglomerado i-ésimo
i=1 j=1 j=1

Estimador puntual: X =

BIz

T

. . . M-m s2
Estimador de la varianza total: Var(x,) = M2 . ( j .=
m

1 m 1 m 1 m
. . . 2 _ — 2 _ 2
Cuasivarianza muestral: s; = —— E (w, —w;) = — E wi — - E w,

Error de estimacién: e, = t,,, (m_1) -y Var(x,)
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Para facilitar los calculos se elabora la tabla:

W; w?
182 33.124 _ 70

W. = — = 145 alumnos
132 17.424

6
119 | 14.161 6 e\ ,
2 _1 2 1 _ 1 8702 |
193 [ 37249 | Si=<¢ {Zwi - = dwi| | = < {131.845 -~ }_ 1.140,8
114 | 12.996
130 16.900 X. =M.w =89 x145 = 12.905 alumnos

870 131.854

= 1.404.514,93

—~ 89-6) 1.140,
Estimador de la varianza total: Var(x,) = 897 « ( j x 40,8

89 6

Error de estimacion: e, = 2,571 x / 1.404.514,93 = 3.047  (t; g5 5 = 2,571)

Intervalo de confianza para el total de alumnos: I(t) = [ 12.905 + 3.047 | = [9.858 , 15.952]
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO POR CONGLOMERADOS

En un estudio sobre la desigualdad social del distrito de Tetuan (seis barrios, con
38.000 viviendas estructuradas en 190 manzanas) se analiza el consumo de
electricidad. Se seleccionan aleatoriamente 10 manzanas de viviendas, recogiendo
informacion sobre el consumo de electricidad, resultando:

Manzanas de Nimero de Consumo Proporcién de
viviendas viviendas electricidad (kw/h) mujeres/vivienda

168 1798 0,53
2 174 1478 0,79
3 177 1693 0,39
4 179 1254 0,44
5 163 2100 0,65
6 178 1535 0,28
7 157 1817 0,86
8 163 2067 0,54
9 174 1364 0,76
10 181 1348 0,32

a) éCudl es el Intervalo de confianza (95%) del consumo medio de electricidad por manzanas de
viviendas?. {Qué tamano debe tener la muestra para que el error no sea mayor del 5% del consumo
medio en electricidad?.

b) Encontrar el Intervalo de confianza (90%) del consumo total de electricidad. ¢Cudl es la muestra de
conglomerados para que el error de muestreo sea del 5%?.

c) Calcular el Intervalo de confianza (95%) de la proporcidn estimada de mujeres por vivienda en la
poblacion. ¢Qué tamafio tiene que tener la muestra para que el error de muestreo no supere al 10%
en la proporcion de la poblacion?.

Solucién:

a) Sea la variable X = "consumo de electricidad por manzanas de viviendas"

Para obtener informacidn sobre esta variable se ha realizado un muestreo por conglomerados
(manzanas de viviendas) eligiendo, mediante un muestreo aleatorio simple, diez manzanas de viviendas
(m = 10) entrelas 190 (M = 190) con que cuenta el distrito de Tetuan.

La poblacién objetivo son las 38.000 viviendas.

Para estimar el consumo medio de electricidad por manzanas de viviendas en la poblacién de Tetuan se
utiliza el intervalo de confianza:

— 1 & M M-—m

i=1 N2 m

190
Siendo: N= > N,;=38000 n=>N, M=190 m=10 N-= N _38000_,,,
o1 =1 M 190

=
o
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Para facilitar los cdlculos se construye la tabla:

N; X; N;.x; (x;— % ) N? . (x; — X )?
168 1798 302.064 26.569 749.883.456
174 1478 257.172 24.649 746.273.124
177 1693 299.661 3.364 105.390.756
179 1254 224.466 145.161 4.651.103.601
163 2100 342.300 216.225 5.744.882.025
178 1535 273.230 10.000 316.840.000
157 1817 285.269 33.124 816.473.476
163 2067 336.921 186.624 4.958.413.056
174 1364 237.336 73.441 2.223.499.716
181 1348 243.988 82.369 2.698.490.809
1.714 2.802.407 23.011.250.019
10
Estimador puntual: [i. = X, = ﬁ Z:lNi X, :%:1635 kw/h
Tamafio promedio del conglomerado en la poblacién: N = %: 3?9080 =200

=
o

N2 (x— %)= 23.011.250.019
(X, ) =

i = 2.556.805.558
1 9

Cuasivarianza conglomerados: s =

1
9

Estimador de la varianza:

_ - 1 190 - 10
Var(X.) = M (M—m] s2 = s 3302 x [ J x (2.556.805.558) = 6.055,592

N U m 10
Error de muestreo: e, = t; g5 o-+/ Var(Xxc) = 2,262 x,/6.055,592 =176,024 kw/h
e 176,024
Error de muestreo en términos relativos: % e, = —+4100 = m x100 = 10,76%
Xc .

Intervalo de confianza para el consumo medio de electricidad:
I(p) = [% * e] =[1.635 £+ 176,024 ]| =[1.458,976 , 1.811,024 |
Si el error de muestreo no debe superar el 5% del consumo medio en electricidad, se tiene:

e, = Xc x 0,05 = 1.635 x 0,05 = 81,75

u

2 2 2

e = t \/ M (M—m) 2 5 m= ta/2,(m-1 - M. sc
BT ota/2,(m-1) 4 2 | ¢ T e N2 2 2
N m e, N+t (moy- M. sc

2,262% x 190°x 2.556.805.558

En consecuencia, m = 5 5 5
81,75 x 38.000” + 2,262 “x 190 x 2.556.805.558

= 39 conglomerados
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b) Intervalo de confianza para el consumo total de electricidad de la poblacién:

a - M-m
() = [xt + et] = [N.xC T ty/2,(m-1) \/M(Tjsi}

Estimador del consumo total: X, = N.X. = 38.000x1.635 = 62.130.000 Kw/h

Estimador de la varianza del consumo total:

Var(x.) = Var(N.%.) = N*. Var(x.) =38.000% x 6.055,592 = 8.744.270.000.000

Error de muestreo: e, = tg g5 o-+/ Var(x.) = 2,262« \/8.744.270.000.000 =6.688.895 kw/h

6.688.895
Error de muestreo en términos relativos: % e, = E—T x100 =———x100 = 10,76%

Xc 62.130.000

Intervalo de confianza para el consumo total de electricidad:

I(t) = [f(ci eJ = [62.130.000 + 6.688.895] =[55.441.105 , 68.818.895]

El nimero de conglomerados (m) que se requieren para un error muestral del 5% del consumo total, es
decir, un error e: = Xc x 0,05 = 62.130.000 x 0,05 = 3.106.500 , se obtiene despejando:

2

2 2
° M_m 2 ta/Z,(m—l) . M . S‘L'
e =172, (m-1) \/M[—j .S -  m= to025.9 = 2,262

T 2 2 2
m e + ty/2, (m-1- M.s;

T

o 2,262% x 190%x 2.556.805.558
3.106.500% + 2,262°x 190 x 2.556.805.558

= 40 conglomerados
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¢) Intervalo de confianza (95%) de la proporcién estimada de mujeres por vivienda en la poblacion.

I(p) = [6’, + epJ :liﬁ-iNi.pi + Za/z-\/ % (M;mj,ﬁ]

Para facilitar los calculos se construye la tabla:

N, Py N; . p, (pi—B,)° | Ni.(p—B,)
168 0,53 89,04 0,0004 11,2896
174 0,79 137,46 0,0576 1.743,8976
177 0,39 69,03 0,0256 802,0224
179 0,44 78,76 0,0121 387,6961
163 0,65 105,95 0,0100 265,69
178 0,28 49,84 0,0729 2.309,7636
157 0,86 135,02 0,0961 2.368,7689
163 0,54 88,02 0,0001 2,6569
174 0,76 132,24 0,0441 1.335,1716
181 0,32 57,92 0,0529 1.733,0569

1.714 943,28 10.960,0136

10
N =38.000 n= Z N,=1.714 M =190 m= 10
i=1
10

R _ 1 . -
Estimador puntual: p, = p, = N z N,.p = 1714 x 943,28 = 0,55 mujeres/vivienda
i=1

2 _ ., 10.960,0136

1
Cuasivarianza entre conglomerados: s,z, = 5 ZNZ- P — Pc )2 =1.217,78

. o A 1 M-m 2 M M-m 2
Varianza de la proporcion: Var = — LSC = — .S
prop (Pc) =" [ M J Y ( j

Varianza de la proporcion:

.. M (M-m) , 190 190 — 10
Var(p.) = & [MZM) 2 1.217,78) = 0,002884
(Po) =2 ( m ) P~ 380002 ( 10 ) < )

Error de muestreo de la proporcién: e, = za/z.JVar(ﬁp) = 1,96 x,/0,002884 = 0,1053

Intervalo de confianza para la proporcidon poblacional de mujeres:
(p) = [P, * e | =[055+ 0,1053] = [ 0,4447 , 0,6553 ]

Para que el error de muestreo no supere el 10% en la proporcion de mujeres, e, = 0,01
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Tamariio de la muestra:

2 2 2
Zo/2- M. s 1,96%x 1902x 1.217,78
m=- 3/2 2 : > = 3 ,96 : %0 XZ 7,7 = 164 conglomerados
e, . N° + Zy/2 - M. Sp 0,01° x 38.000° + 1,96°x 190 x 1.217,78
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO POR CONGLOMERADOQOS

Opesiciones INE ”!_ De una poblacién formada por N conglomerados se selecciona una muestra de tamafio
! - N a - ) o

Extaditicos ““ n con el procedimiento siguiente: la 12 extraccion se realiza con probabilidades

Facultativas  ©

N
Ea desiguales P, , siendo ZPi =1, los (n—1) conglomerados restantes de la muestra

que se eligen con probabilidades iguales. Todas las extracciones se hacen sin reposicion. Se pide:

a) La probabilidad =; de que el conglomerado u; aparezca en la muestra.
N
b) Comprobar que Zni =n
i
¢) Calcular una estimacion insesgada del total poblacional X, siendo
N=50, n=4 , X; el total del conglomerado i-ésimo, y conociendo

P 0,026 0,017 0,022 0,013
100 80 120 60

los siguientes datos de los conglomerados de la muestra:
Solucién:

a) La probabilidad m; de que la unidad u; pertenezca a la muestra: Es la suma de la probabilidad de que

aparezca en la 12 extraccion mas la probabilidad de que no aparezca en la primera extraccion por
la que aparezca en una de las (n—1) extracciones restantes de las (N—1) unidades que quedan en la

poblacién.

1 1 1 1 (N-
=P +(1-P). = =" +(1—n j.a:” +( "].Pi
N-1 N-1 N N—1
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO POR CONGLOMERADOS

Consideremos una poblacién de N=100 conglomerados del mismo tamafio M =4
unidades elementales, en la que la proporcidon de personas con un cierto atributo es
P=0,5. En una muestra de n=5 conglomerados se obtuvieron los siguientes

" resultados:

Conglomerado  Unidades elementales

(i) con atributo (A,)
Estimar la eficiencia relativa del 1 2
muestreo por conglomerados respecto 2 3
a la del muestreo aleatorio simple. 3 1
4 2
5 1
Solucién
L . . L : _ V.(p)
La eficiencia relativa mediante la relacién de varianzas: v.(0)
Y
a
Muestreo aleatorio simple: V,(p) = (1-f) i donde s’ = NM
pie: TP nM ' NM-1 "

gl
1]
2|+
M=
=

2 N
S 1 —
Muestreo por conglomerados: V.(p) = (1-f) —= , siendo: s2= —— .~ p)?
por cong o) = (1-f) = = N_1 Iz_l(p. P)

2

s, = cuasivarianza entre proporciones en los conglomerados.

A a2
Vc(p) _ Msp

La eficiencia relativa:

V,(p) 2
NM 1 4
2N bq = 00x4x0,5x0,5 — 0,2506
NM-1 100x4—1

La cuasivarianza entre proporciones en los conglomerados sﬁ se estima a través de la muestra:

i(A? - Ay

R e e DI
P on-14&T M>  n-1 M2 (n-1) | &

2
. 1 9
§ = —5—x 19—5{—) = 0,04375
4% 4 5

Vel®) _ Ms? _ 4x0,04375 _
V,(p) §° 0,2506

Eficiencia relativa:

’

Al utilizar el muestreo por conglomerados se obtiene una gananacia en precision del 30% respecto al
muestreo aleatorio simple.
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO ALEATORIO POR CONGLOMERADOS

Oposiciones INE f Una poblacién estd formada por N=300 conglomerados de M = 50 elementos. Se

Estadisticos m obtiene una muestra de n=5 conglomerados, sin reposicion y probabilidades

il VR, iguales. La proporcién de unidades elementales que pertenecen a una cierta clase
e ‘ en cada uno de los conglomerados muestrales es:

P =(0,24 ; 0,20 ; 0,18 ; 0,12 ; 0,16)
Se pide:

a) Calcular los estimadores insesgados de las varianzas «entre» (Sﬁ) y «dentro» (Szw)de conglomerados,
definidos mediante:

- 2 _
- ZM(P P2, S N 1)ZMP(1 R)

b) Estimar el total de clase y su error de muestreo absoluto y relativo.

c) Estimar el coeficiente de homogeneidad.

Solucién:

a) Las estimaciones insesgadas de Sf, y Si, se obtienen, respectivamente, mediante las expresiones:

obteniéndose,

50 = 1
——(0,132-0,128) = 0,05 P=—-)P = 0,16 ZPZ 0,132 nP?=5x0,16°= 0,128
5 i=1

A2_
Sy, =

g2 - 20 (0,8-0,132) = 0,1363 ) P = 0,8

Y 5x49

b) El estimador del total de clase: A= NMP = 300x50x0,16 = 2.400

Estimador insesgado de la varianza:
5

Z(P' - Py’ 2 2
~ _(NM) [ZP _ZJ _ (300 x 50)

V(A) = (Nm)? 22

= (0,132 - 0,128) = 45.000
n(n—-1) n(n—1)

5x4

Los errores de muestreo absoluto y relativo, respecivamente, son:

— J V(A 212
= JV(A) = /45.000 =212 e, = A( ) _ = 0,088 (8,8%)

A 2.400
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c) El coeficiente de homogeneidad se puede calcular en funcién de Sﬁ y va mediante la expresion:

NMs?

T N(M-1)s2 + (N-1) s

300 x50x0,1363

300«

=1-1,0128 = -0,0128
49 x0,1363 + 299 x0,05

6=1 Homogenediad maxima dentro de los conglomerados
5=0 s2, = s (cuasivarianza poblacional)
o0=- ﬁ Heterogeneidad maxima dentro de los conglomerados
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO CONGLOMERADO COMPLEJO

Para ello, en una primera fase divide a la clientela en dos estratos (interior o o exterior), y dentro de cada
estrato toma una muestra aleatoria de conglomerados (60 euros en el interior y 40 euros en el exterior).

Posteriormente, en una segunda fase, dentro de cada conglomerado elige una muestra aleatoria de las
facturas (10 euros en el interior y 8 euros en el exterior).

Los datos recogidos figuran en la tabla adjunta:

Estrato 1: Comercio Interior en Espaia Estrato 2: Comercio Exterior fuera de Espana

Uyi Ny; N1 an Sii Uy | Nai Nai ZXZi Sgi
1 204 22 |24972 | 355229 1 51 7 2382 22822
2 141 15 18956 | 333384 2 71 9 3068 20275
3 126 13 16879 | 315661 3 116 15 4593 7435
4 173 18 23267 | 340769 4 53 8 1890 19381
5 126 14 17222 | 358772 5 109 14 4015 15429
6 157 17 19204 | 339507 6 116 15 4364 17078
7 165 18 19026 | 281421 7 103 13 3392 5748
8 139 15 21135 | 305978 8 71 9 1796 10131
9 141 15 16093 | 410228 690 90 | 25500

10 118 13 | 15581 | 371733

1490 | 160 [192335
Solucién:

MUESTRAS COMPLICADAS: Se selecciona una muestra a partir de un disefio muestral que combina
diferentes procedimientos muestrales. Por ejemplo, en encuestas donde el muestreo se realiza en varias
etapas.

Los investigaciones realizan el muestreo en varias etapas, en la primera se estratifica a la poblacidn, en la
segunda etapa se seleccionan aleatoriamente conglomerados, y en una tercera etapa se eligen
aleatoriamente a los individuos dentro de los conglomerados.

La media poblacional anual de las facturas se obtiene a partir de las estimaciones obtenidas para cada
estrato, con su respectiva ponderacion.

Primero se analizan el estimador de la media y la varianza del estimador de la media dentro de cada
estrato.
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= Estrato 1: Comercio Interior en Espafia

Para facilitar los cdlculos se construye la tabla:

2 2
Uy | Na My qu i =z = Ny Xy Sii LNli'ili_ ﬁil) Nii' 1- L —
Ny m, Ny | ng
1| 204 |22 |24.972 1.135,1 231.558,55 |355.229 | 2.738.554.479,14 1.079.096.630
2 | 141 | 15 |18.956 1.263,7 178.186,40 |333.384 1.083.567,72 710.748.964,8
3 | 126 | 13 |16.879 1.298,4 163.596,46 |315.661| 244.324.536,27 622.298.075,5
4 | 173 | 18 | 23.267 1.292,6 223.621,72 |340.769 | 1.970.860.676,46 913.773.265,3
5 | 126 | 14 |17.222 1.230,1 154.998,00 |358.772 | 587.061.187,78 650.955.312
6 | 157 | 17 |19.204 1.129,6 177.354,59 |[339.507 3.507.220,11 790.131.868,2
7 | 165 | 18 | 19.026 1.057,0 174.405,00 |281.421| 23.255.017,00 682.586.905
8 | 139 | 15 |21.135 1.409,0 195.851,00 |305.978 | 276.345.885,90 632.859.957,3
9 | 141 | 15 |16.093 1.072,9 151.274,20 |410.228 | 781.378.348,44 874.572.804
10 | 118 | 13 | 15.581 1.198,5 141.427,54 |371.733 | 1.428.825.419,04 637.721.877,7
1490 |160 |192.335 1.792.273,46 8.055.196.337,87 7.594.745.660
M, =60 m,=10 N —iN _1490 N, = _1490_,,4
1 1 1 & 1i 1 m, 10
1 L 1.792.273,4
Valor medio de las facturas de los conglomerados: X, = —. Z:N1i Xy = 1.792.273,46 _ 1.202,87
N, & 1.490
Cuasivarianza "entre" los conglomerados:
10 2
2, = 1 > [Nli.ili— @x1.202,87) _ 8.055.196.337,87 _ g95.021.815,32
10-1 4 10 9
Cuasivarianza "dentro" para el conjunto de conglomerados:
2 < 2 Ny Si’l'
siy=Y Ni.|1-—|.— =7.594.745.660
™ ; 8 Ny ) ny

Varianza del estimador de la media poblacional (varianzas "entre" y "dentro" de los conglomerados):
Var(x,) = rNi.[(M -m).s, + sw:l =

10
= ———— .[(60 - 10) x 895.021.815,32 + 7.594.745.660 | = 3.929,69

60 x 1,4902
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= Estrato 2: Comercio extrior fuera de Espaiia

Para facilitar los calculos se construye la tabla:

- X5 - ’ nyi | Sw i
Uy; N,; Ny; ZXZi Xai =z 2 Ny Xy s%i Ny % — N—ZYZ N 1- 2 —
Ny, m, Nai | 1y
1 51 7 2382 340,29 17.354,57 22822 50.433.063,44 204.977.538,86
2 71 9 3068 340,89 24.203,11 20275 64.051,67 293.511.664,89
3 | 116 | 15 | 4593 306,20 35.519,20 7435 122.390.070,14 443.793.488,27
4 53 8 1890 236,25 12.521,25 19381 142.442.922,39 182.865.403,13
5 | 109 |14 | 4015 286,79 31.259,64 15429 46.286.896,91 477.653.221,07
6 | 116 | 15 | 4364 290,93 33.748,27 17078 86.342.587,89 477.319.212,80
7 | 103 |13 | 3392 260,92 26.875,08 5748 5.850.987,68 361.214.820,00
8 71 9 1796 199,56 14.168,44 10131 105.837.820,32 269.382.835,56
690 | 90 | 25500 195.649,56 559.648.400,44 2.710.718.184,56
8 N, 690
M,=40 m,=8 N,=)»N,, =690 N,=—2=—=86,25
2 2 2 Z; 2i 2 mz 8
8
1 195.
Valor medio de las facturas de los conglomerados: x, = —. ZNZi Xy = —95 649,56 = 283,55
N, ! 690

Cuasivarianza "entre" los conglomerados:

Al

2 1

S
2b 8 1

Noi- %o —

2
%0 X 283,55) =

559.648.400,44

7

Cuasivarianza "dentro" para el conjunto de conglomerados:

52w ZN

|

W2i

n S
1 Dai | Pwa
N2i

n,

= 2.710.718.184,56

= 79.949.771,49

Varianza del estimador de la media poblacional (varianzas "entre" y "dentro" de los conglomerados):

Var(x,) =

M
m. N%
8
40 x 6902

.[(M—m).sﬁ + sﬁ,]z

X [( 40 — 8) x 79.949.771,49 + 2.710.718.184,56:| = 2.213,45

= Media poblacional anual de las facturas a partir de las estimaciones obtenidas para cada estrato, con su
respectiva ponderacion.

N, =1490 X, =1.202,87 Var(X,)
X, = 283,55

N, =690

Var(Xx,)

= 3.929,69
= 2.213,45

= N;+ N, =1.490 + 690 = 2.180
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Estimacion de la media poblacional anual de las facturas:

2
_ 1490 690
Z—h X, = x 1.202,87 + x 283,55 = 911,89
= N 2180 2180
Estimacion de la varianza del valor medio poblacional anual de las facturas:

2 (N, Y 1490\’ 690 \?
Var(X) = Z[—“J Var (%,) = [—) x 3.929,69 + (—j x 2.213,45 = 2.057,51
& N 2180 2180

Error de muestreo, con un nivel del 95% : e, = Z4/;- J Var(x) = 1,96 x,/ 2.057,51 = 88,90

.100 = 9,75%

Error relativo de muestreo: % e, =

Intervalo de confianza para la media poblacional anual de las facturas:

(p) =[x +e,]|=[911,89 + 88,90]=[822,99 , 1000,79]

El auditor verifica que la facturacién media anual por cliente es de 985 euros, al ser una cantidad
comprendida dentro del intervalo de confianza para la media poblacional de las facturas.
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MUESTREO BIETAPICO POR CONGLOMERADOS

Cuando se realiza un muestreo monoetapico de conglomerados, con unidades elementales de los
conglomerados elegidos para la muestra parecidas entre si, puede que un pequefio nimero de ellas
constituya una muestra representativa, sin necesidad de utilizar todas las unidades elementales del
conglomerado muestral.

Si esto sucede, con el objetivo de ahorrar coste, conviene efectuar un submuestreo en cada
conglomerado seleccionado inicialmente para la muestra. De esta forma, se eligen sélo una parte de sus
unidades para la muestra final.

Se tienen asi definidas dos etapas en el muestreo, de ahi el nombre de muestreo bietapico o muestreo
con submuestreo.

En el muestreo de conglomerados bietapico, en una primera etapa se selecciona una muestra aleatoria
de conglomerados. En una segunda etapa se selecciona, independientemente en cada conglomerado de
primera etapa, una submuestra aleatoria de cada conglomerado.

Generalmente, en la segunda etapa se utiliza un muestreo sin reposicidn y probabilidades iguales.

Un muestreo trietapico de conglomerados es cuando en la segunda etapa se vuelve a realizar un
sub-submuestreo de unidades elementales.

De este modo se puede generalizar al muestreo polietapico

Ejemplo: En un estudio sobre el consumo de tabaco entre los alumnos de ESO.
En una primera etapa se seleccionan aleatoriamente los Centros y, en una segunda etapa, se seleccionan
aleatoriamente a los alumnos dentro de estos Centros.

VENTAJAS DEL SUBMUESTREO

No es necesario utilizar todas las unidades elementales de los conglomerados seleccionados en la
primera etapa.

Con cierto grado de homogeneidad dentro de los conglomerados muestrales no tiene sentido
seleccionar todas sus unidades elementales para la muestra, basta con elegir solo algunas de ellas
originando el submuestreo.

Se necesitan menos recursos y el coste es menor, al considerar solo algunas de las unidades
elementales de los conglomerados elegidos en primera etapa para la muestra.

INCONVENIENTES DEL SUBMUESTREO

Tiene menor precision.

Los submarcos dentro de cada conglomerado pueden originar complicaciones al aumentar el nimero
de etapas del submuestreo.

Aparecen fuentes de variacidn que complican los calculos. La primera fuente es debida a la seleccién de
las unidades primarias (conglomerados) y la segunda fuente de variacion es consecuencia del
submuestreo dentro de cada unidad primaria (conglomerados).
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PRIMERA ETAPA (MUESTREO MONOETAPICO): Se eligen m conglomerados

Poblacién CONGLOMERADOS
[ T313E33353585]
PRI M conglomerados U, U, U,
% ;I;',tt',t'l:'ftt',ti': EEEEEE TIiLEE] ‘EEEEEE]
TEEEERATRARARERNL FEEEAR IEEEERE EERXELL m
T LI
AEFEATARKARAR ‘ 213050 e 3320000 w w o 15250 1%| conglomerados
EEREEETTERRALT  IEEE L ETTTLRE TEERERT
ZEERERTRALEATE EERTLLL TXEEETE EXERERT
EEETREERERARARE EEXTETY EREEEET EXEERRE
EEEREARERARERT EEEEE KN EEEREEE IEEEA AR
EEEAERTATLTALE N
RERRATARRRTRLS 1 N; Nm
Tamaifio N ]
& Tamafo promedio
— - ] Si no se conoce el tamafio del conglomF:'rado
Tamaio promedio de los conglomerados de la en la seleccidn:
del conglomf-{rado poblacidn, el tamafio medio = W
en la poblacion: poblacional se puede estimar m
N = N a partir de los tamafos de los
M conglomerados que forman
M la muestra.
[ ]
" Individuo j-ésimo que
X II| @ = se encuentra dentro del
i-ésimo conglomerado.
r
N;
Total del conglomerado i-ésimo: t; = 2 Xij L -
=1
- m N; 1 m 1 m _
X = = T‘ T‘ X::. = — D t, = — v NI Xi
C ) ) 1] ) 1 L
n i=1j=1 n i-1 n j=1
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SEGUNDA ETAPA (MUESTREO BIETAPICO): Generalmente, se asume que las probabilidades
de seleccionar las unidades son iguales, los conglomerados son de distinto tamafio y que,
en ambas etapas, el muestreo realizado es sin reposicion.

Poblacién CONGLOMERADOS
EXTEEATRREE AN
P M conglomerados U,
IRE ] 1 'FFFiTiT
EEEEEEXTEREERT 3
T D pmm oom
TEX X - 1
TERERARERRRAAS 1) '%| conglomerados
IXEXRTTRAERT AT LR X LR X B (%
ETEEEREEXERLANRT % 1
TEEXEXEEELERTE % £
EEEATANELELANT 5N £33
TETEETERERILERE 4 AR
TETELEETARLINRE
EEEERETRERINES Nm
Tamafio N ,.
Un eshmadorlnsesgaqo de la media 4 e see |
poblacional es la media muestral de y
medias muestrales del submuestreo =
dentro de cada conglomerado. ny m
[] r =
. 1 i
‘?' « | Estimacidn de la media dentro de cada conglomerado: X; = — X
Nj j=1
m
M Z NI xl
. _ i=1
Media de muestreo por conglomerados en dos etapas: x = — . -
N m

TEOREMA DE MADOW: Un muestreo de conglomerados bietapico tiene dos conjuntos de unidades de
muestreo cuya seleccidn a su vez origina dos tipos de variacion:

La variacién correspondiente al muestreo de unidades primarias (conglomerados) que se denota con el
subindice 1, y la variacién debida al muestreo de los individuos dentro de los conglomerados
seleccionados que se distingue con el subindice 2.

Con esta notacion la esperanza de un estimador bietapico 0 sera:
E() = E,E,(8) = E,[E,(8)]

La varianza del estimador insesgado para el parametro poblacional 6 |:E( é) = 9:| puede expresarse

mediante la féormula:
Var(60) = E(6-6)? = E,E,(6-0)

De acuerdo con esta notacion, el teorema de Madow proporciona la siguiente expresion para la varianza
de un estimador insesgado en el muestreo bietapico:

Var(é) = El[Varz(é)] + Varl[Ez(é)]

Esto es, la varianza de un estimador bietapico es la suma del valor esperado de la varianza entre los
conglomerados y las varianzas dentro de los conglomerados.

En efecto,
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Var(8) = E(6-0)2 = E;E,(8-0)? = EE5(8+ 07— 200) = E[E,(6°) + 0> - 20E,(0)]
a ~ ~ 2
Sustituyendo en esta ultima expresion el valor de EZ(OZ) = Van,(0) + [EZ(O)} se tiene:

Var(8) = E;[E,(8%) + 0* - 20E,(8)] = El[Varz(é) + [Ez(é)]2 + 0% - zeEZ(é)] -

~ ~ 2 2 ~ ~ ~ 2 2
E,Var(8) + B, [E,(8)] + 0” - 20 E(E,(8) = E,var,(8) + E, [E,(8)]" - 07 =
0

E,Var,(8) + E, [Ez(é)]2 - |:E1E2(é):|2 = E;[Van, ()] + Var,[E,(8)]

¢ ¢ |ntervalo de confianza para la media poblacional en un muestreo bietapico de conglomerados con

probabilidades iguales:

m

YN, . X

M i=1 M 2 2
|(l.,|,)= WTi Za/z.\/m N2.|:(M—m).5b+ SW:|
m
Ni-?i
. . . _ M =2
Estimador de la media poblacional: x = N m
m

n;
. . - 1 ¢
Siendo la media dentro de cada conglomerado: X;=— Y. Xi;
n; (=
ii=1

MNZ ,[(M -m).s2 + sﬁv]

Varianza del estimador de la media poblacional: Var(x) =

M
Error de muestreo: e, = z,,,. \/m N .[(M -m).sp + ssv}

. 100

x| |I"°

Error relativo de muestreo: % e, =

La varianza del estimador es la suma de la varianza "entre" conglomerados y la varianza "dentro" de los
conglomerados.

Segun el teorema de Madow, la varianza se descompone como:

Var(x) = El[Varz(Y)J + Varl[Ez(Y)]
%—J

%f_/ .
Varianza dentro de Varianza entre
conglomerados conglomerados
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— m 1 27 M ({(M-m
Variabilidad "entre" los conglomerados: Var, | E,(x)| = |1-— |. — .Sy = — -
¢ [ E(%)] ( M] [m.sz PN ( m
1 & N_Y
Cuasivarianza "entre" los conglomerados: sf = —— > (Ni.ii——i
m_l i=1 M

Variabilidad "dentro" de los conglomerados:

2
E, [ Var, (%) ] = M iNf.[l—ﬁJ.%= M_ ¢

m.N> 5 N,

R - 1 -
Cuasivarianza "dentro" del conglomerado i-ésimo: sfvi = 1 Z(xij— X, )
ni—1 =
j=1

Sumando las varianzas "entre" y "dentro" de conglomerados, la varianza del estimador de la media
poblacional resulta:

Var(Xx) = Varl[Ez(Y)] + El[VarZ(Y)J =

M (M- M M
= ( m).sﬁ + ——. 82 = I:(M—m).s§+sfv:|

Nl m m. N2 m.N?

= Cuando no se conoce el tamaiio N de la poblacidn, la estimacién de la media poblacional:

m

_ 1 _ Al — N,
x=—ZNi.xi N1=2Ni N, =—
N, (=1 i=1 m

* Intervalo de confianza para la media poblacional:

m
I(”):[Yieu]: Ni'zNi'Yi t 24/s- \/ MmNz -[(M—m).sf, + Ssv:l
1 i=1 «Nq

Estimador de la media poblacional: X = N, . X;

E

1
N,

i=1

. 1 & — \2
Cuasivarianza "entre" los conglomerados: s; = o) > (Ni. X; — N; x)
m-1i=1

m n. Sw

. . - I
Cuasivarianza "dentro" para el conjunto de conglomerados: sﬁv = E Nzi. 1- N —
i=1 i) n

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 100




U X Universidad Auténoma
A de Madrid

Varianza del estimador de la media poblacional (varianzas "entre" y "dentro" de los conglomerados):

- _ M 2 2
Var(x) = m.Nf'[(M_m)'sb + sw:|

Error muestral: €, = Zg/s- \J Var(Xx)

¢ ¢ |ntervalo de confianza para el total poblacional en un muestreo bietapico de conglomerados con

probabilidades iguales:

_|IM N x M _ 2, 2
(1) = m.i;Ni.xi + za/z.\/m.[(M m).s + s ]

. MS M
Estimador poblacional: x = N.Xx = N. WL —
m

Varianza del total poblacional:

Var(x) = Var(N.X ) = N%. Var(Xx) = N%.

= mM.[(M—m).s§+ sﬁ,]

= M
Error de muestreo: e, = z,,,. y/Var(X) = z,,,. \/—.[(M -m).st + sfv:l
m

. e
Error relativo de muestreo: % e_= —-. 100
X

¢ ¢ |ntervalo de confianza para la proporcion poblacional un muestreo bietapico de conglomerados.

()= [[6 % 2. Var(p)] [—z £t | (= m) s+ 1]
1 =1

=
M. N2

. 1 m ) m
Estimador de la proporcién poblacional: p = N ZNi .p; donde N, = Z N,
1 =1 i=1

n.
R
Estimador de la proporcion de cada conglomerado: p.=— ) a.. a:
prop & Pi n, z Y 0 Sin atributo

1 Con atributo
ij =
ij=1
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1 n 2
Cuasivarianza de la proporcidn "entre" los conglomerados: sﬁ = —— Z (Ni P - —6)
. m

m ~ ~
FAu || n . n. o B
Cuasivarianza proporcion "dentro" para el conjunto de conglomerados: sﬁv = E Nzi. Ll - N—'J %

Varianza del estimador de la proporcién poblacional: Var(p) = Mm 5 .[(M -m). sﬁ + si,:|

1

- N - m (M-m m
Var(p) = Var1|:E2( p):| + El[Varz( p)} = N—Z(Tjsﬁ + W 5\2~=
1 R |

m 2 2
-Np
) — m 2 2
Error de muestreo: e, = z,, . \/M.Nf .|:(M -m).s, + sw:|

COSTE DE UN CONGLOMERADO BIETAPICO:

Con un presupuesto C y costes individuales del trabajo de campo ¢, y c,, para determinar el valor éptimo

de n para todos los conglomerados que se pueden estimar, se utiliza la funcién de coste de campo:
C=c¢,.m+c¢, m.n

Se asume que los conglomerados son del mismo tamafio, donde c, y ¢, son los costes individuales

respectivos, esto es, ¢, es el coste de muestrear a "m" conglomerados en una primera etapa y, después,

c, eselcoste de muestreara (m.n) individuos dentro de cada conglomerado.

N . . . — N. sfv .Cq
El valor de n que minimiza la varianza de la media muestral para un coste fijoes: n = | —%—

2
M.s,.c,
Despejando m se obtiene el nimero "m" de conglomerados apropiado para la muestra:

C

C=¢,.m+c, m.n > m=——
c, + ¢,.n
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO BIETAPICO POR CONGLOMERADOS

.

e 2X1 En una poblacion de 100 conglomerados de 40 elementos cada uno, se obtiene una
a8 muestra de n =6 conglomerados. Dentro de los conglomerados muestrales se obtiene
otra muestra con fracciéon de muestreo igual f, =0,1, que proporciona los siguientes

valores de una caracteristica X:
X;;={4;3;2;3}  X;;={3;4;5;4} X3;=1{2;3;3;4}
Xgj=1{5;4;5;6} X;;={6,;3,2;1 X;={2;4;3;3}

Calcular el estimador de la media y su error de muestreo (se supone muestreo sin reposicion y seleccion
con probabilidades iguales en cada etapa).

Solucién:
. . I AR _ 1 _ _ tamafio muestra en
Estimador insesgado de la media: x= — ZX- donde x, = — ZX-- m=
n & ' ' m 4 . 2 cada conglomerado
i= j=
. _ _ _ _ _ _ _ 6
Setiene: ;=3 X=4 Xx=3 X=5 X=3 Xx=3 m=4 f1=m=0,06
= 21
Por tanto, x; = ? = 3,5
La estimacion de la varianza de este estimador:
n _ n m
D% = %) D (xi;— %)
n i=1 i=1j=1
V() = 1-f) - + f,(1- 1) —
' n(n-1) ! 2 nm(m-1)
Se elabora la tabla auxiliar:
1
Conglomerado X, (x — ) D (x— )
j=1
1 3 0,25 2
2 4 0,25 2
3 3 0,25 2
4 5 2,25 2
5 3 0,25 14
6 3 0,25 2
_ 6 B 6 4
X=35 | D (x-%)=35| D D> (x;— %) =24
i=1 i=1j=1
n 3,5 24
V(x) = (1- 0,06) x + 0,06 x (1-0,1) x 5 ——— = 0,1127
6x5 6°x4x3

Error de muestreo: 6; = ,/0,1127 = 0,3357
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO BIETAPICO POR CONGLOMERADOS

En una poblacién se obtiene una muestra de n=6 conglomerados de M =30 unidades
elementales, con probabilidades iguales. Dentro de los conglomerados de |a muestra se

realiza un submuestreo sin reposicion con fracciéon de muestreo f, = Y obteniéndose los

siguientes valores de elementos que poseen una determinada caracteristica A: A,{4,3,5,2,1, 5}
Se pide:

a) Estimador de la proporcién y su error de muestreo, en caso de muestreo con reposicion de unidades
primarias.

b) Estimador de la proporcidn y su error de muestreo, en caso de muestreo sin reposicion de unidades

primarias con fraccién de muestreo f, = —

Solucién:

a) Un estimador insesgado de la proporcion:

1

p=— ZA donde m es el nimero de elementos de la muestra por conglomerados
nm:
J 2
Siendo n=6 , m=5, ZAi=20 se obtiene: p= x20 = —
6x5 3

i=1

En caso de muestreo con reposicion de unidades primarias, un estimador insesgado de la varianza total
puede obtenerse por el método de conglomerados ultimos, resultando:

V(p) = )_2 Z( = s 1) — {ZA —nA ]

100) = 0,018
9

—6x5x52 X (80—5x

6 6

1 A
ZAiz =80 , E z — enconsecuencia, V(p) =
i =

Error de muestreo: 6'3 =,/0,018 = 0,13

b) Un estimador insesgado de la proporcién: p= %

En caso de muestreo sin reposicion de unidades primarias, la estimacidn insesgada de la varianza se
obtiene mediante la estimacion de dos componentes:

>3- p) 26. (1- B) .
vV (B) = (1 — = =t == =
Vip) = (1- 1) Sy + f,(1- f) ey donde, f; 5 f,

n - 1 u — 100
2B-Pr= —| DA -nA| > Z(p. p)? = (80 61~ )= 0,533
i=1 i=1
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L. n 1 & 1 &, e . 1 1
Yh-p)==DA-= DA > Dp-p)= =x20- = x80=0,8
i=1 m =3 L i=1 > 5
~ 100, 1 )
Portanto, V(p) = — «x 0,533 —xix 28 0,0112
2 6x5 2 6 6%

Error de muestreo: 6,», =,/0,0112 = 0,106

Inferior al caso de muestreo con resposicion.
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO BIETAPICO POR CONGLOMERADOS

En una poblacién de N = 1.000 conglomerados de tamafio M =50, se obtiene una
A o~ muestrade n=>5 unidades de primera etapa, de las que se obtiene, a su vez, una
| submuestra de m =6 unidades elementales que proporcionan los datos siguientes:
Tl X =1{3;5;2;4;6)

El muestreo se realiza con reposicion y probabilidades iguales en ambas etapas. Se pide:
a) Estimar la varianza de la media utilizando el método de conglomerados ultimos.
b) Comparar este resultado con el que se hubiera obtenido con la férmula del muestreo bietapico sin

reposicion, suponiendo que §fv =1,5.

Solucidn:

x

a) Un estimador insesgado de la media es: X =

Ul =

En un muestreo con reemplazamiento, un estimador insesgado de la varianza total el estimador de
ultimos conglomerados:

n 5
,  x=%7 D (x-4)
X i=1 i=1

P — H . 1
n n(n—1) 5x4 20

20
; = —=4
5

0,5

b) En un muestreo boetapico sin reposicidn, el estimador insesgado de la varianza es:

2 2 —
VX = (1-1f) :_bm +f, (- f,) :—% donde, f, = % =ﬁ= 0,005 , f, = % =% = 0,12
n 5 n m
mY (x-X 6) (x—4) D> k- ®)
§§ — i=1 — i=1 — ﬂ - 15 §€v — i=1 j=1_ = 1,5
n-1 4 4 n(m-1)

A= 15 1,5
V(X) = (1- 0,005)x == + 0,005 x 0,88 x ~ 0,5
30 30

Se obtiene aproximadamente el mismo resultado con los dos métodos.
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO BIETAPICO POR CONGLOMERADOS

Una poblacidn esta formada por M unidades elementales agrupadas en 50
conglomerados de tamafios desiguales M, (i=1,2,...,N). El valorde M= ZMi es
conocido e igual a 1.000. Con objeto de estimar la proporcién de unidades elementales
gue pertenecen a una cierta clase se decide utilizar un muestreo de conglomerados con

submuestreo. En ambas etapas se emplea un procedimiento de seleccién con
probabilidades iguales sin reposicion.

Ho
i

P sl
Pyt

Ji
ef

Y |
#
g i
g8

W owm e om

En la 12 etapa se obtienen 5 conglomerados muestrales con los valores de M; : {6; 10; 8; 20; 60} .

En la segunda etapa realizada con fraccion de muestreo f,; =4 /M, , se obtienen en los cinco

conglomerados de la muestra los valores {1 33:;2;2; 3} para el nUmero de elementos que pertenecen
a la clase. Se pide:

a) Una estimacion insesgada de la mencionada proporcién y su error de muestreo.
b) La estimacidn y el correspondiente error de muestreo utilizando el estimador de la razén al tamafio.

¢) Comentar las ventajas e inconvenientes del estimador (b) respecto al (a).

Solucién:

a) La probabilidad que tiene una unidad elemental j del conglomerado i de pertenecer a la muestra es:

p(u..) n 4 4
)= — XxX— = —
ONM 10Mm,
10Mm, 4, . . )
Una estimaciin insesgada del total de la clase: A = z .x; =10 Zpi M, donde p; = Xk
i=1 4 i=1 mi 4
Como estimacion insesgada de la proporcidn, se tiene:
. A 10 & 10 1 3 2 2 3
p=—=—— p, M = —— (6x—+ 10x—+ 8x—+ 20x—+ 60x—) = 0,68
M 1.000 1 000 4 4 4 4 4
N
Z(M p,— Mp)’ ZMZ (M, —m;) p; (1-p;)
. A . ~ 1 fl i=1 1 i=1
La varianza de p vienedada: V(p) = —; + —
M N-1 nNM m; (M; —1)

Una estimacién insesgada de la varianza de p obtenida a partir de la muestra es:

n 2
B3
V) = =

o

= Z(Mp)—[

M, (M,—m,) . "
nM? n— nNM2 Z (m, —1) P (1-p)

i=1

Se elabora la tabla con los calculos necesarios (m; = 4):
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M < M; B; (M, fsi)z C=Mp (1-p) D= (I(\r/lrl]i _Ti CxD
s | L | ¢ 36 18 2 36
4 4 16 16 3 48
o] 2 | 500 30 6 180
4 4 16 16 3 48
2 16 256 32 4 128
"1 a2 | = 16 16 3 8
o | 2 | @ [ 1w 80 16 1.280
4 4 16 16 3 48
0 3 180 32.400 180 56 10.080
4 4 16 16 3 48
35.192 11.704
104 68
16 48
n=5 N=50 f =01 M=20
e
~a 1-f, 1 M, (M, —m;) . "
UE = Tk Z(Mp)— v Zl (fn 1)) B, (1-5)
2
\7(6) = 0'92 X 1 X |:35'192 — 68 j| + 1 7 X 11.704 = 0,1434 + 0,0024 = 0,1458
5x20 4 16 5 5x50x20 48

Error de muestreo: G, = J V() = /0,1458 = 0,38

N n n
A E zMi Pi z i Pi 68
b) El estimador de la razén se obtiene con:  p, = - = —— == = = 0,65
M N < . 104
=M M,
n i=1 i=1

Por ser estimador de razén no existe una expresidn exacta de la varianza. La varianza aproximada es:

N
M? (p; — p)’
N—1 nNM2 (Mi—l) P2 =P

i=1

. 1-f,
Vip,) = e

que se estima mediante:
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lez (6i_|3r) M M
V(p,) = B - — SMMom) 505

nl\_/|2 n—-1 i=1 (m 1)

El cdlculo del segundo sumatorio ya se ha realizado:

1 M, (M, — o 1 11.704
22 Mi=m) 5 (1-5,) = -, = 0,0024
nNM? & (m-1) 5x50 x20 48
Se elabora la tabla para obtener el calculo del primer sumatorio.
Mi ﬁi (6| - 6r) [Mi (ﬁ. - f’r):lz
6 1 0.4 5,76
4
w0 [ 5 | o ' .
M (B, - B,)°
8 2 ~0,15 1,44 1-1, Z T 0,9 53,2
4 — - x = 5 X 0,006
nM n-1 5x20 4
20 E -0,15 ?
4
60 3 0,10 36
4
104 53,2

V(p,) = 0,006 + 0,0024 = 0,0084
Error de muestreo: &, = 4/ V(p,) = /0,0084 = 0,092

¢) Elinconveniente del estimador de la razén es el sesgo, pudiendo despreciarse cuando n es grande.

A pesar de ello, en general es mas eficiente, en cuanto permite corregir los desequilibrios de la muestra
de unidades primarias.

En esta linea, si en la seleccidn de la muestra se han seleccionado muchos conglomerados pequefios, la
estimacion del total de la clase es una infraestimacién del valor verdadero y, en consecuencia, la
estimacién insesgada p proveniente de esa muestra resulta infraestimada.

El estimador de razén corrige esa infraestimacidn. En general, el estimador insesgado es menos eficiente
al ser muy sensible a los valores M;, como se observa en los resultado obtenidos.

Otra ventaja del estimador de la razén p, es que puede aplicarse aunque no se conozca el total M de
unidades elementales en la poblacién, lo que no es posible con el estimador insesgado.

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 109



U /& Universidad Autdmoma
S &
¥ de Madrid

POBLACIONES FINITAS: MUESTREO BIETAPICO POR CONGLOMERADOS

En el distrito de Tetuan (seis barrios, con 37.464 familias estructuradas en 190 manzanas
o zw de viviendas) se ha seleccionado una muestra piloto de seis manzanas de viviendas y
dentro de ellas se han tomado muestras aleatorias de familias recogiendo la renta familiar.
En la tabla adjunta se muestran los datos recogidos:

Mahz.anas de N; n; Renta familiar (miles de euros)
viviendas

1 20 4 924 5.120 2.696 3.912

2 10 3 3.527 4519 5.976

3 20 5 1.446 2.550 2.944 2.270 4.890
4 20 4 1.884 3.108 2.730 2.430

5 10 4 3.012 4.710 3.750 3.784

6 15 5 1.350 2.045 4.068 2412 3.220

Se pide:
a) Intervalo de confianza para la media poblacional y error relativo de muestreo.

b) éCudntos conglomerados hay que analizar con un presupuesto de 6.920 euros, sabiendo que el coste
de seleccionar las manzanas de viviendas es de 3 euros por conglomerado, mientras que el coste de
muestrear a las familias dentro de cada conglomerado es de 10 euros?

c) Intervalo de confianza para el total de la poblacién.
Solucién:
a) La poblacién objetivo es las 37.464 familias del distrito de Tetuan, con un método de seleccién

muestral en dos etapas. En la primera etapa se seleccionan las manzanas de viviendas, y en la segunda
etapa se seleccionan las familias.

Intervalo de confianza para la media poblacional:

m
ZNi.z

i=1 M 2 2
e tz,,,- \/m.Nz'[(M_m)'sb + sw:|

z|Z

I(n) =

En un primer paso, se calcula la media muestral de cada conglomerado, el promedio poblacional
estimado y la cuasivarianza dentro de cada conglomerado.

n.
_ . 1 < _
M=190 m=6 N=37464 N=~N-3798%_197170 & - D (x;= %)
M 190 n-1 4
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Para facilitar los calculos se recurre a la tabla:

Ci [N | n Renta familiar (miles de euros) X[ NioX | Y (% %) Ssvi
j=1
1 /20| 4 | 924 |5.120 |2.696 |3.912 3.163 | 63.260 | 9.622.060 | 3.207.353,33
2 |10 | 3 |[3.527 |4.519 |5.976 4.674 | 46.740 | 3.034.838 1.517.419
3 /20| 5 |1.446 |2.550 |2.944 |2.270 | 4.890 |2.820 | 56.400 | 6.563.552 1.640.888
4 |20 | 4 |1.884 [3.108 |2.730 |2.430 2.538 [ 50.760 | 801.144 267.048
5 (10 | 4 |3.012 |4.710 [3.750 |3.784 3.814 | 38.140 | 1.451.016 483.672
6 |15 | 5 |1.350 |2.045 [4.068 |2.412 |3.220 |2.619 | 39.285 | 4.443.488 1.110.872
294.585
Media dentro de cada conglomerado: X; =— Z Xij
JJ 1
6
v 2N 190  294.585
Promedio poblacional estimado: x = — . =1 = . ) = 249
N m 37.464 6

La varianza del estimador de la media poblacional es la suma de las varianzas entre y dentro de los
conglomerados, resultando:

Var(x) =
m

MNZ,[(M—m).sﬁ + Si,]

Cuasivarianza "entre" los conglomerados: s;

Cuasivarianza "dentro" para el conjunto de conglomerados: s Z N (1 - —J

M =190

m=26

N = 37.464

1 m _ ON_Y
=—Z(Ni.xi——x)

N

_ N _Y _ 2
(Ni.xi - —.x) = (N, %, - 197,179 x 249)

En la tabla se presentan las operaciones necesarias para realizar los calculos:

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 111




R ;s : .
U /& Universidad Autdmoma
g de Madrid

2
G |N | n| X N,. X, s2, [Ni_yi _ EYJZ L - ﬂ] N2 [1_ &Jsl
M N; N, ) n
1 | 20| 4| 3163| 63.260 |3.207.353,333 200.574.3952 | 0,800 256.588.267
2 | 10| 3| 4674 46740 | 1.517.419 | 5558.141,02 | 0,700 35.406.443,3
3 [ 20| 5| 280 56400 | 1.640.888 | 533254693 | 0,750 98.453.280
4 | 20| 4| 2538| 50760 [ 267.048 | 2.763.670,18 | 0,800 21.363.840
5 | 10| 4 | 3814| 38140 | 483672 | 120.068.362,2 | 0,600 7.255.080
6 | 15[ 5 | 2619 39285 | 1.110.872 | 96.286.549,63 | 0,667 33.326.160
294.585 478.576.587,5 452.393.070

Cuasivarianza "entre" los conglomerados:

18 _ N_Y 478.576.587,5
se ==Y, (Ni. xi——x) = =95.715.317,51
53 M 5
Cuasivarianza "dentro" para el conjunto de conglomerados:
2 & 2 n; si,,
se, =2 Ni.|1-—|.— =452.393.070

Varianza del estimador de la media poblacional (varianzas "entre" y "dentro" de los conglomerados):

Var(x) = mMNZ .|:(M -m).s; + sil:l =
190
= a7 * [(190 ~ 6) £ 95.715.317,51 + 452393.070] = 407,557
X .

El error muestral, asumiendo normalidad, con un 95% de fiabilidad:

e, = 24/ s/ Var(x) = 1,96 x ,/407.557 = 39,569 miles de euros

e 39,569
Error de muestreo en términos relativos: % e, = £ 100 = 249
X

x 100 = 15,89 %

Intervalo de confianza para la media poblacional:

() =[X £ 2,/,. Var(X) ] =[249 + 39,569] = [209,431 , 288,569]

2
o . . " — N.s,.c
b) El valor de n que minimiza la varianza de la media muestral para un coste fijoes: n = —";1
\j .Sy . C
b2

N=37464 M=190 ¢, =3 ¢,=10 s} = 95.715.317,51 s2, = 452.393.070

w

. 2.393.
= 37.464 x 452.393.070 x 3 — 16,72 = 17 familias
190 x 95.715.317,51 x 10
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Con un presupuesto de 6.920 euros, los conglomerados que se pueden estimar son:

C 6920
m = — = = 40 conglomerados
¢, +¢,.n 3+10«x 17

c¢) Intervalo de confianza para el total poblacional:

(7) = [X + 2/, |Var(X)] = %.iNi.Yi + 2, \/mM.[(M—m).sﬁ + s ]
i=1

= J 190
CONLX = = 2 = g x294.585 =9.328.525

Estimador poblacional: x =

Varianza del total poblacional:
n M
Var(x) = —. [(M -m). sﬁ + sfv]=
m

190

X I:( 190 — 6) x 95.715.317,51 + 452.393.070:| = 572.027.000.000

O bien, Var(X) = Var(N.x ) = N%.Var(x) = 37.464%x407.557

Error de muestreo: e, = z,,,. / Var(X) = 1,96 x \/ 572.027.000.000 = 1.482.396,384 euros

e 1.482.396,384
Error relativo de muestreo: % e, =—.100 = x 100 = 15,89 %
X 9.328.525

Intervalo de confianza para el total poblacional:

I(7) = [% + z,/,./Var(X)] = [9.328.525 + 1.482.396,384] =

= [7.846.128,616 , 10.810.921,384 |
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO BIETAPICO POR CONGLOMERADOS

% Enun distrito del Ayuntamiento de Madrid, formado por 90 manzanas de viviendas,
il para estimar la proporcién de viviendas que no estdn al corriente con el pago del IBI
'. ¢ (Impuesto sobre Bienes Inmuebles), se ha utilizado la siguiente seleccién muestral:
" Enuna primera etapa se eligieron muestras de 10 manzanas.

Manzanas de
. N, n; 3
viviendas

1 56 11 3

2 40 8 2

En una segunda etapa se eligieron muestras aleatorias 3 66 13 4
de viviendas dentro de cada manzana seleccionada. 4 42 8 3
En la tabla adjunta figuran los datos con que se ha 5 58 12 3
trabajadoy el atributo a; = no han pagado el IBI 6 52 10 5
7 48 10 3

8 45 9 2

9 65 13 5

10 30 10 4

Se pide:
a) Intervalo de confianza (95%) para la proporcién poblacional de viviendas que no han pagado el IBI.

b) Con un presupuesto de 3.000 euros, sabiendo que el coste por conglomerado es de cinco eurosy 8
euros por vivienda, écuantos conglomerados y cuantas viviendas se pueden muestrear?

Solucién:

a) El tamaifio medio poblacional se puede estimar a partir de los tamanos de los conglomerados que
forman la muestra.

Intervalo de confianza para la proporcidn poblacional en un muestreo bietapico:

I(p)=[ﬁiza/2.‘/Var(ﬁ)]= Ni'iN"ﬁi + Za/z'\/ m ,|:(M—m).s§+ si,:l
1 =1

M. NZ
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Mapz.anas de N, n, a = N, . P,
viviendas i
1 56 11 3 0,2727 15,27
2 40 8 2 0,2500 10,00
3 66 13 4 0,3077 20,31
La tabla adjunta recoge los 4 42 8 3 0,3750 15,75
cetmadon de o propercen 5 |8 j12 |3 [oas00] 1450
poblacional. 6 52 | 10 5 | 05000 | 26,00
7 48 10 3 0,3000 14,40
8 45 9 2 0,2222 10,00
9 65 13 5 0,3846 25,00
10 30 10 4 0,4000 12,00
502 163,23
10
Estimador de la proporcién poblacional: p = Ni ZNi' p;, = 12 x 163,23 = 0,325
1 =1
El 32,5 % de las viviendas no han pagado el IBI
n N n R n .Y n; 2 n | -4
1 56 11 |0,2727 | 0,7273 | 15,27 1,1032 0,8036 45,4395
2 40 8 10,2500 | 0,7500 | 10,00 39,9809 0,8000 30,0000
3 66 13 10,3077 | 0,6923 | 20,31 15,8774 0,8030 57,3182
4 42 8 10,3750 | 0,6250 | 15,75 0,3284 0,8095 41,8359
5 58 12 10,2500 | 0,7500 | 14,50 3,3235 0,7931 41,6875
6 52 10 |0,5000 | 0,5000 | 26,00 93,6435 0,8077 54,6000
7 48 10 |0,3000 | 0,7000 | 14,40 3,6981 0,7917 38,3040
8 45 9 10,2222 | 0,7778 | 10,00 39,9809 0,8000 31,1111
9 65 13 10,3846 | 0,6154 | 25,00 75,2896 0,8000 61,5385
10 30 10 |0,4000 | 0,6000 | 12,00 18,6887 0,6667 14,4000
502 163,23 291,9141 416,2347

Cuasivarianza de la proporcidn "entre" los conglomerados:

n

B- Lp
m

J -3
9

10

n Ajz_ 291,9141

Z(Ni-ﬁi - b

i=1
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Cuasivarianza de la proporcion "dentro" para el conjunto de conglomerados:

10 A A
2= YN (1— ;—iJ.M= 416,2347
i=1 i

n;

La varianza del estimador de la proporcidn poblacional es la suma de las varianzas "entre" y "dentro" de los
conglomerados:

~ _ m _ 2 2 _
Var(p)—M.Ni.[(M m).s, + sw}_
10

©90.5022°

Error de muestreo: e, = z,, . \ Var(p) = 1,96x./ 0,00132 = 0,071 (7,1%)

Para obtener un error de muestreo menor habria que aumentar el tamafio de la muestra, tanto de
conglomerados como de viviendas.

[(90 — 10) . 32,4349 + 416,2347] = 0,00132

Intervalo de confianza para la proporcién de viviendas de la poblacién que no han pagado el IBI

p)=|p + e, | =[ 0,325+ 0,071] = 0,254, 0,396]

b) Con un presupuesto C = 3.000 euros, con un coste de trabajo por conglomerado de c; =5 euros y
c, = 8 euros por vivienda, se pueden muestrear:

= 20 viviendas

n.si.c, _ [502x416,2347 x5
2 10x32,4349x 8

C 3.000

Conglomerados que se pueden estimar: m= — =
c,+¢,.n 5+ 8x20

=18 conglomerados
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO BIETAPICO POR CONGLOMERADOS
WA .

Los arbolitos recientemente plantados en una regién de Espafia se encuentran
distribuidos en 50 conglomerados variando en especie y caracteristicas. Un ingeniero
agrénomo considera que las alturas de los arbolitos (en pulgadas castellanas) son muy
parecidas en cada conglomerado pero pueden variar considerablemente de un

"

asd

conglomerado a otro. Por este motivo, el agrénomo utilizando conglomerados en dos etapas, con el
objetivo de obtener un intervalo de confianza de la altura promedio de los arbolitos con una confianza del
95%, muestrea el 10% de los arbolitos dentro de 10 conglomerados elegidos.

Los datos recogidos se muestran en la tabla adjunta.

Ci N; n; Altura arbolitos X 52

1 68 7 13,12,12,10, 14,11, 12 12 2

2 51 5 11,10,8,7,9 9 2,5
3 64 6 7,6,8,5,7,6 6,5 1,1
4 52 5 7,8,7,7,6 7 0,5
5 60 6 12,13,14,11,9,10 11,5 3,5
6 54 5 12,10,13,12,11,11 11,5 1,1
7 53 5 15,11, 16, 13, 14 13,8 3,7
8 57 6 528,6,8,7 6,8 1,7
9 61 6 910,10,9,8,8 9 0,8
10 51 5 13,10, 12,11, 12 11,6 1,3

571 56

Construir un intervalo de confianza (95%) para la altura promedio poblacional de los arbolitos.

Solucién:

Intervalo de confianza para la media poblacional:

=5+ e=| 3w 2 [0 [0 5]

Al no conocerse el tamafno N de la poblacidn, la estimacion de la media poblacional se realiza mediante
la expresion:

1l - il — N
x=N—ZNi.xi N1=ZNi N, =—%
1i=1 i=1 m

Para facilitar los calculos se construye la tabla:
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7 Vs

uim E
2
G | N n; X 52 N;.X; (Ni,yi_ﬁi)z N3, (1— 1}1
m N: ) n,
1 68 7 12 2 816 64.231,83 1.185,14
2 51 5 9 2,5 459 10.724,67 1.173,00
3 64 6 6,5 1,1 416 21.479,83 680,53
4 52 5 7 0,5 364 39.426,07 244,40
5 60 6 | 11,5 | 35 690 16.240,95 1.890
6 54 5 | 115 | 11 621 3.415,23 582,12
7 53 5 | 138 | 3,7 | 7314 28.506,95 1.882,56
8 57 6 68 | 1,7 | 3876 30.611,00 823,65
9 61 6 9 0,8 549 183,87 447,33
10 | 51 5 | 11,6 | 1,3 | 5916 843,32 609,96
571 | 56 5.625,6 215.663,74 9.518,70
= _ N, 571
M=50 m=10 N1=;Ni=571 N1=F1=ﬁ=57,1

1 10

Estimador de la media poblacional: x = 71 DN X =
i=1

1
" 5.625,6 = 9,85 pulgadas castellanas

Cuasivarianza "entre" los conglomerados:
1 o _ e 1 b N, _\ 215.663,74
2 - - < 1< ’
S = —— N..X — X| == N..X. ——=X| = — =23.962,64
b m—1 i§1 ( i i 1 ) 9 i§1 ( i~ i m ) 9

2
10 n. S...
Cuasivarianza "dentro" para el conjunto de conglomerados: sﬁ, = Z Nzi. {1 - N—'J — 9.518,70
i=1

n.

Varianza del estimador de la media poblacional (varianzas "entre" y "dentro" de los conglomerados):

_ M 2 2
Var(x) = JM=-m).s, + s, |=
m.N; [ b W]
50
=——— .[(50 — 10) x 23.962,64 + 9.518,70]= 0,594
10 x 571

El error muestral, asumiendo normalidad, con un 95% de fiabilidad:

e, = Zy/2- JJVar(x) = 1,96 x / 0,594 =0,69 pulgadas castellanas

e
E 100 = 0,69

— x 100 = 7%
X 9,85

Error de muestreo en términos relativos: % e, =
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Intervalo de confianza para al altura promedio poblacional de los arbolitos:

() =[x + e, | =[9,85 + 0,69] =[9,16, 10,54]
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MUESTREO SISTEMATICO

Para aplicar un muestreo sistematico la poblacion de la que se va a seleccionar la muestra debe estar
ordenada por algun criterio.

Se considera una poblacién de tamafio N, agrupando los elementos en n zonas de tamafio k (N = n.k).

Para extraer una muestra de tamafiio (n) se elige al azar una unidad de la primera zona. Para seleccionar
las (n—1) unidades restantes para la muestra, en cada zona se toma la unidad que ocupa el mismo lugar
que el que ocupaba la primera unidad seleccionada dentro de la primera zona.

En un inicio se consideran (N = n. k) unidades de la poblacién clasificadas en (n) zonas (filas) de tamaiio

1 2 3 oo e J oo o k
U U, LK) e Uy; s Uk
Uz Uz, Uz s Uz; e Uz
[ ] L] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] L ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] L] [ ] [ ] [ ] [ ]
I Uiy Ui Uis e Uj; s Uik
[ ] L ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] L] [ ] [ ] [} o 00 )
[ ] L ] [ ] [ ] [ ] [ ]
n Uny Un l‘|n3 e unj e Unk

Cuando se han clasificado las unidades de la poblacién en (n) zonas (filas) de tamafio k, se enumeran de

izquierda a derecha. Se comienza por la primera unidad de la primera fila y cuando se haya terminado Ia
primera fila se pasa a la primera unidad de la segunda fila y se va repitiendo el proceso.

Enumeradas las N = n. k unidades, resulta:

<

1 2 3 XX J XX k
u1 uZ u3 e oo u] e oo uk
U+ 1 Ui+ 2 U+ 3 te Ui+ j te Ui+ k
Upks1 Upky 2 Upky 3 ce Uyt ce Usk k
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] :
[ ] [ ] [ ] [ ] °
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

i Ui-nk+1 | Yi-1k+2 | Yi-1)k+3 s UGi-1)k+ s Uii-1)k+ k
n Un-1)k+1 |[Yn-1k+2 |Ypn-1pk+3 | *°° Un-1)k+ j e Un-1)k+ k - @

§ 3 . v
0 0, 0 4] (i
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Se selecciona una unidad en la primera zona por muestreo aleatorio simple con probabilidad 1/k . Si esta
primera unidad es X;, en el resto de las zonas se eligen las unidades que ocupan el lugar j-ésimo. Al hacer

variar j desde 1 hasta k se obtienen las posibles muestras sistematicas.

En definitiva, las posibles muestras sistematicas seran las columnas mostradas en la tabla.
ESPACIO MUESTRAL: Formado por las k muestras {01 yUy, oee, Oy, e, Clk}

MUESTRAS CON PROBABILIDADES IGUALES: Todas las muestras tienen la misma probabilidad de Ia
primera unidad seleccionada por muestreo aleatorio simple, es decir, tendran la probabilidad
1 n n

kK kK.N N

MUESTREO SISTEMATICO DE MADOV: Es mas rigido, conocido como muestreo sistematico centrado.
Consiste en seleccionar para la muestra las unidades que ocupan el punto medio de cada zona de k
elementos consecutivos (de cada fila).

El resultado de Madow no difiere mucho del que se obtendria utilizando un origen aleatorio, sefialando
que el muestreo deja de ser probabilistico para convertirse en intencional.

OTRA MODALIDAD DE MUESTREO SISTEMATICO: Consiste en sustituir el recuento por una medicién, con
ello se facilita la seleccién. De este modo, se pueden seleccionar fichas u hojas de papel superpuestas en
numero elevado, utilizando una cinta métrica y tomando como intervalo de muestreo una cierta
distancia. Sefialar que el grosor de las hojas puede originar algln error, pero facilita mucho la seleccién.

Para seleccionar a 12 alumnos de una clase por muestreo sistematico se ordenan a las 60

alumnos, el intervalo fijado es k = N = 60 =5

n 12
Entre 1y 5 se selecciona un numero aleatorio, sale el nUmero 2.

*,gzkkk;i# M**ﬁ****ﬁ*“ Los estudiantes que forman la muestra sistematica
RRRRRRRARARARRARARAAAR ocupanellugar:
kikkkkikkkﬁ?kikﬁiﬁki 2,7,12,17,22,27,32,37,42,47,52,57

MUESTREO SISTEMATICO VENTAIJAS
Ventajas "'"I"’-' T Dnerer b Extiende la m’uestra a todalla poblacién: El muestreo S|.stefnat|co
T puede ser mas representativo que el muestreo aleatorio simple,
| : puesto que no hay grupos grandes de elementos de la poblacién con

-,

= Rapidez y facilidad para la seleccién de unidades muestrales.

propiedades similares que queden sin representacion.

= Si la disposicion de los elementos de la poblacion es aleatoria, la seleccidn sistematica equivale a un
muestreo aleatorio simple.

= El error de muestreo suele ser inferior que en el muestreo aleatorio simple o incluso que en el
estratificado.
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= Tiene un efecto de extensidn o estratificacion: Se puede dividir la poblacién en n estratos, constituidos
cada uno de ellos por una fila de la tabla anterior en donde se han representado los elementos de la
poblacién numerados consecutivamente. En esta linea, obtener una muestra sistematica seria
equivalente a obtener una muestra estratificada con una unidad por estrato.

Sefalando que en el muestreo estratificado aleatorio la seleccidn se efectua independientemente en
cada estrato, mientras que en el muestreo sistematico todos los elementos seleccionados ocupan el
mismo lugar o niUmero de orden de cada zona de k elementos, con lo que no existe aleatoriedad de
seleccion.

Por otra parte, en el muestreo estratificado los estratos han de ser homogéneos dentro de si

y heterogéneos entre ellos, con lo que seria conveniente que las n zonas sistematicas de k elementos
cada una sean lo mds homogéneas posibles dentro de ellas y heterogéneas entre ellas.

= Es un caso particular del muestreo por conglomerados: Considerando por conglomerados cada
columna de la tabla anterior. De esta forma, seleccionar la muestra sistematica es equivalente a
seleccionar una muestra por conglomerados de tamafio uno, ya que cada columna de la tabla que resume
los elementos de la poblacidon numerados es una muestra sistematica posible.

En este caso, conviene que cada columna forme un grupo de unidades lo mas heterogéneas posibles y
con propiedades similares a las de toda la poblacidn, de tal forma que una unica columna (conglomerado)
puede representar bien a toda la poblacion. Es deseable tener columnas con heterogeneidad dentro de
las columnas y homogeneidad entre ellas.

INVONVENIENTES

= Posibilidad de aumento de la varianza del estimador si existe periodicidad o ciertas variaciones ciclicas
en la poblacién.

= No hay independencia en la seleccidn de unidades en las distintas zonas, ya que las unidades extraidas
en cada zona dependen de la seleccionada en la primera zona.

= En general sélo hay seleccidn aleatoria para la primera unidad de la muestra.
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¢ ¢ |ntervalo de confianza de la media poblacional en el muestreo sistematico con varianza desconocida:

_ _ (N—n)
I(u)=[x + eu]={x t ty /2, (n-1) - Sx - N :|

Seleccionada la muestra sistematica, se utilizan los mismos estimadores que en el muestreo aleatorio
simple. En consecuencia, las expresiones utilizadas son las mismas.

N
La media muestral x = ZX es el estimador de la media poblacional p = Zx
i=1 i=1

. s n . g
La fracciéon del muestreo f = N representa el peso de la muestra respecto a la poblacién.

n N—n
Factor de correccion de poblacidn finita: (1-f) = (1 _ﬁj = ( N ]
Cuasivarianza muestral: s = (x; — X)?
" (n - 1) ,z_;
N—n
Estimador de la varianza de la media: Var(X) = s2 ( N)
n.
. . . — (N—n)
Error de estimacién de la media: e, = t,,; (h_1)-4/Var(X) = t, ;5 (n_1)- S« N
’ ’ n.

¢ ¢ |ntervalo de confianza de la media poblacional en el muestreo sistematico con varianza conocida:

— — N-—
I(u)=[x + eu]=|:x t2,,,-0. (n.l\llq):|

n N
1 . . . 1
La media muestral X =— ZXi es el estimador de la media poblacional p = — in

N-—
Factor de correccién de poblacién finita: (1-f) = (1 - %j = ( n]

N
2 (N n)
El estimador de la varianza de la media: Var(Xx) =o N
n.

< . cr g n N—n

Factor de correccién de poblacidn finita: (1—f) = (1 _ﬁ) = ( N )
. . . — (N—n)

Error de estimacién de la media: e, = z,,, ../ Var(x) = N
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¢ ¢ |ntervalo de confianza del total poblacional en el muestreo sistematico con varianza desconocida:

I(t) =|:Y + eT:|=[N.Y t ty 2, n-1) - sx.‘fw}
n

¢ ¢ |ntervalo de confianza para la proporcién poblacional:

(p) =[p+e,|= {6 + za,z.\/%.a.a}

Otros investigadores: I( p)

Il
—
o>
H+
[¢]

T
L1
Il
1
o>
_I_
Q
~
N
Q
=2
. —
|2
=
I
l >
= | ~—
~—
>
>
I

Considerando el factor de correccion para la poblacion finita (1 — f), la expresion de la varianza de la
proporcidn queda:

R 1% 1-f A n 1-f) . . N-n) . .
Var(p) = (1 —-f). Var —Zai =¥.(n.p.q)=g.p.q=(—).p.q
n .= n n n.N

Error de estimacion de la media:

A

2 A
e =z /z-\/M.ﬁ.a - n= Zaj2- N-P-4
poe n.(N-1) e (N-1)+2%,,. 9.9
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO SISTEMATICO
L " . . . .

i El Ayuntamiento de Fuenterrebollo quiere determinar el gasto medio y total de agua de los
[ e “i“ > habitantes del pueblo. Se ha confeccionado un listado de las facturas trimestrales de los

& paisanos en euros, representando por 1 los habitantes que residen de continuo en el pueblo
y por O los que tienen su residencia como segunda vivienda.

FACTURA DEL AGUA DE FUENTERREBOLLO

ID | Gasto Control ID Gasto Control ID Gasto Control
1 67,34 1 29 35,87 1 57 90,14 1
2 24,85 0 30 86,28 1 58 12,34 0
3 32,94 1 31 4,29 0 59 6,96 0
4 23,67 0 32 16,82 0 60 8,42 0
5 68,15 1 33 42,24 0 61 36,54 1
6 63,45 1 34 56,28 1 62 28,27 0
7 74,87 1 35 88,18 1 63 53,87 1
8 56,62 1 36 7,12 0 64 54,14 1
9 42,43 1 37 58,06 1 65 86,94 1
10 8,37 0 38 60,34 1 66 5,14 0
11 | 89,04 1 39 38,48 0 67 16,78 0
12 12,58 0 40 74,27 1 68 41,45 1
13 95,71 1 41 8,72 0 69 57,04 1
14 | 24,15 0 42 92,14 1 70 62,91 0
15 30,42 1 43 96,56 1 71 62,56 1
16 6,89 0 44 64,83 1 72 61,28 1
17 14,78 0 45 47,32 0 73 33,14 0
18 74,62 1 46 98,38 1 74 74,19 1
19 | 85,18 1 47 8,16 0 75 21,08 0
20 | 56,62 1 48 17,92 0 76 86,75 1
21 52,14 1 49 38,85 1 77 24,64 0
22 | 15,64 0 50 76,98 1 78 25,36 0
23 | 24,78 0 51 87,35 1 79 38,98 1
24 | 84,32 1 52 41,32 0 80 12,61 0
25 | 37,45 0 53 84,38 1 81 39,94 0
26 66,83 1 54 42,25 1 82 11,62 0
27 5,72 0 55 6,74 0 83 74,86 1
28 | 37,68 1 56 35,78 0 84 72,76 1
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ID Gasto Control ID Gasto Control ID Gasto Control
85 | 85,93 1 121 | 77,64 1 157 | 90,73 1
86 | 23,48 0 122 | 31,41 0 158 | 56,65 1
87 | 15,67 0 123 | 61,29 1 159 7,77 0
88 | 27,39 0 124 | 42,36 1 160 | 85,11 1
89 | 86,83 1 125 8,42 0 161 | 97,42 1
90 | 98,18 1 126 | 64,02 1 162 | 11,98 0
91 8,49 0 127 | 18,32 0 163 | 74,34 1
92 | 96,34 1 128 | 89,77 1 164 | 23,26 0
93 | 39,52 0 129 | 85,67 1 165 | 17,96 0
94 | 54,68 1 130 | 84,49 1 166 | 67,38 1
95 | 83,08 1 131 | 85,21 1 167 | 41,44 1
9% | 17,64 0 132 | 79,86 1 168 4,95 0
97 | 55,45 1 133 | 76,29 1 169 | 83,96 1
98 | 50,73 1 134 | 77,29 1 170 | 37,86 1
99 8,97 0 135 | 88,49 1 171 | 88,54 1
100 | 46,34 1 136 | 14,75 0 172 | 14,15 0
101 | 24,35 0 137 7,28 0 173 | 55,45 1
102 | 91,36 1 138 | 45,87 1 174 | 40,32 1
103 | 54,09 1 139 | 45,34 1 175 | 79,04 1
104 | 85,86 1 140 | 63,52 1 176 | 55,37 1
105 | 14,31 0 141 | 20,02 0 177 | 29,84 1
106 | 82,37 1 142 | 39,53 0 178 | 76,08 1
107 | 52,18 1 143 | 34,64 1 179 | 90,69 1
108 | 24,36 0 144 | 16,75 0 180 | 39,54 1
109 | 47,37 1 145 | 43,72 1 181 | 84,68 1
110 | 53,35 1 146 | 32,08 1 182 | 85,39 1
111 | 31,06 0 147 | 72,04 1 183 | 83,24 1
112 | 17,83 0 148 | 96,63 1 184 | 78,87 1
113 | 81,89 1 149 | 94,42 1 185 | 95,24 1
114 | 66,73 1 150 9,78 1 186 | 77,39 1
115 | 11,45 0 151 8,84 0 187 | 23,84 0
116 | 73,18 1 152 | 65,12 1 188 5,31 0
117 | 13,64 0 153 | 93,64 1 189 | 92,38 1
118 | 73,89 1 154 | 79,06 1 190 | 27,76 0
119 | 32,13 0 155 | 30,56 1 191 | 51,94 1
120 | 9,24 0 156 | 21,24 0 192 | 87,49 1

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 128




s ;s : ,
U /X Universidad Autdmoma
I de Madrid

ID Gasto Control ID Gasto Control ID Gasto Control
193 | 82,68 1 196 | 13,74 0 199 | 97,66 1
194 | 39,72 1 197 | 15,76 0 200 8,48 0
195 | 64,81 1 198 | 43,52 1

Con una muestra sistematica de 20 viviendas, se pide:

a) Intervalo de confianza para el gasto medio poblacional.

b) Intervalo de confianza para el gasto total poblacional.

c) Intervalo de confianza para la proporcién poblacional de viviendas ocupadas.

Solucién:

a) Intervalo de confianza sistematico para el gasto medio poblacional, en muestras pequefias (n < 30)

_ _ (N—n)
|(|.1)=|:Xieu:|= Xita/Z,(n—l)'Sx' n N

Patrdn sistematico: k = = % =10

Se elige un numero aleatorio (ID) del 1 hasta el 10. Sale el nimero 4. Obteniendo la muestra:

S| 2

ID Gasto

4 23,67

14 24,15 20

24 84,32 Estimador del gasto medio poblacional: x = i .ZXi = M = 55,07
34 | 56,28 20 i3 20

44 | 64,83 Cuasivarianza del gasto medio sistematico:

54 | 42,25 ) 1 & _ ., 9552,8663

64 | 54,14 Sy =m.lz;(xi—x) =T=502,78

74 | 74,13 Varianza estimada del gasto medio poblacional:

84 | 72,76 )

94 | 5468 | Var(x) = ( N-n ) C3x o ( 200 — 20 j 20278 _ 55 625

104 | 85,86 N n 200

114 | 66,73 Error de estimacion: e, = tg g5 19 4/ Var(x) = 2,0930 x,/22,625 = 9,96
124 | 42,36 Error relativo de estimacion: % e = eT”. 100 = 9,96 x 100 = 18,08%
134 | 77,29 H X 55,07

144 | 16,75 Intervalo de confianza para el gasto medio poblacional:

1>4 | 79,06 (p)=|X*e,|=[5507+996]=[4811, 62,03 ]

164 | 23,26 " ’ ’ e

174 | 40,32

184 | 78,87

194 | 39,72
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b) Intervalo de confianza sistematico para el total poblacional, en muestras pequefias (n < 30)

N.(N—n) }

I(T):[iiet:':|:N.Yi ta/Z,(n—l)'sx‘\/ n
Estimador del total poblacional: X = N.X = 200x55,07 = 11.014

Varianza estimada del total poblacional:

Var(X) = Var(N.Xx) = N%. Var(x) = 200%*x 22,625 = 905.000

Error de estimacion: e, = t; 5 19/ Var(N.X) = 2,0930 x,/905.000 = 1.991,10

e 1.991,10
Error relativo de estimacién: %e,= —. 100 = ———— x 100 = 18,08%

A

X 11.014

El error muestral del gasto total en agua es de 1.991,10 euros, valor que representa el 18,08 % del
estimador del gasto total en agua.

Intervalo de confianza para el gasto total poblacional:

(t) = [ %+e,|=[11014 + 1.991,10 | = [ 9.022,9 , 13.0005,1 ]

c) Intervalo de confianza sistematico para la proporcién poblacional de viviendas ocupadas:

(p) =[P +e,|= {6 + za,z.\/%.a.a}

] . .. .. (N-n) . .
Otros investigadores: | = T e = Tz . P
g (p) =[P te,] {p al2 \/N.(n—l) p.g
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ID Gasto
4 0 Para elaborar el intervalo de confianza de la proporcién poblacional de viviendas
14 0 ocupadas de continuo (1):
24 1
34 1 Estimador de la proporcién poblacional:
44 1 A 1 < 1 < 16 1 ocupada de continuo
54 1 p=_-zai=ﬁ- ai=5=018 aiE{o d id .
62 1 n & — segunda residencia
74 1 Varianza estimada de la proporcién poblacional:
84 1 n a
. N - . 200 - 20 0,8x0,2
94 1 Var(p) = n| P9._ « 22222 900723
104 1 N-1 n 200 - 1 20
114 1 A _
122 1 Otros mvestlg;dorss. o 20— 20 8.0
134 1 Var(ﬁ):( j P-q :( )x 2x2% _ 0,00758
144 0 N n-1 200 19
154 1 .
164 0 Error de muestreo con una fiabilidad del 95%:
1;: 1 € = Zg/2- JVar(p) =1,96 x / 0,00723 = 0,1667 (16,67%)
194 1

Intervalo de confianza proporcién poblacional:

I(p) = [p + ¢, | = [0,8 + 0,1667] =[0,6333 , 0,9667
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO SISTEMATICO

B WEEekece  La publicacion de las puntuaciones de unas oposiciones ha sido realizada en 10 hojas
Y con 30 opositores en cada una de ellas, estando éstos ordenados alfabéticamente.

Una inspeccidn, sin copiar las puntuaciones de los 300 opositores, desea conocer cual ha
sido la puntuaciéon media obtenida y su error de muestreo aproximado.

Para ello, selecciona un opositor al azar entre los que figuran en la primera hoja, y recoge su puntuacién
y la de los opositores que, en el resto de las hojas, ocupaban la misma posicion que éste.
10 10
Las puntuaciones recogidas han sido: in =65 Zx,z = 532,75
i=1 i=1
Solucién:

Sea X = "Puntuacién obtenida por un opositor". Para obtener informacion sobre la puntuacién media de
los 300 opositores (media poblacional) , la inspeccion ha realizado un muestreo sistematico seleccionando
10 puntuaciones con un intervalo de muestreo:

N 300 . . .
k= — = ——= 30 (elige un opositor de cada hoja n, = 10)
S
Intervalo de confianza sistematico replicado para la media poblacional con varianza poblacional
desconocida, en muestras pequefias ( n <30):

- N-n
I(u) = X i ta/z’(n_l).sil .

N.n
ng 10
_ 1 _ 1 _ 65
Estimador de la media poblacional: x = —. » X; = — .2xi = —=256,5
n, ~ 10 & 10
Cuasivarianza de las medias muestrales sistematicas:
1 1 > (& Y| 1 652
= (X=X =—— | DR - = .| Dx||=3.53275- =——|=1225
S (ng—1) ol (n,—1) | & ng e~ 9 10

Error aproximado de estimacién de la media:

N -n 300 — 10
e, =t - Sy = 2,2622. [12,25. | -~ = 2,466
wTTe/2 e TR AL N g 300 . 10
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO SISTEMATICO

m) En la poblacion dada se obtienen las dos muestras sistematicas posibles de 4 unidades:

@ U U U, Uy U, U Ug U, Ug

[:.’.EL';E?:G x 1 3 5 2 4 6 2 7

Se pide:
a) Calcular V(Xx;)
b) Estimar V(X;) con cada muestra utilizando \A/(Y)

c) Estimar V(X ) considerando las dos primeras unidades de S, procedentes del estrato (u; u, uz u,) y
las dos unidades restantes S, obtenidas del segundo estrato (ug ug u, ug)

Solucién:

a) Media poblacional y estimaciones basadas en cada muestra sistematica posible:

8
1+5+4+2 3+2+6+7 1
k=—=—=2 ¥%;= =3 X = =45 X== Y x =3,75
1i 4 2i 4

N 1
V(%) = E[(xli— X)? + (%= X) | = E[(s ~ 3,75 + (4,5 — 3,75 | = 0,5625

b) Utilizando como estimador la varianza correspondiente al muestreo aleatorio simple:

& =ﬁ i;(xli - %) = %[(1 ~37+(5-3P+(4-37+ (2-3)| = 3,33

2= ey ;(xz, xz,)=§[(3—45)+(2—45)+(6 45)+(7—45)}—567
Al(y):[N;n]-%:(8;4jx3’:3:0,41625
AZ(Y):(N;nj-%Z(8;4jx5’f7=0,7087

c) Las ponderaciones de los estratos son w; = w, = —

Las varianzas estimadas para cada subestrato:

m

(u, u3):

Z(xl, %)= [(1-3°+(5-37|=8

i=1

2
(usu,): § 3—2#2&, X, ) [(4—3)2+(z—3)2]=z
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MUESTREO SISTEMATICO REPLICADO

Este disefio muestral consiste en hacer varias réplicas de una muestra aleatoria sistematica basica, es
decir, se seleccionan varias muestras sistematicas

En la practica, se ha comprobado que el nimero de muestras sistematicas que se deben seleccionar,
deben de ser alrededor de 10 (n, = 10), las cuales van a permitir obtener suficientes medias muestrales

para obtener una estimacion satisfactoria de los parametros poblacionales.

El disefio sistematico replicado no necesita hacer ningtin supuesto sobre la naturaleza de la poblacién,
lo cual constituye su gran ventaja y lo convierte en una excelente técnica para obviar la perturbadora
variacion ciclica de las poblaciones periddicas.

Ademas, en este disefio muestral se logra obtener una muestra con representacidn adecuada de Ia
poblacién, que es la condicién esencial del éxito en el muestreo.

Para aplicar el disefio muestral sistematico replicado, se dan los siguientes pasos:

a) Se calcula el patrén sistematico k = — , esto significa que si se toma una Unica muestra sistematica,
n
se eligiria como arranque aleatorio un nimero entre 1y k.

b) Se calcula el valor del patrén sistematico replicado k* = n.. k

s
c) Se generan (n, = 10) numeros aleatorios entre 1 y (k* = n,. k), los cuales seran los puntos de

inicio aleatorio paralas (n, = 10) muestras sistematicas.

d) El segundo elemento de cada muestra sistematica se obtiene sumando k°® al primer elemento. El

tercer elemento se obtiene sumando k* al segundo elemento, y asi sucesivamente hasta completar
el tamafio de la muestra.

¢ ¢ |ntervalo de confianza sistematico replicado para la media poblacional con varianza poblacional
desconocida en muestras pequefas (n <30):

I(M,)= Yi ta/Z,(n—l)'SYi'

muestras sistematicas, siendo

>
]

m
_ 1 _ n , .
X =—. E x.. donde m =—=Numero de observaciones dentro de cada muestra.
m - n
S

j=1
Ny
o . 2 1 oy
Cuasivarianza entre las medias muestrales: s = . Z(xi -X)
' n—1 £
i=1
Ns Ns Ns 2
Sow =y b | Yx
i=1 i=1 s i=1
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2
_ N-n) 3%
Varianza estimada de la media muestral poblacional: Var(Xx) = ( j "

2
. .z - — N_n S*

Error estimacién de lamedia: e , = t,/, (n_1)-v Var(X) =ty ;5 (n_1- ( N Jn_XI
S

El error es aproximado, en el muestreo sistematico no existe un estimador insesgado de la varianza
Var(Xx).

e
Error de estimacion relativo: % e W= —£ 100
X
o = N-n
Tamafio de lamuestra: e, = t,;; (n_1)- VVar(X) = tg;5 (a-q)- Sx - N
’ ’ .ns
2 2
2 _ g2 2 N-n _ ta/Z,(n—l)'sYi'(N_n)
e”— ta/Z (n_l).S% . % ns— 2
' ' N.ng N.e,

¢ ¢ |ntervalo de confianza sistematico replicado para la media poblacional con varianza poblacional
desconocida en muestras grandes (n > 30):

(p)=[%ze,|=|%

H
N
=]
~
N
Q_
VR
2
2|1
3
N————
ul3 |_><(\n

Ns
. . . < 1 < . (ot .
Estimador de la media poblacional: X = —.in n, = muestras sistematicas, siendo
n
s i=1

m
-1 — n . .
X =—. E x;; donde m=—=Numero de observaciones dentro de cada muestra.
m n
S

=1
N
o . ) 1 oy
Cuasivarianza entre las medias muestrales: s5 = . Z:(xi —-X)
' n—1 £
i=1
Ns Ns Ns 2
=2 _ —2 —
2 (X=X =3 8~ DK
i=1 i=1 s i=1

N . = N-n) 5%
Error estimacion de la media: e, = z,,, ./ Var(x)=1z,,,. ( ji
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El error es aproximado, en el muestreo sistematico no existe un estimador insesgado de la varianza
Var(X).

e
Error de estimacion relativo: % e W= —+ 100
X
- ) — N-n
Tamafio de lamuestra: e, = z,/,. {Var(X) =1z,/,.5¢ . N
s
2 2
5 5 , N-n Z4/2-S% - (N—n)
€ =25/ -Sg - > Ng= 5
N.n, N.e

u

e ¢ |ntervalo de confianza sistematico replicado para el total poblacional con varianza poblacional
desconocida en muestras pequefas (n <30):

(1) =[Xte, |=|NX

H
(o d
Q
~
N
)
|
e
=2
_—
=2
I
>
~

Estimador del total poblacional: X = N.X =— . ) X. n._ = muestras sistematicas, siendo

j=1
1
Cuasivarianza entre las medias muestrales: s2 = 1 Z(Yi -x)
I nS_ i=1
Ns Ns 1 N 2
Z(Xi_X) =in - in
i=1 i=1 s i=1
Varianza estimada del total poblacional:
ng N
2 (%%’ 2 (% -%)
" — — N - i= i=
Var(%) = Var(N.X) = N?.Var(X)= NZ.( n}. -1 “N.(N-n). 2t _
N ng.(ng—1) s-(ng—1)
=N.(N-n). —
nS
Error de estimacion del total poblacional:
S2

— %
e, =ty/a, 1y -+ Var(X) =ty ;2 (n_1)-4/N-(N=n). o

S
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e
Error de estimacion relativo: % e = —~x100
X

¢ ¢ |ntervalo de confianza sistematico replicado para el total poblacional con varianza poblacional
desconocida en muestras grandes (n > 30):

(1) =[Xte, |=|NX%z,,.[N(IN-n).

Ns
. . - - _N - . - .
Estimador del total poblacional: x = N.X =— .ZXi n, = muestras sistematicas, siendo
n

s i=1

m
1 — n . .
= E x; donde m=—=Numero de observaciones dentro de cada muestra.
m n
S

Ns
I . 2 1 - —2
Cuasivarianza entre las medias muestrales: s = . Z(Xi —-X)
I n—-1 =
Ns Ns Ns 2
- =2 _ —2 —
2 (X=X = 8~ DK
i=1 i=1 s =1
§2

X

Varianza estimada del total poblacional: Var(x) =N.(N-n). —
n

S

2
Sx
Error de estimacion del total poblacional: e, =z, . \ Var(x) = Zy/2-4/N.(N—n). Nl

ng

e
Error de estimacion relativo: % e = —~x100
X
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e ¢ |ntervalo de confianza sistematico replicado para la proporcién poblacional:

I(p) = [ﬁiep] =

©>
H
N
Q
~
N
-
VY
2
Z |1
3
N——
3|m
«n TIN

1 con atributo

: . 1%
Proporciones dentro de cada muestra sistematica: p, =—. Za jooay= . )
m = 0 sinatributo

m = Tamaiio de la muestra replicada

Ng

R | ,\

Estimador de la proporcion poblacional: p=p = —. E P
ng i=1

1 P
Cuasivarianza de las proporciones muestrales: : s% = 1 Z:(pi -p)
s T =1
N-n) s
Varianza estimada de la proporcién poblacional: Var(p) = ( N ) -
nS

Error muestral de la proporcion poblacional: e, =z, ,, .4/ Var(p)

Error de estimacion relativo: % e, =
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO SISTEMATICO REPLICADO

(520 [ El técnico del Ayuntamiento de un pueblo dispone de un listado de 200 viviendas con el
P ek gasto de agua. Para analizar el gasto medio y total del gasto de agua de las viviendas
® .' Bie utiliza un muestreo sistematico replicado, tomando una muestra de 40 viviendas,
8 obviando la perturbadora variacion ciclica de ocupaciones periddicas de viviendas.

Suponiendo que eres el técnico del Ayuntamiento y dispones del listado del gasto de agua de 200 viviendas,
se pide:

a) Intervalo de confianza (95%) para la media poblacional del gasto de viviendas.
b) Intervalo de confianza (95%) para el gasto total del agua del pueblo,

c) Intervalo de confianza (95%) para la proporcion de viviendas ocupadas del pueblo.

Solucién:

a) Con el listado del gasto de agua por vivienda se disefia el muestro replicado.

Muestras sistematicas: n, = 10

2
Patrén sistematico: k = ﬂ = ﬂ =5
n 40

Valor del patrdn sistematico replicado: k* = n . k = 10. 5 = 50

n 40
Numero de viviendas de cada muestra: — = E =4

n,

Se generan 10 numeros aleatorios entre 1 y k® = 50, que son los puntos de inicio aleatorio para las
n, = 10 muestras sistematicas de viviendas.

Los resultados fueron: 10, 38,3,42,24,9,49,47,50 y 34, que son los puntos de inicio aleatorios de
las 10 muestras sistematicas de viviendas de 4 elementos cada una.

Muestra 12 elemento 22 elemento 32 elemento 42 elemento
Inicio Gasto "+50" Gasto "+100" Gasto "+ 150" Gasto
1 3 32,94 53 84,38 103 54,09 153 93,64
2 9 42,43 59 6,96 109 47,37 159 7,77
3 10 8,37 60 8,42 110 53,35 160 85,11
4 24 84,32 74 74,19 124 42,36 174 40,32
5 34 56,28 84 72,76 134 77,29 184 78,87
6 38 60,34 88 27,39 138 45,87 188 5,31
7 42 92,14 92 96,34 142 39,53 192 87,49
8 47 8,16 97 55,45 147 72,04 197 15,76
9 49 6,96 99 8,97 149 94,42 199 97,66
10 50 76,98 100 46,34 150 9,78 200 8,48
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Las filas de la tabla contienen los elementos de las muestras replicadas de tamaiio 4 asociadas con las
posiciones que ocupan en el listado.

wh

En la tabla adjunta, obtenida la informacion de las 10 muestras, se estima las medias dentro de cada
muestra sistematica de tamaiio 4.

Muestra Elementos Media de

19 20 30 40 muestra
1 32,94 84,38 54,09 93,64 X, = 66,263
2 42,43 6,96 47,37 7,77 X, = 26,133
3 8,37 8,42 53,35 85,11 X; = 38,813
4 84,32 74,19 42,36 40,32 X, = 60,298
5 56,28 72,76 77,29 78,87 X, = 71,300
6 60,34 27,39 45,87 5,31 X, = 34,728
7 92,14 96,34 39,53 87,49 x, = 78,875
8 8,16 55,45 72,04 15,76 X, = 37,853
9 6,96 8,97 94,42 97,66 X, = 52,003
10 76,98 46,34 9,78 8,48 X, = 35,395

X =50,166
s2 = 327,848

10
— 1 —
Estimador de la media poblacional: x = —. ZXi =50,166
10 /=
10
Cuasivarianza entre las medias muestrales: s%i =5 Z(Yi ~X)* = 327,848
i=1

Varianza estimada de la media muestral poblacional:

= 26,228

2
N — n] Sx (200 - 40) 327.848
. X

var(x) = ( N ~ " 200

Error de estimacion de la media: e, =ty/2. n-1)- A/ Var(Xx)=2,262x./26,228 = 11,584

Intervalo de confianza (95%) del sistematico replicado para la media poblacional del gasto de vivienda:

2
N — Sii
(p) = | X ¢ ta/z,(n_l)-\/( . "j.—x = [ 50,166 + 2,262./26,228 | =

ng

[ 38,582 , 61,750 |
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b) Intervalo de confianza sistematico replicado para el gasto total del pueblo:

N.(N—n) ]

ng

I(T) = [f( i e,t} =[N.Y i ta/Z,(n—l)'SYi .
Estimador del gasto total del pueblo: X = N.x = 200 x50,166 = 10.033,2

Varianza estimada del total: Var(x) = Var(N. %) = N2. Var(x) = 200%x 26,228 = 1.049,120

Error de estimacion del gasto total: e, = t g5 o.+/ Var(X) = 2,262 x,/ 1049,120 = 2.316,89

€ 2.316,89
Error de estimacion relativo del gasto total: % e = —x100 = === ,100 = 23%

X 10.033,2

El error de estimacidn representa un 23% del gasto total.
Intervalo de confianza sistematico replicado para el gasto total del pueblo:

(1) = [ +e, | =[10033,2 + 2.316,89 |=[ 7.716,31 , 12.350,09 ]

¢) Intervalo de confianza sistematico replicado para la proporcion de viviendas ocupadas del pueblo:

Las filas de la tabla contienen los elementos de las muestras replicadas de tamaio m =4 asociadas con
las posiciones que ocupan en el listado.

1 vivienda ocupada de continuo
a.. =
" |0 segunda residencia

Muestra 12 elemento 22 elemento 32 elemento 42 elemento
Inicio Control | "+50" | Control | "+100" | Control | "+ 150" Control
1 3 1 53 1 103 1 153 1
2 9 1 59 0 109 1 159 0
3 10 0 60 0 110 1 160 1
4 24 1 74 1 124 1 174 1
5 34 1 84 1 134 1 184 1
6 38 1 88 0 138 1 188 0
7 42 1 92 1 142 0 192 1
8 47 0 97 1 147 1 197 0
9 49 1 99 0 149 1 199 1
10 50 1 100 1 150 1 200 0

Se estiman las proporciones de viviendas ocupadas de continuo dentro de cada muestra sistematica.

. . Lo P u 1 con atributo
Proporciones dentro de cada muestra sistematica: p; =

0 sin atributo

3|

Ing
o
&
T
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E
Elementos Proporcion de A
Muestra " ” = o muestras p, (Pi—p)
1 1 1 1 1 p, =1 0,075625
2 1 0 1 0 p,=0,5 0,050625
3 0 0 1 1 p;=0,5 0,050625
4 1 1 1 1 P, =1 0,075625
5 1 1 1 1 ps =1 0,075625
6 1 0 1 0 Pg =0,5 0,050625
7 1 1 0 1 p, =0,75 0,000625
8 0 1 1 0 pg =0,5 0,050625
9 1 0 1 1 Py =0,75 0,000625
10 1 1 1 0 P =0,75 0,000625
10 10
D Bi=725 | D (B -P)=0,43125
i=1 i=1
4 4 4
alz%.j;aijzz “2—%2 0,5 “,:% Z:: _—_0,75

Intervalo de confianza sistematico replicado para la proporcion del pueblo:

_Zs:(ﬁi—ﬁ)z

2
o [520]- |+ (45 iy |- |02 e (5 2

s s

" ~ 7,25

Estimador de la proporcion poblacional: p=p = —. . =———=0,725
proporcién p p=p = ;p. ;
0,43125
Cuasivarianza de las proporciones muestrales: % Z( p)? 'T = 0,0479167
Varianza estimada de la proporcién poblacional:
2
A N — S5 200 — 40 0,0479167
Var(p) = i) il I x — 0,00383
N n 200 10

Error muestral (95% confianza) de la proporcidn poblacional:

€, = Zg0s -y Var(p) =1,96x./0,00383 = 0,1213 (12,13%)
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Intervalo de confianza sistematico replicado para la proporcién del pueblo:

p) = [ B+e, | =[0,725 + 0,1213]= [ 0,6037 , 0,8463]
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POBLACIONES FINITAS: MUESTREO SISTEMATICO REPLICADO

. El auditor de una asociacién de comerciantes decide aplicar un muestreo sistematico

1 I replicado para estimar el promedio y el total de ventas diarias (en miles de euros) de los
ST 500 afiliados.

En el estudio sistematico replicado toma una muestra preliminar piloto de 5 elementos cada una. La

informacion aparece en la tabla adjunta.

12 elemento 22 elemento 32 elemento 42 elemento 52 elemento
Arranque "+100" "+200" "+300" "+400"
Muestra ID Factura | ID |Factura ID |Factura ID Factura ID Factura
1 7 284 107 414 207 394 307 358 407 360

19 351 119 342 219 462 319 371 419 382
38 479 138 355 238 262 338 442 438 385
74 181 174 416 274 336 374 306 474 310
83 193 183 293 283 374 383 493 483 393

|l jwWIN

Con un error de estimacion del 5%, écudl sera el tamafio de la muestra con un nivel de confianza del 95%?

Solucién:

500
El patrén sistematicoes k= — = — =100
n

Para determinar los puntos de inicio aleatorio (ID) para las cinco muestras sistematicas se han generado 5
numeros aleatorios entre 1y 100, cuyos resultados han sido: 19, 74,7, 83, 38

Facturas de elementos Medias — —u
Muestra 10 20 30 40 50 muestras(X;) (% =x)

1 284 | 414 | 394 | 358 | 360 X, = 362,000 20,7936

2 351 | 342 | 462 | 371 | 382 X, = 381,600 583,7056

3 479 | 355 | 262 | 442 | 385 X; = 384,600 737,6656

4 181 | 416 | 336 | 306 | 310 X, = 309,800 2.269,5696

5 193 | 293 | 374 | 493 | 393 X5 =349,200 67,8976

5 5

> % =1787,2 | D (X -X) =3.679,632
i=1 i=1

Intervalo de confianza sistematico replicado para la media poblacional con varianza poblacional
desconocida en muestras pequefias (n <30):

- - N-n
(p) = [xiepJ =| Xt ty,2 (no1)-Sx - LN " J

S

1.787,2

5
_ 1 -
Estimador de la media poblacional: X = — .in = ———— = 357,440
5 5
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5
1 _ _ 3.679,632
Cuasivarianza entre las medias muestrales: 52ii = rk Z( — %)= 2 = 919,908

Varianza estimada de la media muestral poblacional:

2
_ S+ _2
Var(X) = (N "].—’” = (500 ij 919,908 _ 14,7825
N n, 500 5

Error de estimacion de la media: e, = t,,, (h_1)-+ Var(x)= 2,0639x,/174,7825 = 27,286

e
Error de estimacidn relativo: % e, = —£ 4100 = 27,286 x100 =7,634%

X 357,440
El error debido al muestreo es de 27,286 (miles de euros), representando el 7,634 % de las facturas
medias. Para reducir el error a un 5% habra que aumentar el tamafio n = 25 de la muestra, con lo que al

ser muestras grandes (n>30) se utiliza z, ,, = 24,5 = 1,96

El tamafio de la muestra necesario para un error del 5% (confianza del 95%), se obtiene despejando el
numero de muestras sistematicas (n,) en el error de estimacién:

22,;-5% - (N=n)  1,962.919,908 . (500 — 25) _

2 o 3 10
N.e, 500.0,05°. 357,44

Tamafio de la muestra: n; =

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 147



»
U ﬁ Universidad Autdmoma
de Madrid

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 148



UAM

Universidad Autdmoma
de Madrid

Técnicas
Muestreo ,
\1‘! ‘!#’ METODOS INDIRECTOS

DE ESTIMACION

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 149



U X Universidad Autonoma
A de Madrid

METODOS INDIRECTOS DE ESTIMACION

Métodos que aprovechan la informacién conocida relativa a una variable auxiliar Y (variable de apoyo),
correlacionada con la variable en estudio X, para obtener estimaciones mas precisas para X que las
calculadas Unicamente a partir de la muestra de la variable que se estudia.

La informacidn conocida relativa a la variable auxiliar Y puede ser probabilistica o no probabilistica.
Generalmente, las fuentes de informacidn auxiliar (valores de la variable Y) suelen ser variables obtenidas
en un censo anterior, variables relativas a la poblacion en estudio pero de fechas anteriores, estimaciones
relativas a una poblacién diferente pero correlacionada con la variable X que se estudia.

Entre los métodos clasicos de estimacion indirecta mas utilizados se encuentran el método de "estimacién
por razon" (basado en la razéon entre X e Y) y el método de "estimacion por regresion" (basado en la
regresion entre X e Y).

ESTIMACION NO LINEAL: ESTIMADORES DE LA RAZON

Método que trata de mejorar la precision de un estimador simple (obtenido, como ejemplo, por
muestreo aleatorio simple o por muestreo aleatorio estratificado) utilizando informacién sobre una
variable auxiliar Y supuestamente correlacionada con la variable en estudio X.

Sean (x;, y;) los diferentes pares de valores relativos a la variable en estudio Xy la variable auxiliar Y,

respectivamente. Para obtener los mejores resultados en las estimaciones es necesario que ambas
variables presenten correlaciones elevadas y positivas.

N
2%
1

N
2.,
i=1

Razén: R =

n
2%
A partir de una muestra aleatoria simple de tamafio | _ 1=1
"n" se puede estimar el estimador de la razén: iy
i
i=1

ESTIMACION POR REGRESION

La estimacion por regresion es otro método indirecto de estimacion. Se utiliza para aumentar la precision
de las estimaciones sobre una variable X mediante el uso de una variable auxiliar Y en el caso mas general
de que la recta de regresion no pase por el origen.

El uso de estimacion por razén es mas efectivo cuando la relacién entre las variables X e Y es lineal y
pasa por el origen de coordenadas (en este caso proporciona estimadores insesgados).

El uso de estimacion por razén es mas efectivo cuando la relacion entre las variables X e Y es lineal y
pasa por el origen de coordenadas (en este caso proporciona estimadores insesgados).

Se toma una muestra constituida por (n) pares de datos: (x;, y;), (X5, Y3), oo, (X, Vp)

A partir de los datos muestrales se puede estimar la relacién existente entre ambas variables. Existen
distintos disefios de muestreo en la estimacion con informacidn auxiliar.
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Suponiendo se emplea el muestreo aleatorio simple

Estimadores de larazén: x = b.y con otra notaciéon x = r.y
Estimadores de regresiéon: x = a+ b.y

Estimadores de diferencia: x=a+y con otra notacién: x=d+y

a) ESTIMACION LINEAL POR LA RAZON

Se supone que entre las variables X e Y existe una alta correlacion positiva y que el modelo lineal, donde X
es la variable explicada e Y la variable explicativa, pasa por el origen de coordenadas.

x = b.y en este contexto se denota b =r dado su significado, x =r.y

e ¢ |ntervalo de confianza para la media poblacional:

n N-n| o
I(ux)z[uxie,qu reuy £ t,,0 (nony- L J.s,

Razén: r= (Y variable auxiliar)

<|| x|

Estimador de la media: [i, =r.p,

- 1 < 1
Cuasivarianza muestral: s> = ——. Y (x —r.y)? = ——.| D)7+ 2. D yF — 2r. ) x,.y;
n-1 /= n- i=1 i=1 i=1

AN v y N —
Varianza estimada de la media: V(p,) = V(r.p,) = u‘z’ -Vin = [ n}.sz

Error medio de la estimacion: e,, =t,,; (n-1)- V(i)

¢ ¢ |ntervalo de confianza para el total poblacional:

N-n) ,
I(tx)=|:r.1:yie,t:|= r.tyita/z’(n_l).\/N.[ " J.sr

Estimador del total: 7, = r.t, donde, T, = N. uy

=

AA A A 1 N - n N - n
Varianza del estimador del total: V(1,) = V(r.7,) = ‘Eé V(r) = tf, = .s2 =N. .sf
uy \ N.n n
La expresion de la varianza del estimador del total no se puede utilizar cuando se desconoce N y p, .

2
r

n _ A s
Entoncessi N — o T: 1 y aproximando u, por y setiene: V(7,) =

a
N|< N

n

<|
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MUESTREO ALEATORIO SIMPLE PARA LA RAZON

e ¢ |ntervalo de confianza para el estimador de la razén:

= N-n) 1
I(R) =[r t e :|= Lt ta/2,(n-1)- \/[—Jv—zsf Y = variable auxiliar

0 N.
2V ’
=1

Estimador de la media poblacional: r =

n

2.

i=1
n
Z(Xi - yi)z
Cuasivarianza muestral: s> = =1 :
n ju—
n
N 1 Z(XI - T. yi)z N 1
—-n P —n
Varianza del estimador: Var(r) = R i=1 _ 2 Srz
N.n ) ¥y n-1 N.n | y

Error medio de la estimacién: e, =t,,, (,_1)-+/ Var(r)

¢ ¢ |ntervalo de confianza para el total poblacional:

N A N— N N
1(X) =|:x + e1:| =|:r.y tty/2, (n-1)- \/N( n).sf:| Y = variable auxiliar (x =r.y)
’ n

Estimador de la media: X =r.y

D —roy)
i=1

n—-1

Cuasivarianza muestral: sf =

Varianza del estimador: V(X) = Var(r.y) = N2 [ n}'sz = N'( n)_SZ

Error total de la estimacion: e, =t,,, (h_1)- V(X)
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b) ESTIMACION LINEAL DE LA REGRESION

Cuando la relacién lineal entre dos variables X e Y (variable auxiliar) no pasa por el origen de coordenadas
es preferible utilizar estimadores de la regresidn.

En el modelo lineal simple X=a+ b.Y, el método de los minmos cuadrados permite estimar "a" y "b":

D (% —=%).(y;—)

. s O _i=1 — —
Pendiente recta regresion: b = > = - a=X-b.y
c _
v D lvi-v)P
i=1
donde,

1 < _ 1 < _ . 1 < _
oy =—. 2 (vi=¥) O = = 2 =K.y, =V) = =. D %y - XY

n iz n s nixa

siendo, o7 la varianza residual de X sobre Y en el modelo modelo lineal simple:

1 4 2 n o’ n
2_ _ - _ _ = — |22 = 1 52 (12
o; " i=1((xi (X +b.(y, y))) — .[cx 2 ] - Oy - (1—rg)

e ¢ |ntervalo de confianza de la regresion para la media poblacional:

N — — N-n
I(p,):[p,xiem]: X+ b.(u=Y) £ ty,2 (no1)- [N n].crz

Estimador de lamedia: {i, =a+b.p, =X-b.y+b.u, = X+ b.(n, -Y)

Para estimar [i, se necesita conocer el verdadero valor de p, no sirve la estimacién p, =y

r

.o N —
Estimador de la varianza: V(p,)= [ N nJ.cz
.n

Error medio de la estimacion: e, =ty ;5 (n-1)- V()

Tamaio muestral:

N—n 2 2 2 N—n 2
er;.1=tonl2,(n—1)' N.n - O - er].1=t0L/2,(n—1° N.n - O

2 2
toc/2,(n—1) .N.O-r

2 _ g2 2 —
N.n.ej, =t3,2 (n-y -IN-N).o7 — n—N 2 10 o2
S oa/2,(n=-1) *Vr
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e ¢ |ntervalo de confianza de la regresién para el total poblacional:

- o N-n
(1) =[ %, * e, ={N.uxita/2,(n_1).\/N.( - ).cf]

Estimador del total: 7, = N.fi, =N.(a+ b.p )=N. (x-b.y+b.u )= N. (Y+ b. (uy—V))

~Aa A n ~ N—-n N—n
Estimador de la varianza total: V(fi,) = V(N.[i,) = N®. V(i) = NZ.[N J.cf = ( ).c
.n n
Error total de la estimacion: e, =t,,, (n-1)- \A/(%T) (ex=N.e,)

Tamafio muestral:

N—-n 2 2 2 N-n 2
e”=ta/2,(n_1).\/N.( n j.O'r —> erT=ta/2’(n_1).N. 'GI‘

2 2 2
2 9 n= tot/Z,(n—l)°N .Gr

2 2
n.em =tcc/2,(n—1) .N.(N—n).Gr

2 2 2
er1: + N'toL/2,(n—1) -Gy
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c) ESTIMACION LINEAL POR LA DIFERENCIA

El estimador de la diferencia tiene un buen comportamiento (cota de error es mas baja) cuando la
relacién entre las variables X e Y (variable auxiliar) es lineal y la pendiente b = 1.

Modelo lineal simple: X=a+Y 6 x=X+(y-y) , a=x-y=d , d =x -y,
Tiene una gran utilizacién en auditorias.

(di - a)2

N . . 1
Cuasivarianza de las diferencias: s = 1
n —
1

n

¢ ¢ |ntervalo de confianza de la diferencia para la media poblacional:

N - _ N—n
I(ux) = I:de + edu :|= X+ (Hy—y) x ta/Z,(n—l)' [ﬁjss

Estimador de la media: fig, = X+ (u, —y) = p,+ d

Para estimar 14, se necesita conocer el verdadero valor de L, no sirve la estimacién p, =y

A N—n
Estimador de la varianza: V(pg,)= ( N }sﬁ
.n

Error medio de la estimacion: ey, =1t, ;2 (n-1) -+ f V(ﬁdx)

¢ ¢ |ntervalo de confianza de la diferencia para el total poblacional:

I(TX) B [%dx * o :|= N. (Y—i_ (HV_V)) + tos2,(n-1)- \/N. [N_n)sﬁ

n

Estimador del total: T4, = N.[i;, = N. (Y+ (uy—V)) = N. (n,+ d)

Para estimar 7,, se necesita conocer el tamafio N de la poblacién, no se puede estimar como

Tgx = X+ (1,-Y) = ty+a

N ~L N-—n N—-n
Estimador de la varianza: V(t,) = N°.V(%,,) = N°. ( N jsﬁ = N. [ Jsﬁ
.n

Error total de la estimacion: ey, =t,,,, (n-1)- 1/\A/(%dx)
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SUBMUESTREO EN LOS INVESTIGADORES

Cuando la informacidn se obtiene mediante encuestas, mediante submuestras se puede averiguar si
existen posibles errores no muestrales debido al sesgo del investigador.

Los errores debidos al investigador pueden ser producidos por diferentes causas: falta de preparacion
del investigador, distintos modelos de entrevistar, preguntas subjetivas, etc.

El método del submuestreo reparte la muestra de individuos a encuestar entre k investigadores,
obteniendo k submuestras del mismo tamafio. A continuacion, se realizan las estimaciones para las
submuestras.

Cuando los valores de las estimaciones son parecidos, el error debido al investigador es despreciable.
En otro caso, hay que analizar por qué para algunos investigadores los resultados son diferentes.

p . . . o n . . .
El método asigna a cada investigador una submuestra de tamafio m = o y estima la media poblacional

k

. . -1 -

a partir de las medias de las submuestras: x = PR z X;
'=1

¢ ¢ |ntervalo de confianza de la media poblacional:

p)=[xte,|=
m
. -1 n o
Media de cada submuestra: x, = —. ZXU m= P Tamafio submuestras
m ;
j=1
1 m
Cuasivarianza entre submuestras: §f = ——. )" (X — X)*
k-1 {3
1 &
Estimador media poblacional: X = P X
i=1
. . . —_ N —nN a2
Varianza estimada de la media: V(Xx) = Nk . Sy

Error de lamuestra: E=t,,; (n_k) -+ V(X)
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POBLACIONES FINITAS: METODOS INDIRECTOS DE ESTIMACION

Y -
- i

La poblacién esta formada por un paquete de 50 acciones que cotizan en la bolsa.
Se dispone de informacién completa sobre las cotizaciones antes de la pandemia
(2020), afio en que la cotizaciéon media de la cartera fue de 215 € por accion.

En la tabla adjunta se dispone de una muestra piloto:

Acciones | Precio actual (x;) Precio 2020 (y;)

1 304,75 260,75

187,45 147,38
3 316,25 277,91
4 244,95 212,42
5 548,55 482,04
6 302,45 283,27
7 434,7 382,00
8 152,95 102,57
9 315,1 189,46
10 388,7 314,61
11 469,2 320,08
12 198,95 156,43
13 564,65 437,43
14 265,65 224,23
15 238,05 124,46

Estimar la razén de la apreciacidn o depreciacién de la cartera.
Solucion:

Al tratarse de un estimador de la razén de la proporcidn, se comparan las acciones en términos relativos,
esto es, en qué porcentaje han aumentado o disminuido las cotizacciones de las acciones en la actualidad
respecto a los valores que tuvieron en 2020.

Como primer paso, para estudiar la variabilidad del estimador de la razén (insesgado) conviene hacer un
grafico de dispersidon entre ambas variables y observar cdmo existe una relacién de proporcionalidad
entre las dos variables.

100 -
<>
350 //
L
300
>
250
200 ‘/
&
150
»
100

50

0

0 100 200 300 400 500
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La relacién entre los precios de las acciones en los dos periodos (x,y) esta préxima a la linea de tendencia

wh

gue pasa por el origen. En el caso de no pasar, se utiliza la estimacion por regresion.

Para facilitar los calculos se elabora la tabla:

Acciones | Precio actual (x;) Precio 2020 (y;) (x; — r.y;)?
1 304,75 260,75 566,41
187,45 147,38 3,05

3 316,25 277,91 1150,03
4 244,95 212,42 515,19
5 548,55 482,04 3460,05
6 302,45 283,27 2966,34
7 434,7 382,00 2172,84
8 152,95 102,57 562,09
9 3151 189,46 5834,91
10 388,7 314,61 59,35
11 469,2 320,08 4341,97
12 198,95 156,43 3,44
13 564,65 437,43 181,93
14 265,65 224,23 284,78
15 238,05 124,46 6598,47

15 15 15

D % =4.932,3549| > y,=3.915,02 | ) (x - r.y,)> =28.700,84

i=1 i=1 i=1

15
_in La razén estimada es de 1,26 > 1, con lo que las
Razén estimada: r = '1=51 = ::iz'zi = 1,26 acciones se han apreciado un 26%, a pesar de la
I pandemia.

&

n
Z(Xi —T. yi)2
i=1 _28.700,84

n-1 14

Cuasivarianza muestral: sf = = 2.050,06

N—n 1 50-15 1
Varianza del estimador: Var(r) = = sf = . 5 - 2050,06 = 0,00206
N.n )y 50x 15) 215

Error medio de la estimacion: e, = tg o5 14 -4/ Var(r) = 2,145.,/0,00206 = 0,0973

Intervalo de confianza (95%) para el estimador de la razén:
IR) =[r + e |=[1,26 + 0,0973 | =[1,1627 , 1,3573 |

En consecuencia, las acciones se han revalorizado entre un 16,27% y un 35,73%
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POBLACIONES FINITAS: METODOS INDIRECTOS DE ESTIMACION

Un agricultor quiere conocer la produccién total de fresas en una plantacién de 10.000 m?.

La plantacidn se estructura en 100 areas no iguales, con superficies conocidas.
Para conocer la produccidn total y la produccidon media estimada de fresas por area,
selecciona una muestra aleatoria simple de 15 areas.

Los resultados de la muestra piloto han sido:

Areas Produccion kg fresas | Superficie area
cultivadas en area kg (x;) en m? (y;)

1 1683 64

1940 76
3 1791 68
4 1720 67
5 2022 100
6 1860 76
7 1750 68
8 1683 66
9 1744 74
10 1778 75
11 1749 74
12 1789 70
13 1884 64
14 1909 68
15 1698 70

Solucién:

Para estudiar la variabilidad del estimador de la razén (insesgado) se hace un diagrama de dispersion
entre las variables (x;, y;) , observando cdmo existe una relacién de proporcionalidad.

110

100 + *

90 A

80 -

70

60

50 T
1650 1750 1850 1950 2050

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 159



p
U Universidad Autdmoma
M de Madrid

Se elabora la tabla:

Areas | Produccion kg fresas | Superficie area ,
cultivadas en area (x;) en m? (v;) (X —r.y)
1 1683 64 6389
1940 76 1600
3 1791 68 8281
4 1720 67 2025
5 2022 100 228484
6 1860 76 1600
! 1750 68 2500
8 1683 66 1089
J 1744 74 11236
10 1778 75 9409
11 1749 74 10201
12 1789 70 1521
13 1884 64 80656
14 1909 68 43681
15 1698 70 2704
15 15 15
2% =27.000 Dy;=1080 | Y (x—r.y) =411.876
=1 i=1 =1

Intervalo de confianza para la produccidn total de fresas:

(X) =[x * e, ] =[r.§l + ty/2 (no1)- \/N'[N_nj-sf:|
n

15

in

i=1 _ 27.000
15 1.080
2V

i=1

Produccién total de fresas: X = r.y = 25x10.000 = 250.000 kg

Razén estimada: r = =25 La produccién de fresas es de 25 kg / m”

N N-— 100 -15) 411.876
Varianza del estimador: Var(x) = N ( n).sf = 100 ( 15 j 12 =16.671.171,43
n

Error total de la estimacion: e, = tg g5 14 -4/ Var(x) = 2,145.\/16.671.171,43 = 8.758,1
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Intervalo de confianza para la produccidn total de fresas:

I(X) =[x + e, | =[250.000 + 8.758,1 | =[241.241,9, 258.758,1 ]

Como la variable auxiliar Y es conocida para toda la poblacién, la produccién media poblaional:

i=1 _ 10.000
N 50

w, = = 200

Produccion media estimada de fresas por area: X = r.n, = 25x200 =5.000 kg
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3840 hectareas.

ﬁ 007 AGRICOLA

Se realizé un sorteo entre los
socios para elegir a 20 de ellos
a los que se les pregunté por la
superficie plantada y se les tasé
su produccidn.

Se adjuntan los resultados:

Mediante una tasacién previa se desea estimar la produccién media y la produccién total de
los 750 socios de una cooperativa agricola. Se sabe que el total de superficie plantada es de

Produccién Superficie Produccién Superficie
(toneladas) (hectareas) (toneladas) | (hectareas)

12 3,7 8 3

14 4,3 20 7

11 4,1 16 5,4

15 5 14 4,4

16 5,5 18 5,5

12 3,8 15 5

24 8 18 5,9

15 5,1 17 5,6

18 5,7 15 5

20 6 22 7,2

Intervalos de confianza para la produccién media y total mediante estimadores de la razén y de muestreo
aleatorio simple, con un nivel de confianza del 95%. Calcular y comparar los respectivos limites para el

error de estimacion.

Solucién:

a) Para calculos posteriores se
elabora la tabla

(X = produccién en toneladas,
Y = superficie plantada en
hectareas) y se calculan

estadisticos.
N =750 socios n=20

1, =3.840 ha

X; Yi Xiz yiz Xj.Yi
12 37 144 13,69 44,4
14 43 196 18,49 60,2
11 4,1 121 16,81 45,1
15 5 225 25 75
16 55 256 30,25 88
12 3,8 144 14,44 45,6
24 8 576 64 192
15 5,1 225 26,01 76,5
18 5,7 324 32,49 102,6
20 6 400 36 120

8 3 64 9 24
20 7 400 49 140
16 5,4 256 29,16 86,4
14 44 196 19,36 616
18 5,5 324 30,25 99
15 5 225 25 75
18 5.9 324 34,81 106,2
17 5,6 289 3136 95,2
15 5 225 25 75
22 7.2 484 51,84 158,4
320 105,2 5.398 581,96 1.770,2
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20 20 20 20 20
D x=320 Dy,=1052 D x'=5398 > y/=581,96 ) x.y;=1.770,2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
20 20 20
2, 320 2,0 2 5.398
X = i=1 =—=16 G§= = = =1 _YZ = 162 = 13,9
20 20 20 20 20
20 20 20
Sy, 2=V Dy
V - i=1 — 105;2 — 5’26 Gi — i=1 — i=1 g2 — 581I96 _ 5,262 — 1'4304
20 20 20 20
20 20
s2 = . o2 = = .13,9 =14,6316 55 = L.ci = —.1,4304 =1,5057
n—1 19 n—1 19
20 20
D= lyi—Y) DXy, L7702
G, = = == - X.¥ = =% _ 16x5,26 = 4,35
20 20 20
O,y 4,35

= 0,9756

Coeficiente correlacion: Moy = =
c,.0, +/13,9x,/1,4304

La relacidn entre las variables es alta, que junto a la informacion auxiliar de la variable Y, justifica la
utilizacion de estimadores de razon.

Por otra parte, es légico pensar que la relacién pasa por el origen: "a 0 hectareas de superficie plantada
le corresponde 0 toneladas de produccién".

20
in
i=1 320

Estimador por larazén: r = —— = = 3,042 tm/ha
105,2
2V
i=1

® |ntervalo de confianza por la razén para la produccién media poblacional:

o N—n
() =|:ux + ew:| =[r.uy t ty,s (no1)- [N nJ.sf]

T 3.840
T, =N. N =Y =~ = 5,12 ha/socio
y Hy SR 750 /

Estimador de la media: [i, =r. u, = 3,042. 5,12 = 15,57 tm/socio
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1 20 1 20 20 20
SE = E' (Xl_r'yl)z = E. ZX|2+ I’z.zylz— ZF.ZXI.YI =
i=1 i=1

i=1 i=1

1
= E.(5.398 + 3,042°x 581,96 — 23,042 x1770,2) = 0,7065

A N - 750 - 20
Varianza del estimador de la media: V(L) = . s> =| ——— [x0,7065 = 0,0344
N.n 750.20

Error medio de la estimacion (t 555 19 =2,093):
e = ta/a, (mo1) -+ Var(f,) = 2,093 x./0,0344 = 0,388

Intervalo de confianza por la razén para la producciéon media poblacional:

i) =[ i £ e, |=[1557 + 0,388] =[ 15,182 , 15,958]

® |ntervalo de confianza por la razén para la produccién total poblacional:

N-n)| ,
I(tx)=|:r.1:yiert:|= r°Tyita/2,(n—1)‘\/N°[ " J.s,

Estimador del total: 7, = r.t, = 3,042 x3.840 = 11.681,28 tm

Varianza del estimador del total:

N—n
n

A 750 - 20
V(t,) = N.[ J sf = 750. [2—0}.0,7065 = 19.340,4375

Error total de la estimacion (t o,5 19 =2,093):

e =t /2, (n-1) -y Var(iy) = 2,093.,/19.340,4375 = 291,07

Seobserva, e, =N.e,, — e,=750x0,388 =291

rp

Intervalo de confianza por la razén para la produccién total poblacional:

(1) =[r.7, + e, |=[11.681,28 + 291]=[11.390,28 , 11.099,28]

= |ntervalo de confianza con muestreo aleatorio simple para la produccén media poblacional, con
varianza poblacional desconocida:

— — N-n
I(u):[xieu}: Xi ton/z,(n—l)'sx' n N :|

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 164



U X Universidad Auténoma
A de Madrid

20 20
x-izt _320_.5 o_i= = 14,6316
20 20 n—1

~n N - 750 - 20
Varianza del estimador de la media: V(p)= n . si =|—1.14,6316 = 0,7121
N.n 750. 20

Error medio(t 455,19 =2,093): €, = t /5 (n-1)- V(X) = 2,093. ,/0,7121 = 1,7662
Intervalo de confianza con muestreo aleatorio simple para la produccién media:

(p)=|x*e,|=[16 + 1,7662 |- [ 14,2338 , 17,7662 ]

= |ntervalo de confianza con muestreo aleatorio simple para la produccién total poblacional, con
varianza poblacional desconocida:

I(r)=[§(iet]={N.Y + ta/z,(n—1)-\/m-si}

n

x =N.x= 750.16 = 12.000 tm

Error total de la estimacion (t 5,5 19 =2,093):

(N— (750 - 2
S \/M s2 =2,093. \/ 750.{750 = 20) 4 6316 - 1.324,65

n 20
Se observa, e = N.e, — e = 750 x 1,7662 = 1.324,65

Intervalo de confianza con muestreo aleatorio simple para la produccidn total poblacional:
(1) =[x+ e, |=[12.000 + 1.324,65]=[10.675,35 , 13.324,65]

Sefialar que el limite del error de estimacidn, tanto para la media como para el total, es mucho mayor
que el cometido utilizando estimadores de razén.
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Para un grupo de 500 pequefios establecimientos se Ventas Gastos
desea realizar un estudio sobre las ventas diarias. diarias publicidad
Se tiene inforl.'n.acién de que, por término medio, el 144 4.26
gasto en publicidad es de 6 euros. 168 4,95
Se elige al azar una muestra de 15 establecimientos y se toman datos 162 4,72
de su gasto en publicidad y ventas diarios en euros. Los resultados se 180 5,75
reflejan en la tabla adjunta. 192 6,33
144 4,37
Utlizando los estimadores de regresion: 192 9,20
a) Estimar la media poblacional y el tamafio de la muestra para que el 180 5,87
error de estimacion sea de 8 euros. 150 6,56
156 6,90
b) Estimar total de ventas diarias. 96 345
180 8,05
180 6,21
144 5,06
168 6,33
Solucioén:
a) Para facilitar los calculos X; Y, x? y? X:. Y
se elabora la tabla: (X = 144 4,26 20.736 18,11 612,72
Zg:;‘: gr']a;'jzl : d:\:) Gastos 168 4,95 28.224 24,45 830,76
N = 500 establecimientos 162 4,72 26.244 22,23 763,83
180 5,75 32.400 33,06 1035
n=15 192 6,33 36.864 40,01 1.214,4
Hy =6 euros 144 4,37 20.736 19,10 629,28
192 9,20 36.864 84,64 1.766,4
180 5,87 32.400 34,40 1.055,7
150 6,56 22.500 42,97 983,25
156 6,90 24.336 47,61 1.076,4
96 3,45 9.216 11,90 331,2
180 8,05 32.400 64,80 1449
180 6,21 32.400 38,56 1.117,8
144 5,06 2.0736 25,60 728,64
168 6,33 28.224 40,01 1.062,6
2.436 87,98 404.280 547,45 14.656,98
15 15 15 15 15
D x=2436 )y, =87,98 x? = 404.280 y; =547,5 D x.y,=14.656,98
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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15 15 15
in Z:(xi—i)2 Zx,z
=1 _i=1

& 2.4 404.2
x==t _248 164 @ _x2 - 204280 0o 42 578,24
15 15 15 15 15
15 15 15
2, 87,98 2=V 2 547,50
y=Tt BB ges  g2o it =2l 52 = 2220 58652 = 2,10
15 15 15 15
15 15
D= Ayvi—V) DX, 14.656.98
o, = =2 _ =t - X.y = /=" _ 162,4 x5,865 = 24,656
15 15 15
c 24,656
Coeficiente correlacion: My = Xy = 0,7075

GG, /578,24 x4/2,10

Oy _ 24,656

0'3, 2,10

Pendiente de la recta regresion: b = =11,741

15
Varianza residual: 0'3 = L. 6)2( (1- rfy) = —= x 578,24 x (1-0,7075%) = 333,229
2 13

= |ntervalo de confianza de la regresion para la media poblacional:

n - — N—n
I(u):[uxiem]: X+b.(u,-V) £ty,s (n1)- [N n].cf

Estimador de la media: i, =X + b. (u,-y¥)=162,4 + 11,741. (6 - 5,865) = 163,985

o N - 500 - 15
Estimador de la varianza: V(p,)= n .02 = | ——— [x333,229 = 21,549
N.n 500.15

Error medio de la estimacién (tg 55,14 = 2,145) : e, = 2,145.,/21,549 = 9,957

N . € 9,957
Error de estimacion relativo: %e, = —x100 = ————x100 =6,07%
Ky 163,985

Intervalo de confianza media: I(p) = I:;lx + em] = (163,985 + 9,957) = (154,028 , 173,942)

El tamafio de la muestra necesario para un error de estimacion de 8 euros (confianza del 95%), se obtiene
despejando el nimero de muestras (n) en el error de estimacion:

th/2, -1 -N-Of _ 2,145?x500 x 333,229
N.e2 + 1t (1) -O- 500 x8” + 2,145°x 333,229

Tamaiio de la muestra: n = = 20 muestras
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b) Intervalo de confianza de la regresion para el total poblacional:

n n N-—n
I(tx)=|:1:xien]={N.uxita/Z'(n_l).\/N.( ).Gf:|

n

Estimador del total: 7, = N.[i, = 500x 163,985 = 81.992,5

Estimador de la varianza total: \A/(ﬁt) = \A/(N.ﬁx) = NZ.V(ﬁX) = 500%x 21,549 = 5.387.250

Error total de la estimacion: e, =t,,; (h_1)- JV(fi,) = 2,145x./5.387.250 = 4.978,6415
Se observaque e, = N.e,, = 500 x9,9573 = 4.978,6415
Intervalo de confianza del total:

I(t,) =[ %, + e, |=[81.992,5 + 4.978,6415] = 77.013,8585 , 86.971,1415]
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w= Para un grupo de 500 establecimientos se realiza un estudio sobre el gasto diario. Sabiendo
i77)| que los ingresos medios diarios son de 1.000 euros. Se elige al azar una muestra de 10
74 establecimientos y se obtienen datos de ingresos y gastos:

Ingresos 564 780 852 360 570 606 732 456 648 624

Gastos 486 702 780 288 492 522 660 384 576 552

Estimar el gasto medio y el gasto total diario para los 500 establecimientos utilizando muestreo aleatorio
simple, estimadores de razén, regresidn y diferencia.

Obtener el limite para el error de estimacién en cada caso.

Solucién:

Se elabora la tabla: (variable auxiliar X = Ingresos diarios e Y = Gastos medios)

Xi Vi X; Vi Xi-Yi (x; —r.y) | d=y;—% | (d—d)
564 486 318.096 236.196 274.104 18.583,14 —-78 9
780 702 608.400 492.804 547.560 26.321,82 -78 9
852 780 725.904 608.400 664.560 27.423,36 —-72 9
360 288 129.600 82.944 103.680 11.355,03 —-72 9
570 492 324.900 242.064 280.440 18.779,96 -78 9
606 522 367.236 272.484 316.332 21.503,29 -84 81
732 660 535.824 435.600 483.120 22.861,44 —-72 9
456 384 207.936 147.456 175.104 13.942,89 -72 9
648 576 419.904 331.776 373.248 19.914,85 —-72 9
624 552 389.376 304.704 344.448 19.110,30 —-72 9
6192 | 5442 | 4.027.176 | 3.154.428 | 3.562.596 | 199.796,08 - 750 162
. . Yy 544,2
N =500 establecimientos n =10 establecimientos u, =1.000 euros r= ; = 619 2 = 0,88
Covarianza:
10 10
D x=%).lyi—¥) D%y
Gy = = = ~x.y = 228239 g195,504,2 = 19.289,16
10 10 10
10 10 5 10 5
Yi (v;i—v) Y
y = '; B2 _ 544,2 o) = '; | = '; g o BAsedzs 544,2% = 19.289,16
10 10 10 10
10 10 5 10 5
X: (x: = x) X;
X = '; 6192 _ 619,2 o) = '; | = '; g 402776 619,2° = 19.308,96
10 10 10 10 10
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10
Cuasivarianza muestral: sf, -0 c, = ?x19.289,16 =21.432,4

n-1 "

Gy 19.289,16

La relacion entre las variables es muy fuerte: r,, = = =0,9995
ox.0, +/19.308,96 x ,/19.289,16
. . s 0-xy
Pendiente recta regresion: b = > = 1
Gy
Las variables tienen una relacién muy fuerte y la pendiente es 1, se estima por la diferencia.
a) MUESTREO ALEATORIO: X (variable auxiliar)
. . — I — N-n
= Intervalo confianza gasto medio: I(p) = [ y £ eu} =Y £ ty/2,(n-1)- Sy~ N
’ n.

':l_ nj §2 = M} x21.432,4 = 2.100,37
.n

Varianza del estimador de la media: \7(;3)=[ .Sy 50010

Error medio (t g 5,5, o =2,262) delgasto: e, = t, ;5 (n-1)- V({i) =2,262./2.100,37 = 103,67
Intervalo de confianza para el gasto medio:

(w)=| V*e, |=[544,2 + 103,67 ] =[440,53, 647,87]

= Intervalo confianza gasto total: I(t) = [9 + e,] =|N.Y * ty/0 (no1) - \/— sy

¥y = N.y=500x544,2 = 272.100 euros

Varianza del estimador del total:

AL N.(N - 500 x (500 — 10

gy = N(N=n) 2 500x( )
n 10

Error total (t g5 ¢ =2,262) de la estimacidn del gasto:

€. = tos (n_1)- v V(1) =2,262x,/525.093,8 = 51.833,56

Se observa, e = N.eu — e, =500x 103,67 = 51.833,56

x 21.432,4 = 525.093,8
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b) MUESTREO DE LA RAZON: X (variable auxiliar)

= Intervalo de confianza para el gasto medio poblacional:

N N—-n
I(uy)z[uyieru} =[r.py * tot/2,(n—1)' (stf
Estimador de la media: i, =r.p, = 0,88 x1.000 = 880

10
1 1

Cuasivarianza muestral: s> = ——. > (x, — r.y;)* = =x199.796,08 = 22.199,56
10-1" 4~ 9

~n N - 500 -10
Varianza estimada de la media: V(p,) = n .sf = | ——— [x22.199,56 = 2.175,56
N.n 500.10

Error medio (tg g55 9 =2,262) del gasto de la estimacion:

e, =to,2, oy - VIR,) = 2,262x,/2.175,56 = 105,51

Error total de la estimacion del gasto: e, = N.e,, = 500x 105,51 = 52.755
Intervalo de confianza para el gasto medio:

(u,) =[f, £ e, | =[880 + 105,51]=[ 774,49 , 985,51]

~

' N-n} o
= Intervalo confianza gasto total: (7, ) = [r * ert] = rWet ty,2, (no1)- 4 N- .S

==
Estimador del total: T, = N.p, = 500 x1.000 = 500.000 euros

N—n

A a 500 -10
Varianza del estimador del total: V(7,) = N. [ ] s? = 500 x LT] x22.199,56 =543.889
Obien, V(%,)=N>.V(f,) = 500°x2.175,56> =543.889

Error total (t g5 o =2,262) de la estimacion del gasto:

et =to/2 (o1 -y V(i) =2,262x/543.890 =52.755

Intervalo de confianza para el gasto total:

(7,) =[ r.p, *e,|=[500000%+ 52.755]=[447.245 , 552.755]
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c) MUESTREO DE LA DIFERENCIA: X (variable auxiliar)

10
a=1 y,—x)—ﬁ -75
n o 10
10
1 = 162
Cuasivarianza de las diferencias: s;=——.) (d,—d)’=—=18
- 9

i=1

= Intervalo de confianza de la diferencia del gasto medio poblacional:

n _ - N—n
I(u,) = [de + edp:|= [y+ By =%) £ty (no1)- [ﬁjsﬁl

Estimador de la media: fi,, = p, + d = 1.000 — 75 = 925

L N— -
Estimador de la varianza media: V(p,,) = [N—n} .S = [—
.n

Error medio (t 555 o =2,262) de la estimacion:

€y = tos2, (mo1) -+ V(figy) = 2,262x /1,764 =3

Intervalo de confianza para el gasto medio: I(p,) = [ﬁdy + edu:| = |:925 + 3:| = [922 , 928:|

= Intervalo de confianza de la diferencia del gasto total poblacional:

(7)) =[ 4y * eq. | =| N. (V+ (1, %) ita/z'("_l)'\/N'[N;nJ‘sﬁl

Estimador del total: %,, = N.[iy, = N. (u,+ d) = 500 x 925 = 462.500

Estimador de la varianza total: V(%dy) = N2 V(%dy) = 500%x 1,764 = 441.000

Error total (t o5 o =2,262) de la estimacion:

€ar = to/2, (no1) -+ V(%4y) = 2,262 x./441.000 = 1.500

se tiene, ey, = N.ey, = 500x 3= 1.500

Intervalo de confianza para el gasto total:

I(1,) = [ %4, + ey, | =[462.500 + 1.500]=[461.000 , 464.000]
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Oposiciones INE Sea una poblacién de 500 empresas con un total de 6.000 de asalariados. Se toma
Estadisticos ‘m una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de 25 empresas con el objetivo
Sl de estimar el total de la cifra de negocios. Se denota por y; la cifra de negocios de la

empresa i, en miles de euros y x; el niumero de asalariados de la empresa i.

25 25 25 25 25
Los datos disponibles son: ) x, =265 D'y, =710 D xy;=9772 Y x!=4147 ) y!=25702

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Se pide:
a) Estimar el total de la cifra de negocios y su error de muestreo usando el método de la razon.
b) Estimar el total de la cifra de negocios y su error de muestreo usando el método de regresion lineal.

¢) Comentar cual de los dos métodos es mas eficiente.

Solucién:

a) N=500 n=25 X

asalariados

- 6000 f= 00 " 0,05 R=

Por el método de larazén: Y. = RX,, = 2,679x6000 = 16074

asal asal o2
asal

A A 1 —f) . JUA . n
V(Y,) = X3 VR) = X] —(—j(s%stz—stxy):

N2 25 5 ~y 25 5 . 25
1-f “+ R x —2R )Y xvy. | =
-0 Z;y Zl Z;v

5002
25x 24

(1-0,05) (25702+ 2,679% x 4147 — 2 x 2,679 x 9772) = 1229780,16

Error de muestreo: 6? = ,/1229780,16 = 1108,95

. i o — S
b) Por el método de regresion lineal: Y, = Ny, donde, Y, = V+by(X-X) by= §XY
X
25 25 N
2. 710 2 265 2 6000
y= =S -84 x=2 =22 -106 X=io=2T" =12
n 25 n 25 N 50

. 1 25 L 1
Syy = > xy;—nXy|=—x(9772- 25x10,6 x 28,4) = 93,583
n-11{/= 24
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. 1 25 1
2= x> —nx|=—x(4147- 25x10,6%) = 55,75
X h-1 .; i z4x( X )
b 1 [&, 1 2
2= 2 _ny|=—x(25702- 25x28,4%) = 230,75
Ton-1 iZ;YI YT 2 d <28,47)
S 93,583
by =3 = = 1,679

S, 5575

En consecuencia, Y, = Y+ b, X-x) - Yreg = 28,4+ 1,679 x (12-10,6) = 30,75

, _ 1—f N 1-f gy A
La varianza: Vmin(yreg) = —n (1—p2)S$ - Vmin(yreg) = —n (1—p2)S$
. 1-f .y . S 93,583
Vo (Vo) = —(1-p°)S donde, p =X = = 0,825
min *Treg n Py P=E.S, /55,75 x230,75
0,95

Vinin (Vreg) = : x (1-0,8252) x 230,75 = 2,80

Finalmente, V(Y,.,)= N’ V(V,,)) — V(¥,,)= 500%x2,80 = 700000

Error de muestreo: 6, = ,/700000 = 836,66

reg

c) Para comparar la precision de la estimacidn se calcula la diferencia de las varianzas en cada uno de los
métodos. Cuando se utilizan los métodos de regresidn y de la razén, se observa que siempre la varianza
del estimador de la regresién siempre es menor que la varianza del estimador de la razén.

En el ejercicio, basta con observar que 6, = 1108,95 > 6, = 836,66
r reg

En general, se calcula la diferencia entre ambas varianzas:

1—‘f)(1—p2)5$j .

.o . 1-f
V(Y,) = Viin (Yeg) = N? (T) (S2 + R*S% — 2R Syy) — (NZ( -

1-f
= NZ(—) (S3+R?*Sk —2RSyy — S5+ p°>SY) =
(R®S2 — 2RS,, + p> $2)

(RSx— pSy)* =20  (Syy=pSxSy)
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POBLACIONES FINITAS: METODOS INDIRECTOS DE ESTIMACION

Se analiza una muestra de 1.000 consumidores. Para verificar si las puntuaciones varian
dependiendo del encuestador, se selecciona una muestra aleatoria de 120 encuestas de
tamaiio 10 cada una. En la tabla adjunta se presenta la informacién muestral con la
puntuacién media para encuestador:

1 Lo
—. ) X
Encuestador 10" & i
1 77,8
2 79,1
3 77,4
4 77,3
5 76,6
6 79,1 Con un 95% de fiabilidad, édifieren las
7 77,4 puntuaciones en funcion del encuestador?
8 77,3
9 76,6
10 75,8
11 69,4
12 76,7
Solucién:
B 1 Lo L,
Encuestador | X = —. ) _X; (% —X)
10 3
1 77,8 1,19
2 79,1 571
3 77,4 0,48
4 77,3 0,35
5 76,6 0,01
Se elabora la tabla: 6 79,1 5,71
7 77,4 0,48
N=1.000 n=120 k=12 3 773 0.35
9 76,6 0,01
10 75,8 0,83
11 69,4 53,44
12 76,7 0,00
920,5 68,55
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Intervalo de confianza de la media poblacional:

— — N-n) .
|(H)=[Xiep]= Xt o2, (n-1)- (N k]-si

1< 1
——. ) (X% —X)? = —x68,55 = 6,232

Cuasivarianza entre submuestras: §§ =
12-1 3 11

[y

2
_ 1 _ 1
Estimador media poblacional: x = —. in = —x920,5 = 76,71
12°47 12

N—nJ v (1.000—120
Sy =

= x 6,232 = 0,457
N.k 1.000x12

Varianza estimada de la media: V(X)= L

Error de la muestra: E =t g5 105 - / V(X) = 1,984. /0,457 = 1,34
Intervalo de confianza media poblacional: () = [Y + eu:| =(76,71+ 1,34) =(75,37, 78,05)

Los encuestadores 2, 6 y 11 no se encuentran en el intervalo de la media poblacional. Antes de realizar
inferencias es recomendable analizar los motivos de dichas desviaciones evitando las consecuencias
derivadas del sesgo del encuestador.
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g ESTIMADORES PUNTUALES : INSESGADEZ. EFICIENCIA

La variable aleatoria poblacional "renta de las familias" del municipio de Madrid se

= distribuye siguiendo un modelo N(u, ) . Se extraen muestras aleatorias simples de
- = tamafo 4. Como estimadores del parametro p, se proponen los siguientes:
A Xyt 2X, +3X%; .~ X3—4x, A =
= = =X
My 6 Ha _3 s
Se pide:

a) Comprobar si los estimadores son insesgados
b) éCudl es el mas eficiente?

c¢) Situviera que escoger entre ellos, écual escogeria?. Razone su respuesta a partir del Error Cuadratico
Medio.

Solucién:

a) Un estimador 0 es insesgado (o centrado) cuando se verifica E(é) =0

. [ 2
E(i,) = E Xy +2% +3%; | _ lE|:x1+2x2 +3x3] = l|:E(x1)+2E(x2)+ 3E(x3):| = l[Su] =u
6 6 6 6
. [ x, —4x 1 1 1
E(f,) = E 1_—32} = —EE[X1—4x2:| =—§|:E(X1)—4E(x2):| =—§[—3u] = p
. [ X, + X, + X3 + X 1 1
E(fiy) = E| 24 3 4} = ZE[x1+x2+x3+x4] = Z[E(xl) +E(x,) + E(x3) +E(x,) | =

1

=l 4 =
JLan]=n
Los tres estimadores son insesgados o centrados.

b) El estimador mds eficiente es el que tenga menor varianza.

o X +2X, +3X 1
V[, = v[ . 62 3} = gv[x1+2x2+3x3] =

1 1 2 14 , 2
= —|V(x,)+4V(x,)+9V(x = —| 140 =—o0“=0,390
36 [V +4V(x;)+9V (x5) 36[ ] >

] W 50« 2t 3ves) v -

_ %[1702:|= %0'2 = 1,890
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" 1
V[u3:| _ V|:X1+X2:X3+X4i| — EV[X1+X2+X3+X4:| =

1 1 4
= o[V + VIR + Vi) + Vi) ] = [ 46® |= —-o? = 0,256

El estimador [i, es el mas eficiente.

c) ECM(B)=E@-0)2= V(B) + [lo(é)]2 sesgo b(é):[E(é)—e]

Al ser los tres estimadores insesgados b(é) =0 > ECM(é) = V(é)

El error cuadratico medio coincide con la varianza, por tanto, se elige el estimador [i, por presentar

menor varianza.
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g ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ. EFICIENCIA

El peso en kilos de los jamones vendidos por una empresa sigue una distribucién normal con
varianza 4 y peso medio desconocido. Se conoce que el peso medio de los jamones vendidos
es superior a 5 kg, y se toman m.a.s. de tamafio 4 para estimar 0.

éCual de los dos estimadores seria el mejor respondiendo a la insesgadez y eficiencia?
A X, + X, + X A X; + X
_ X T X T X, _ X5 TX
0, = 0,=
4 2

Solucién:

Lav.a X; = 'pesoenkgdelos jamones' sigue una distribucién normal de varianza c’=4

Para estudiar la insesgadez de los estimadores se calculan sus esperanzas:

3

M} - %[E(x1)+E(x2)+E(x3):| = Ze

E(6,) = E{ A

El sesgo del estimador él sera: b(él) = E(él)— 0= %9 -0 = —%9

X, + X,

1 2
; ]: EEE(X1)+E(XZ):|= Ee =9

E(D,) = E|:

El estimador éz es insesgado, b(éz) =0

Atendiendo al sesgo se elige éz

Para analizar la eficiencia relativa de los dos estimadores se calculan las respectivas varianzas
VOy) = V|F—— | = [V(x, + %, +x3)] = E[V(xl) +V(x,) + V(X5) ]

Observaciones
independientes

Vix)=4 16 16

3
4

n 1 1 1
v(d,) = V[XHT’%} = Vi +x,)] = Z[V(x1)+V(x2)] = ,8=2

Respecto a la varianza se elige el estimador 6, por ser el de menor varianza.

Aparecen decisiones contrapuestas, de modo que el estimador se elige en base al error cuadratico
medio: ECM = Varianza + (sesgo)?

2 2
3 ( 0 ) 0%+ 12

ECM(D,) = —+ O e ECM(6,) = 2+0 = 2
(6,) 2 16 (6,)

4

Se analiza cuando es mayor el ECM en el primer estimador 0, :
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R R 12
EcM(@,) > ECM(B,) — % >2 5 02>20 = [0|>./20 ~ 4,47

Si O es en valor absoluto mayor que 4,47, el error cuadratico medio de 0, es mayor, con lo que se elige

el estimador 6, .
Se conoce que el peso medio de los jamones es superior a 5 kg, no queda duda que el estimador a elegir

(con menor error cuadréatico medio) es 0,

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 182



U & Universidad Auténoma
5 de Madrid

g ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA. CONSISTENCIA

La distribucién de ingresos de cierta poblacién es una variable aleatoria con media p
desconocida y varianza o> también desconocida. Se desea estimar el ingreso medio de la
poblacidn mediante una m.a.s. de tamafio n, respecto de la insesgadez y de la eficiencia.

éCual de los dos estimadores se eligen?. éSon consistentes?
1 < 1<
Uy = —— 2 X Uy = — in
n-1¢ n
i=1
Solucion:

Sealav.a x; ='ingresos de cierta poblacion' sigue una distribucién normal N(p, o) . Para analizar el

sesgo de los estimadores, se calcula la esperanza:

1 % 1 c 1 %
E(p,) = E| — x| = ——E X | = —— x——n
() =B =2 D x| = = E D x| = = D Ebx) (W) = —op
i=1 i=1 i=1
. A . A 1
El sesgo del estimador [i, serd: b({i,) = E(;)— p= —1u p = —1u
n_
. 1y 1. | 1% 1
E(fi,) = E —in - in - —ZE(xi) = Z(nhp) =
n i=1 n i=1 n i=1 n

El estimador |1, , que es la media muestral, es insesgado (centrado) y el estimador que se elige.

La eficiencia de los estimadores se analiza a través de su varianza:

V(i) =V Ly X 1 v ix 1§ V(x 1 (no?) no’
n-150 e-)t ] e-0rE T (-D° (n-1)2

V(ﬁz)=V%;Xi =ni2 Z ZV(X) )="T

i=1

El estimador mas eficiente sera el de menor varianza. Comparando las varianzas de los estimadores:

2 2
~ (& nc
Viji,) = — <
M n (n_l)z

= V(fi,) puestoque (n—1)* < n?

El estimador [1,, que es la media muestral, es el mejor tanto al sesgo como a la eficiencia.

n0'2

lim E(,)=pn vy I|m V()= lim =0
Los dos estimadores n—© Ynow (n—1)2
son consistentes: o2
lim E((,,)=p vy I|m V(p,)= lim —=0
n—oo n-so N
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" - 3%, —2X, + X
Hi =X fl, == 62 :

Solucién:

a) Insesgadez:
E(fy) = E() = p — b(fy)=0

3X; —2X,; + X3

1 1 2 1
c ]: E[3E(x1)—2E(x2)+E(x3)] = g(3u—2u+u) = gh = 3K

3
. . 1 2
Sesgo: b(p,) = E(p,) —p = K=K

E(ﬁz) = E|:

Respecto al sesgo es mejor el primer estimador [1, que es insesgado o centrado.

Varianza:
2
Var(y,) = o

3%, —2X, + X3

1 1
6 ) = S Var(3x -2+ x5) = —[9Var(x) +4Var(x,) + Var(x;)] =

Var(p,) = Var(

14, 7 »

= i 90‘2+462+62:| = c c
36 36 18

. . . n 7
Respecto a la varianza es mejor el segundo estimador p, por ser —o’< o’

El mejor estimador sera el que presente menor Error Cuadratico Medio:

ECM({i;) = V({y) + [b{,)] = 6+ 0 = o

2 7 2 V2 7 4
coM(f) = Vi) + (o) = o'+ (<2u) = LoTeiue

El primer estimador (i, serd mejor si:
4 X 18 2 2 8 2

o’ < l62+iu2 S U iuz - o’< W - olf< —p
18 9 18 9 9x11 11
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ. ERROR CUADRATICO MEDIO

" Para analizar la caracteristica media p de una poblacion, se extraen m.a.s. de
| tamaiio n, considerando los estimadores de la media:

A — N 1
=X = E X
M1 Hz n+1 s i

a) Estudiar la insesgadez, la eficiencia relativa y la consistencia de ambos estimadores
b) Elegir uno de los dos en término del error cuadratico medio

Solucién:
a) Insesgadez:
. _ 1 - 1 1
e E = E(x) = E| — .=—E— X E(x.)) = — (hn) =
(fiy) = E(X) {nz;} {n.l'] ;(.) — () = p
Sesgo: b(ji;) = E(jy) —p= p-p=0

. 1§
* L) = E[E;XJ_ n+1 EZXJ —.

1 n
 E() = L () = "
7 n+1 n+1

—0cuandon— o«

r_’%
o o ny npL—npu—p U
b =E -u= — —p= ———— % = -
(K1,) () —p 1 M 1 1
%,_/

. sesgado
asintoticamente

Eficiencia: Sean dos estimadores insesgados él y éz de un parametro desconocido 0. Se dice que él

es mas eficiente que éz si se verifica: Var(él) < Var(éz).

Var (él)
Var (éz)

V() = V® = VEY %) = 5 Y vix) = S (no?) = <
nis n i1 n

i) = v S e Sy = et = g2

V(”Z)_V{nﬂzx'] (n+1)2.zv(x') (n+1)2(n6) (n+1)26

ar(fy,) c?/n _ (n+1)?
Var(i,)  no?/(n+1)2 n?

La eficiencia relativa se mide por la ratio

Eficiencia relativa:

>1 — Var(ji,) > Var(ji,)

El estimador [1, tiene menor varianza, por lo que es mds eficiente que |1,
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Consistencia: Un estimador © es consistente cuando lim E(é)=0 y lim V(é)=0
n — oo n —®©

lim E(i,)= lim E(X) = p
n— o n—> o

[, = o2 es consistente
lim V()= lim — =0
n— o n—> o N
lim E(1,) = lim BT
. n— o Ha _n—> © K n+1 H]=H
K, = es consistente
lim V({i,)= lim 2| =
n— o (uz) n—)oo|:(n_|.]_)26 :|

b) Se elige el estimador que presente menor error cuadratico medio (ECM):

ECM(6) = E(6—0)2= V(B) + [lo(é)]2 sesgo b(0) = [E(é)—e]

2 2
~ N ~ (e) (o)
ECM(fy,) = V(i) + [ b(f,)] = —+0=—

2 2 2
ECM(fi,) = V(ﬁ2)+[b(ﬁ2):|2 = ﬁ62+ (ij _ ho +p

n+1 (n+1)2
n n n 6?2 no’l+p?
El estimador |1, sera elegido si ECM(j;) < ECM(p,) » —< ———
n (n+1)
2 2 2 2 2 2 2
nc” + no c nc
l;t = 2 T b 7 > = 7 £ 2
(n+1) (n+1) (n+1) n (n+1) (n+1)
0_2_ no? n? (n+1)?6?-n?c? Th
n  (n+1)?  (n+1)? n(n+1)2 ~ (n+1)?
2 2 2
(2n+1)o'2 < K BN (2n+1) < u_z
n(n+1) (n+1) n c
[ 2n+1 2 ) . )
Si < — — J, seeligeantes que [i,
n (o]
P
2n+1 _ p? . , .
Si > — — [, seeligeantesque [
n (o]
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g ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ

4 GASTOS

™®H - La variable aleatoria X representa los gastos mensuales de una empresa, cuya funcién de
densidad es f(0, x) = 0x°~1 con 6>0 y 0< x < 1. Se realiza una muestra aleatoria

\‘ simple (m.a.s.) de tamafio 3, y se proponen tres estimadores:
2 2 2
A " X] +2X%; +3X5 .. X3 —2X; + 4Xx,
91 =X 92 = 6 3 = 6

a) Calcule los sesgos
b) Sila muestra que se obtiene es (0,7; 0,1; 0,3), calcule las estimaciones puntuales
c¢) éCuales son las funciones estimadas para las estimaciones anteriores?

Solucién:

3
donde,
1
© 1 1 1 0 x%1 0
= f(x,0) dx = f(x,0) dx = x> Tdx = | 0x%dx = =
n I_wx (x, 0) dx on (x, 0) dx on X X .[o X dx |:9+1L 931
. 0 o A 0 02
Sesgo: E(0.)= —— — b(0.)=E(0.) -0 = -0 =—
g (6:) 0+1 (6,) (©,) 0+1 0+1
N X2 +2x2 +3x2
. E(§,) = E|: ! 273G _ 1 E(%) + 2E(x3) + 3E(x) | = 1(6(12) = a,
& oy o,
o] 1 1
o, = E(x?) =I x2 f(x, 0) dx =I x2 f(x, 0) dx =j x20x%1dx =
o 0 0
1 9X9+2 1 0
0 0+2 o 0+2
2 2 2
A X7 +2x5 +3X
E©,) = E| — it I E(x?) + 2E(x2) + 3E(x2) | = a, = 0
6 —— —— — 0+2
o, o a,
A A 0 02 +0
Sesgo: b(0,)=E{0O,) -0 = -0 =-
go: b(6,) ( 2) 0+2 0+2

X3 —2X, +4x2}

1 1 1
= —E[ x3—2x;+4x, | = —(3pn) = =
6 6[3 1 2:| 6(“) 2”

. E(0,) = E{
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w 1 1 1 6+1 1
p= Jl_wxf(x,e) dx = onf(x,e)dx = onex"—l dx = -[o 0x%dx = [eg_l_ll: 0

. . 1 0 292+9
Sesgo: b(d;) = E(B;) — 0 = = —0=-
esgo: b(6;) = E(6;) 2( e+1) 2(0+1)

b) Las estimaciones puntuales de la muestra (0,7; 0,1 ; 0,3):

5 _ 0.7+0,1+0,3

" = 0,367
3
0,72 +2.0,1% +3.0,32
0,= = 0,13
6
n 0,3-2.0,7+4.0,1 A
0;= 6 = — 0,117 — Nopuede ser, puestoque 6 >0

c) Las funciones estimadas para las estimaciones de la muestra:

6, > £(0,367,x) = 0,367 x>~ = 0,367 x &2
éz — f(0,13,x) = 0,13 x%2"! = 0,367 x ¥
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normal, cuyo peso medio es desconocido y cuya desviacion tipica es de 7 gramos.
Se pide:

La distribucion del peso de las manzanas de una determinada cosecha sigue una distribucion

a) Analizar cudl de los estimadores [i,, [i, del peso medio es mejor respecto del sesgo y de la eficiencia,

para una muestra aleatoria simple de tamafo cinco.

5
n 1 o . . .
b) Si p, = s E X; Y Hy,= X + 2%, + 3%x3 — 4%, — X, obtener los pesos medios estimados a partir de

i=1

la muestra (125, 135, 130, 137, 142).
Solucion:

a) El peso de las manzanas sigue una distribucién N(p, 7). Se calculan las esperanzas para analizar el
sesgo de los estimadores.

. 1 1
E(fy,) = E[ngi} = EE[

= p+2p+3p—4p-—p=p

5

i=1

5
S DE[x]= <m0 = n
i=1

E(x,) + 2E(x,) + 3E(x3) — 4E(x,) —E(xs) =

Los estimadores [1,, [i, son insesgados (centrados).

Para analizar la eficiencia de los estimadores se obtienen las varianzas:

. 1 1 | 1< 1 49
V(i) = V E;xi ==V in _E;V[X‘] = (5049 = —

i=1
V([,) = V(x; +2x, +3x3 —4x, — Xs) = V(x;)+ 4V(x,)+ 9V(x3)+ 16V(x,)+ V(xs) =
= (49) + 4 (49) + 9 (49) + 16 (49) + (49) = 31(49) = 1519

Como los dos estimadores son insesgados y V([i,) < V(fi,) se elige como mejor el estimador i, , el
peso medio de la muestra de las cinco manzanas.
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g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD. EFICIENCIA. CONSISTENCIA

g Un atleta olimpico de salto de altura se enfrenta a un liston de 2,3 metros. Su entrenador desea
~ 471 estudiar el comportamiento del saltador. Sabe que el nimero de saltos fallidos por hora es una
variable aleatoria distribuida como una Poisson de parametro A.

a) Calcular el estimador maximo verosimil del parametro A.
b) Analizar sus propiedades.

Solucién:

a) MAXIMA VEROSIMILITUD: El estimador de maxima verosimilitud (probabilidad conjunta) de 0 es el
formado por los valores (él, ., én) que maximizan la funcion de verosimilitud de la muestra

(X1, '“,Xn) obtenida:
L(6) = L(X; 0)= L(x,, ---,x,;0) = P(x,,0)---P(x,,0) casodiscreto

En muchas ocasiones, es mas practico encontrar el estimador de maxima verosimilitud al considerar la
funcién Soporte o Log-verosimilitud InL(X, 0), en lugar de la funcién de verosimilitud L(6), ya que es

mas facil de manejar y presenta los mismos maximos y minimos.

n o ~ InL
Se despeja 6=(0,, --- ,0,) delaecuacion: % = 0 y se obtiene el estimador de maxima

0=6
verosimilitud E.M.V(é)

En este sentido, sea lav.a. X = 'Numero de saltos fallidos por hora'

X

En la distribucion de Poisson: P(X=x) = 7»_' e donde, E(x)=A , V(x)=A
x!

La funcién de verosimilitud L(X, A) en una muestra aleatoria simple de tamafio n:

n

2%
n X1 Xn i=1
L) = Lx,A) = []Pixoh) = 2meto 2l o 2T ooma
1 Xy ! X, ! H |
X;!
i=1
Funcidn soporte o Log-verosimilitud:
-§1Xi ix' n n n
INL(X,A) = In 7; e™ | =A™ )= in(JTxH+ mEe™) = > xinr - > in(x!) - i
X! i=1 i=1 i=1
_|=1 -

InL(X,A4) = D xInd = ) In(x!) — A
i=1 i=1
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Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV (L), se deriva la expresidn anterior respecto

del parametro para obtener, sustituyendo A por A

SInL(X:)\') =0 N ini —n =0 - i = i=1 =X
9 A=2 i=1 A \ :

A=A

El estimador de maxima verosimilitud (estimador que ofrece mayor credibilidad) viene dado por la
media muestral EMV(?A») =X

b) Propiedades de Insesgadez, Consistencia y Eficiencia

Insesgadez

El estimador A es insesgado (centrado) si E(}z) =A

ER) = E[E ixi} = LeEx) =2 Y Ex) = =) = &
n i=1 n i=1 n =1 n

i=1

. _ 1 1 < 1 A
V(A) = V(X) = V(; inJ = n—zi;V(xi) = n—z(nM =

Consistencia

Cuando no es posible emplear estimadores de maxima verosimilitud, el requisito minimo deseable para
un estimador es que sea consistente.

El estimador A es consistente cuando lim E(?A») =A y lim V(?A») =0
n— o n— o

lim ER) = lim A=A y lim V(&) = lim Ao

n — o n— o nh— o h—> o N

El estimador . es consistente

EFICIENCIA: Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centradoy de varianza minima.
La varianza minima se analiza en virtud de la acotacién de Cramer-Rao:

A [1+b(i)]
V(A) = CCR = 5
E SInP(xy, %5, ==+ , X, 5 A)
A

La cantidad de informacidn de Fisher I(A) puede simplificarse en una muestra aleatoria simple (m.a.s.),
obteniendo la expresion:

9InP(xy, Xy, ==+ , X, ; 7»)]2_ 0 E|:9In P(x ; l):|

) = E{ 92 9
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A 2 o
i 1+b(h b()=0
vii) > cor = —LLr00)] - > V() 2 cer= L _
$InP(x; M) $InP(x; M)
n.g| 2P n.g| SINPO; M)
Yy Yy

El estimador es eficiente cuando V()A») = CCR

X
Siendo, P(X=x) = — e
x!

InP(x,A) = In {}”—:e'x} = xlnA — In(x!) — A
x!

8InP(x,A) X 1= X—A
9 A A
2 2
3 InP(x, A) X—A 1 2 1 —2 1 A 1
(2] - 5] - e - et v - -
- - 1
En consecuencia, V(A) > = -
1 n
"

, . , A
El menor valor de la varianza del estimador sera —
n

R . Y n
Se sabe que V(A) = V(X) = —, lo que muestra V(A) = CCR, el estimador empleado es eficiente.
n
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD

VEROSIMILITUD

Una muestra aleatoria (x,, :-- ,x,) de la poblacién tiene como funcién de densidad

£ ()= Bzxe 8 six>0
[}
en el resto

Hallar el estlmador de maxima verosimilitud de 0
Solucién

Funcidn de verosimilitud L(0)

L(e) = fe(Xl) fe(Xz) .o fe(Xn) = |:92X1e_exli| |:92X2e_exzi| . |:92Xne—exni| _

= 02" (xp ... x,) @ (Xt O OG) _gan

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

_eznlxi _eixi
L) = 0" (x; ... x,)e = = InL(®) = |n(92n (X oo x)e J

InL(©) = (2n)in6 + In[ [x;- 6D % — InLO) = (2n)In6 + Y Inx; — 8 D x
i=1 i=1 i=1 i=

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud de 0 se deriva la expresidn anterior respecto al
parametros sustituyendo 0 por 0, e igualando a cero:

9InL(6) _ | 2n : _ A 2n
( 39 Je = F— ZXi =0 > 0= n

=6 i=1 Jo-p
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{’ ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD
£ ".u'?'ﬂ

; ) ' Sea la distribuciéon N(u, 6), con la media y varianza desconocidas.
M
”‘ ,i[ Calcular los estimadores maximo-verosimiles de p y >
Solucion:
1 (x—p)?
2
Funcién de densidad poblacional: f(x,u) = ——e 20
o427
Funcién de verosimilitud:
1 _x1 - 1 _xp -y 1 _(xp—n)
2 2 2
L(X; u’62)= — o 20 — @ 20 o0 0 — e 20 —
2nc? 2nc? 2nc°
2 (-
i=1
1 - 2 02
-7 o a®
(27)2(c?)2
Funcion soporte o Log-verosimilitud:
[ Zn: (x - n)? ] C
i1 Z(Xi - lvl)2
1 B 2 n n i
. 27 _ L 2o __n _h 2y
n L p,o)] = In|— e = —2In21) - In(c’) —
(2m)2(c7)2

i(xi - lvl)z

n[L(X 1, 0%)] = —%In(Zn) - gln(cz) -

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de i y & se deriva la expresién anterior

respecto de los parametros, sustituyendo p por i e o’ por &%, eigualando a cero:

n

(Xi_ﬁ-) X;
9InL(X; p, 62) B ; z
Su " B

— =0 > fi= =X
=i

SInL(X; p, c?)
9¢6?

i(xi_u)z i(xi_u)z
=1 =1
:|o'2

I
Q>
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9InL(X; n
La condicién de maximo se verifica, pues: % =-—<0
1) . c
p=p

Los estimadores maximo-verosimiles de p y o2 son la mediay la varianza muestrales.

n
2
2 (x;—X)
.z A — A2 i=1
Enconclusion, p=Xx y 6°=—=o0
n
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Sea (x,, ‘- ,X,) una muestra aleatoria de tamafio n, distribuida segun f(x, 6) con 6
desconocido, donde X representa el tiempo mdaximo necesario para determinar un proceso
en segundos:

® 0<x<1;0>-
f(x’e):{(6+1)x 0<x<1; 0>-1

0 otro caso

a) Determinar el estimador maximo verosimil de 0

b) Determinar la estimacion maximo verosimil de 6 en una muestra aleatoria simple constituida por los

datos:
07 09 06 08 09 07 09 08

Estimar la probabilidad del tiempo maximo necesario para terminar un proceso, que no exceda de 0,25
segundos ni supere los 0,75 segundos.
20+1

0-1

c) Determinar el estimador maximo verosimil de: (i) 0+ 1 (i)

Solucién

n
a) Funcidn de verosimilitud: L(6) = L(X,0) = Hf(xi,e)
i=0

L(Xy, Xy, wee ,Xq; 0) = [(0+2)x8 ] [(0+2)x] ... [(6+2)x¢] = (9+1)"1£[xie
i=0

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

INL(X;, Xy, oon , Xy ; 0) = |n{(e+1)"Hx?J = In(0+1)" + In[Hx?] = nin(6+1) + 6) Inx,

i=0 i=0 i=0
Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV (0), se deriva la expresion anterior respecto

del parametro para obtener, sustituyendo 6 por 0

OInL0xy, Xy, oo s Xy O) | = Zlnxi =0 > = —zlnxi
36 oy O0+1 = 0+1 —~
O =EMV(O) = —— " _1

n
Z:Inxi
i=0

b) El estimador maximo verosimil de 6 con los datos de la muestra:

9 =— 8 -1 = 3,027
In0,7+ In0,9+ In0,6+ In0,8+ In0,9+ In0,7+ In0,9+ In0,8

Estimador méximo verosimil 6 = 3,027
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De otra parte,

075 . 0,75 . 5 . o+l o7
P(0,25 < X < 0,75) = j £(X,B)dx = j' B+1)x° dx = (6+1) — -
0,25 0,25 (9+1) 0.25
~ 10,75
_ Xe+1| = 0,757 _ 0.254%7 _ 031

0,25

La probabilidad del tiempo maximo necesario para terminar el proceso (entre 0,25 y 0,75 segundos) es
0,31

20+1
6-1

EMV[8+1] = EMV[O] + 1 = 8+ 1 = 3,027+ 1 = 4,027

c¢) Estimador maximo verosimilde 0+ 1 y

EMV 20+ 1 _ 2EMV(0) + 1 _ 2Ae+ 1 _ 2x3,027+1 _ 2,493
-1 EMV(Q) — 1 0-1 3,027-1
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Calcular el estimador maximo verosimil del parametro 'a' de las funciones:

a) f(x,a)=a% 2

* siendo x > 0 en muestras aleatorias simples de tamafio n
b) f(x,a)=ae ®* para x>0, a>0 en muestras aleatorias simples de tamafio 2
Solucién:

a) Funcién de verosimilitud:

L(X,a) = L(xy,X,, =+ ,X,;a) = (e *™).(a%e ") ... (a’e™®*) = a’"e '7!

n
—ain

n
Funcién soporte o Log-verosimilitud: InL(X,a) = In(a*"e ! ) = 2nlIna - ain
i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV(a), se deriva la expresién anterior respecto del
parametro para obtener, sustituyendo a por a e igualando a cero:

JInL(X,a)
Ja

b) Funcién de verosimilitud: L(X,a) = L(x,, X,;a) = (ae ™). (ae ) = a?e 2 +x)

Funcién soporte o Log-verosimilitud: InL(X,a) = In [a2 e 2l ”2)] = 2lna — a(x; +x,)
Derivando respecto de a, igualando a cero y sustituyendo a por a:

3InL(X,a 2 . 2 1
SlnliX,a) = ——(X; +X,) =0 — a= = —
Ja aey A a=3 X, +X, X
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g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD. EFICIENCIA

oE Q En un estacionamiento el nimero de veces que se abre la barrera en un intervalo de 10
el minutos, para que pasen vehiculos en un sector de seguridad, se considera una variable
g E = = aleatoria con distribucién de Poisson de pardmetro A desconocido.

)

J

a) En una muestra aleatoria de 8 intervalos de 10 minutos cada uno, elegidos de forma independiente,
se registra para cada intervalo el valor que toma la variable en estudio.

3 | s [ 8 | 7 | 4 | s [ 6 | 2 |

Encontrar la estimacién maximo verosimil de A

b) Sea (x,, ‘- ,x,) una muestra aleatoria de tamafio n que sigue una distribucién de Poisson. Si

n
N X; X, + 3x . . . . .
A= E — A, = % son estimadores. Determinar el mejor estimador del parametro A
n
i=1

Solucién

a) X="Numero de veces que se abre la barrera en un intervalo de 10 minutos", X ~P(A)

X

—_— _x e
P(X,A) = X!e x=0,1,2,...

0 otro caso

v
et ... e = e
X !

n
Funcién de verosimilitud: L(A) = L(X,4) = [ [ P(x, M) =
i=1

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:
n . ]
) i=1 in n n
InL(X,A) = In| =——e™™ | = In(A"=* )= In| [ [ x!| + Inte™) = D xInd = D In(x!) — ni

i=1

i=1 i=1
I I X;!

i=1

=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV(A), se deriva la expresidon anterior respecto

del parametro para obtener, sustituyendo A por A

n ixi
9iInL(X,A)| | o _ inl Y N W =
A A=24 i=1 A Y n

A=A

El estimador de maxima verosimilitud viene dado por la media muestral EMV(X) =X
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Utilizando la muestra aleatoria de ocho intervalos de 10 minutos, se obtiene el estimador maximo
verosimil:

3+5+8+7+4+5+6+2
2 =

En consecuencia, en una muestra aleatoria de ocho intervalos de 10 minutos cada uno, elegidos de
forma independiente, la estimacién maxima verosimil corresponde a que la barrera se abre 5 veces.

A= 5

b) Se analizan si los estimadores son o no insesgados, esto es, si la esperanza del estimador coincide con
el parametro a estimar.

n

ER,) = E| ) 0| = lzn:E(xi) = % = A
i=1

~in n 4

X; +3X,
4

A+3A _

E(k,) = E( ) = %[E(x1)+ 3E(x,)] =

Ambos estimadores son insesgados.

Varianza de cada estimador:

n

Vik,) = v| Y —1Zn:V(x)—"7“—7”
1/ — | T 7 il — 5 —
i=1n n2i=1 n2 n

a X, + 3X 1 A+ 9A 10 A 5\
V(A,) = V Q) = —[V(x,)+ 9V = — _2r
(2) ( 4 16[ () + V()] 16 16 8

La efectividad de los estimadores depende del tamafio de la muestra:
e Silamuestraesigualal (n=1) — iz es el estimador mas eficiente

e Silamuestraes mayorquel (n>1) — 7:1 es el estimador mas eficiente
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- M Enunadistribucién N(u, 6) se estima la media poblacional p mediante la media de una
-J( muestra aleatoria simple (x;,x,,-++,x,) por medio de la funcién muestral:
n
3
N =1
U=
n

Estudiese la eficiencia del estimador.
Solucién:

Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR

Para hallar la cota de Cramer-Rao se necesita saber en primer lugar si el estimador es insesgado o no, se
calcula para ello la esperanza matematica:

Zn:ixi

2 el | - ANk = S E = L _
() = E[ = — | = n;E(lxi) n;m(x,) —[E0xy) + 2E06) + 3E(g) + -+ + nE(x, )]
= l[1,t+2u+ 3p+ -+ +np)] = E[1+2+ 3+ - +n] = L2 ULELY = (n+1)u
n n }\ 2 2
El) = o+ b > sesgo: b = E@)-p= " tu-p =" p

Varianza del estimador:

zn:ixi

V(i) = V ; = niZZV(ixi) - niZZiZV(xi) = niz[fV(xl)+ 22V(x,)+ 32V(xg) + - + n2V(x;)]| =
i=1 i=1

1 ? 2 n+1)(2n+1
= S [126%+ 2267+ 3262+ - +1n26? | = 2 [12+ 224 3%+ - 402 = o hin+1)( )
n n

n2 6
. (n+1) (2n+1
V(i) = S+ @n+)
6n
1+b() 1 P 2
Cota de Cramer-Rao: CCR = [ * (M)] 7 [1+b(ﬁ)]2= [1+uu} = M
Sinf(x, p) 2 4
n.gEl ————
Sp
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La Informacién de Fisher I(n) = nl,(p) de la muestra se obtiene a partir de la funcion de densidad

poblacional:
InL(X,p) T InL 2
(W) = E S InL(X,p) [ _ N E 38 InL(x,p)
Su Su
1 _bx-pp?
2
Funcién de densidad poblacional: f(x, u) = e 2°
o427
_(x—1Lt)2 5
. . 262 1 (X—M
Tomando logaritmos neperianos: Inf(x, u) = In e = —Ilno - =In2m — 5
c.2T 2 20
Inf 1 - Inf 2 —n)?
Derivando respectoa Sinflx, p) _ ~[-2(x-p)] = X 2” nflx, w1 _ x f)
Su 20 c Su c

Sp o

Slnf(x,u)}zz E[(x—u)z} _ o’ _ 1

La esperanza matematica: E[

Atendiendo a la aditividad de esta medida: I(n) = nly(p) = LZ
c

CCR = [1+b()] _ (h+1)°0°
[ omnflx ) 2 4n
v

Cuando n>1 la varianza del estimador es mayor que la cota de Cramer-Rao, con lo que el estimador no
es eficiente:

o’ (n+1) (2n+1) g (n+1)* 6>
én 4n

= CCR

V(i) =

2
Sin=1 V(i) = CCR = o el estimador es suficiente.
n
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En una distribucién N(u, 6) se estima la media poblacional p mediante la media de una
A 2
.. . . . . ©
v\ / muestra aleatoria simple (x,,x,,+*,x,) . El estimador es insesgado y su varianza V(x) = —.
) n
Demostrar que la media muestral es un estimador eficiente.
Solucién:

La varianza de un estimador verifica siempre la Cota de Cramer-Rao: V(é) > CCR.

Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR

1
Para obtener la cota de Cramer-Rao se parte CCR = SInf 3
de la funcién de densidad poblacional: E M
Sp
1 _bx—pp?
2
Funcién de densidad poblacional: f(x, p) = e 2°
o271
Tomando logaritmos neperianos, se tiene:
1 _bx—pp 1 5
2 —
Inf(x, n) = In e 2@ | = —ino - tin2n - & ’;)
G./2T 2 20

Derivando respectoa i :

SInf(x,n)
Sp

bl - 5 o (S e

Slnf(x,u)}z_ E[(x—u)z} o2 1
LT LS

La esperanza matematica: E
S c c c

Sustituyendo el valor de la esperanza matematica en la expresidn de la cota para estimadores
insesgados:

2

CCR = 1 L.

o g 9Inf(x, ) niz n
L s

La varianza del estimador coincide con la cota de Cramer-Rao, V(x) = CCR, concluyendo que la media
muestral es un estimador eficiente de la media poblacional en la distribucién norma
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TN A partir de una muestra aleatoria simple X de tamafio n, determinar la matriz de informacién
de Fisher de una poblacién con distribucidon N(u, ), respecto a los dos parametros u y o.

Solucién:

EFICIENCIA: Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centradoy de varianza minima. La
varianza minima se analiza en virtud de la acotacién de Cramer-Rao (conocida también como
desigualdad de la informacién).

En el caso continuo:

V(0) > CCR = 1 _ 1 - = 1 .
1(6) e[ 8inLx; ) [ 8mfix; 6)
90 ' 90

La informacion de Fisher 1(0) es una cota inferior para la varianza de un estimador insesgado del

parametro.

Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR = 1(0)?

Cuando se extiende la condicién de regularidad a la segunda derivada en un parametro bidimensional
0 = (u, o), se puede utilizar una forma alternativa de la informacién de Fisher para obtener una nueva

desigualdad de Cramer-Rao:

V(0) > CCR = |1e = - 1 = = 21 ~
(6) 9% InL(x; 0) 92 In £(x)
F 902 NE g

Un estimador es eficiente cuando V(fi, 5) = CCR = I(p, o)™

La matriz de informacién de Fisher I(i ,6) , matriz de segundas derivadas (Jacobiano), viene dada por la

expresion:
2 2
Y i) ——InL(n, o)
Spdp Sudc
I(u,0) = -E
¥ Lol —> inL(so
n , n ’
So3pu Ho 06390 Ho
_bx-pp?
1 2 6°

Funcién de densidad poblacional: f(x, u) = e
H o427

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 204



U X Universidad Auténoma
A de Madrid

Funcidn de verosimilitud:

. _xg-w? . _bg-p? . _x-p)?
2 2 2
L(X; H,02)= e 20 e 20 e o e e 20 —
2no?’ 2no? 2nc?
> (x-p)?
i=1
1 - 20'2
ST n a°
(2m)2 (c?)2
Funcidn soporte o Log-verosimilitud:
S (- ) C
i§1 i Z(Xi—u)z
1 - 2 n n 1=
In[LX 1w, 6%)] = In| ———Fe 2 |= -5 n@m)-Zin(e?) - =
(2m)?(c?)? 2o

Para determinar la informacion de Fisher se deriva respecto de los parametros p y ¢ la expresion:

Z(Xi—u)z
In [L(X; u,cz)] = —gln(Zn) - gln(cz) - :127

SInL(y, o) Z" SInL(y, o) o’
nL(p, o 1 nL(p, o n i=1
_—_—nm — . — B — + _—
Sp czizl(x' H So c c°

: oo 1x - :
Se calculan las segundas derivadas | p= x , &%= = Z(Xi —%)? | para encontrar la matriz de
n i=1
informacidn de Fisher I(u,0)

Al ser x; un elemento de una muestra aleatoria simple de una poblacién normal N(u, c), se tiene que
E(x;—pn)=0y E(x;—p)*= o’

$’InL(X; p, o) 9 (1 1
9p9 I a2 I
Hop (x,5%) Hio i .82) (x,5%) G
n
2) (x—p
RinL; po)| i po)| 9 iz":(x I ; |
Sp o |(i,&2) So Jp |(Y,6'2) 8o 02i=1 I x.52) c’ (%, 82)

Portal Estadistica Aplicada: Técnicas Muestreo Poblaciones Finitas 205



UA

Universidad Autdmoma
de Madrid

n

>t n

9%InL(X; p, o) 8| n i1 n
5050 I B = 2t 2bew?
(o3 Xo) (i’&z) (o) (e) (o) (i’&z) (o) i=1
>
3) (x—p)°
_nh = I _n 3n6? _ 2n
02 (54 (i,&z) 62 64 62
2 2
Y i 0) ——InL(y, o) LI
Sud Sudc &2
I(w,0) = —E = - =
¥ L(w, o) ¥ L(p, o) o 2N
nL(p, o nL(p, o —
Sodpu H cdc H &
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA

——~Joveson —__ En la distribuciéon B(n, p) se considera como estimador del parametro p el estadistico
o Aty X
"~ p=—,siendo X la media muestral en muestras aleatorias simples de tamafio n.
Muest n

Hallar la eficiencia del estimador.

Solucién

Insesgadez: E(p)= E(ij =P _ p
n n
El estimador es insesgado o centrado

Un estimador es eficiente cuando su varianza coincide con la Cota de Cramer-Rao: V(p) = CCR

2
CCR = ! 5 I(0) = n. E[M} Informacién de Fisher
3InP(x; p) 36
nEf———
360

n
Se considera la funcién de cuantia de la distribucién binomial: P(x, p) = ( J p* (1-p)" "
X

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:
n

InP(x, p) = In( }+ xlnp + (n—x)In(1-p)
X

SInP(x, p) _ X (n—x) _ (1-p)x — p(n—x) _Xx-—np

3p p 1-p p(1-p) p(1-p)
[SInP(x, p)]2 [x - in E(x — np)’
| WP g -
9p p(1-p) p’(1-p)

En una distribucién binomial: E(X)= np, V(X) = E(X—np)> = np(1-p)

=2 _ 2 _ 2
con lo que, E[—SInP(x,p) = E[X np] = E(;( np)2 = nfg,v/ﬁz - 1"
9p p(1-p) p°(1-p) p” (1-p) p(1-p)
CCR = 1 _ - 1 _ p(lzp)
81nP(x; p) nx— n
n.E 90 p(1-p)

De otra parte, la varianza del estimador:

Aoyl X)) 1o _lxnp(l—p) _ p(1-p)

. . . L. oA X
La varianza del estimador coincide con la cota de Cramer-Rao, con lo que el estadistico p=— es
n

eficiente.
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Oposiciones INE _
FB ““ “ﬂ’ Sea una poblacién definida por: P(X=-1) = 12—9 , P(X=0)= 6-;% ,

: 1-A
 Estadisticos (m P(X=1)=—, donde 0<6<1 ) O<A<l1.
Facultativos 2

Estimar los parametros 6 y A por el método de los momentos, estudiando si son insesgados.

Solucién

METODO DE LOS MOMENTOS: Procedimiento consistente en igualar momentos poblacionales respecto
al origen o, alos correspondientes momentos muestrales respecto al origen a,, formando asi tantas

ecuaciones como parametros poblacionales se pretenden estimar:

o, = EX)=p > a,=a;= =X
n
n
3
n
n
S

Como hay que estimar dos parametros 0 y A hay que calcular los dos primeros momentos.

momentos poblacionales

Ve

0= p=EX) = Y xPX=x) = (- 1)( j (0)(6”“) (1)(1;7”j - 9;’”

o, = EX?) = 3¢ PX=x,) = (-1)? ( ) 0’ (e;xj (1)2(1;l) _ z—(za—x

momentos muestrales

d =Y= a =
1 n 2 n
0-A _ -
o =a, — 5 = - 0- A= 2Xx 0 2% R —1-a,-%
- -
2-06-A -0- A =2a,-2 0=1-— X
a, =a, - T:az - —9—}\.=232—2 ) 0=1 a, + X
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Insesgadez

E(0) = E(1—a,+X) = 1—E(a,) +E(X) =

|
=
|
Q
N
+
-
Il
-
|
7~ N\
N
|
(«=]
|
>
N—
+
VR
D
|
>
N——~
Il
(«>]

E(A) = E(1-a,-%) = 1-E(a,)—E(X) = 1—0, — p = 1_[2—e-xj_(e—x): N

Los estimadores 0 y A son insesgados.
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g ESTIMADORES PUNTUALES: SUFICIENCIA. VEROSIMILITUD. METODO DE LOS MOMENTOS

Jreesn Una muestra aleatoria (x,, -+ ,x,) de la poblacién tiene como funcién de densidad

0-1 .
0x si xe (0,1
0 en el resto

0>0

a) Hallar un estadistico suficiente
b) Estimador de maxima verosimilitud de 0
c) Estimador de 6 por el método de los momentos

Solucién

a) Un estimador O es suficiente cuando no da lugar a una pérdida de informacién. Es decir, cuando la
informacion basada en 0 es tan buena como la que hiciera uso de toda la muestra.

TEOREMA DE FACTORIZACION: Identifica estadisticos suficientes.
Establece que dada una muestra aleatoria (x,, --- ,x,) de una poblacién X con funcién de densidad f,

(caso continuo), un estadistico 0 es suficiente para O siysodlosi:
fe (Xlr ot lxn) = g[e(xll oot Ixn)l e:| h(X]_r ot IXn)

Para encontrar un estadistico suficiente 6 hay que factorizar la funcién de verosimilitud de la forma:

L(6) = g(6,0).h(x,, - ,X,)
Funcién de verosimilitud:
LO) = folxy). folXy) coe Fylxy) = (OX372) (OXT7Y) oo (OX7Y) = O (x, * = * x,)72
La funcién de verosimilitud se ha factorizado, = (xl, ,xn) es un estadistico suficiente.

b) Funcién de verosimilitud: L(0) = 0" (x,, ... ,xn)e_1

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

n

InL(6) = |n[e“(x1, ,xn)e_l} = In0"+ [ [ = "+ D In(x’™)

i=1 i=1

3InL(0) _ n

InL(0) = nIn® + (0-1) ZIn(xi) - =5 % + ZIn(xi) =0 > 6=-

i=1 i=1 iln(xi)
i=1

c) Se plantea la ecuaciéon E(X) = X

x|

0+1 0_ 0+1 T 1o

x|

1 1 1 0+1 1 R
X = E(X) =Io xfo(x)dx = J.Oxﬁxe_ldx = J'o 0x%dx = G[X } 0
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: METODO DE LOS MOMENTOS. INSESGADEZ

Una muestra aleatoria (x,, :-- ,x,) de la poblacién tiene como funcién de densidad

—-x+0

fe(x):{e si x>0

0 en el resto

a) Hallar un estimador por el método de los momentos de 0

b) Estudiar si el estimador encontrado en el apartado anterior es insesgado para estimar 6

Solucién
a) Se plantea la ecuaciéon: E(X)= x

integracién por partes
f—/%

X = E[X] = J‘ Xfe(X)dX = J‘ Xe_x+edX =140 > é =x—-1
i 0
_ B B - - - o1+
J‘éﬂ = X(-e X+_e,) B I—e X+09§ = —xe ¥ 70 = _(14x)e %= —e 9( xX
u dv u v —/_/V du e

wae_”edx - e " (“—Xxj = 1+6
0

b) Un estimador es insesgado o centrado cuando su valor probable coincide con el valor del parametro
a estimar. Es decir, E(0) = 0

E@) = E(X-1) = E(X)—-1= (0+1)—1=10
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ﬂ ESTIMADORES PUNTUALES: METODO DE LOS MOMENTOS. CONSISTENCIA
El coseno X del angulo con el que se emiten los electrones en un proceso radioactivo es una
variable aleatoria con funcion de densidad:

(1+6x)/2 -1<x<1, -1<6<1

0 en el resto

Se considera una muestra aleatoria (x,, -+ ,x,) de la variable aleatoria

a) Obtener el estimador O por el método de los momentos
b) Calcular la varianza de este estimador y demostrar que es consistente

Solucién

a) Se plantea la ecuaciéon: E(X)= X

2 31

X = E(X)=Il x(1+ex)dx - {X—+9L} _ 9 L bosx
-1 2 2 6 9 3
b) V(6) = V(3X) = 9V(X) = o VX _ 2 vix)
n n
Vi) = £02) - [T = [ x2(1+exjdx - mz— o] PT _ 3o
B o 2 3] " |e 8 |, [3] " 9
2 2
de donde, V(8) = 2V(X) = 2{3_6 } = 3-6
n n 9 n

Consistencia o robustez del estimador 0 :

lim E(@) = lim E(3%) = lim 3E(X) = 3E(X) = 32 =0

n— o n — o

=0

_ 2
lim V(@) = lim V(3%) = lim S—9
n—>

n — o n — oo n

Queda probado que el estimador 0 es consistente
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