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Se ha realizado un estudio sobre el consumo de gas (en m3) en las viviendas de una urbanización
durante el mes de enero, obteniéndose los datos que se muestran en la tabla:

Consumo de gas (m3) Viviendas
50 ‐ 100 10
100 ‐ 200 40
200 ‐ 400 60
400 ‐ 500 10

a)  Represente el histograma de esta distribución.

b)  Calcule el consumo medio de gas de las viviendas. ¿El valor hallado es representativo de la  distribución?

c)  Calcule el consumo más frecuente.

d)  Averigüe el valor del tercer cuartil de la distribución del consumo de gas y explique su significado

e)  Si la factura del gas consiste en una cantidad fija de 20€ más 0,5€ por cada m3 consumido, calcule la
factura media de las viviendas y determine si la factura es más dispersa que el consumo.

Solución:

a)

Consumo gas
Amplitud

ic
in

densidad

i
i

i

n
d

c
= iN ix i ix n 2

i ix n

50 ‐ 100 50 10 0,2 10 75 750 56250

100 ‐ 200 100 40 0,4 150 6000 900000

200 ‐ 400 200 60 0,3

50
90
110 300 18000 5400000

400 ‐ 500 100 10 0,1 120 450 4500 2025000

29250 8381250

b)  Consumo medio de gas de las viviendas:   
4

3
1 i i

i 1

1 29250
a x x n 243,75 m

n 120=

= = = =∑



Portal Estadística Aplicada:  Variables Aleatorias 4

4
2

2 i i
i 1

1 8381250
a x n 69843,75

n 120=

= = =∑
22 2

2 1a a 69843,75 (243,75) 10429,6875σ = − = − =

3
X 10429,6875 102,1258 mσ = =

x 102,1258
C.V 0,42 (42%)

x 243,75
σ

= = =

El consumo medio de gas de las viviendas es de 243,75 m3, con una dispersión del 42%. Con lo cual, el
consumo medio de gas no es muy representativo.

c)  El consumo más frecuente se encuentra en el intervalo modal [100‐200), puesto que es en el que se
alcanza la máxima densidad de frecuencia.

i i 1
d i i

i i 1 i i 1

x
d d 0,4 0,2

M L c 100 100 166,67
(d d ) (d d ) (0,4 0,2) (0,4 0,3)

−

− +

− −
= + = + =

− + − − + −
 m3

La moda aproximada cuando existen distintas amplitudes:

i 1
d i i

i 1 i 1

x
d 0,3

M L c 100 100 160
d d 0,2 0,3

+

− +
= + = + =

+ +
 m3

Cuando la amplitud de los intervalos fuera constante:    i i 1
d i i

i i 1 i i 1

n n
M L c

(n n ) (n n )
−

− +

−
= +

− + −

d)  El  intervalo del tercer cuartil es aquel que corresponde  a  la   
i

x3N 3 120
N 90

4 4
≥ = =

  
i 1

3 75 i i
i i 1

x

3N
N 90 504Q P L c 200 200 333,33

N N 110 50

−

−

− −
= = + = + =

− −
 m3

El 75% de las viviendas que consumen menos, consumen como máximo 333,33 m3 de gas.

e)  Según el enunciado del apartado, la factura del gas viene dada por la relación Y 20 0,5 X= + , por

tanto, hay un cambio de origen y de escala:

 La factura media:    xY 20 0,5 X 20 0,5 243,75 141,875= + = + = €

2 2 2
Y X Y X xVar (20 0,5 X) 0,5 . 0,5 0,5 102,1258 51,063σ = + = σ → σ = σ = =  €

Y 51,063
C.V 0,36 (36%)

y 141,875
σ

= = =

La factura del gas está menos dispersa que el consumo.
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En la tabla se refleja la distribución del importe de las facturas (en euros) por reparación de
carrocería de una muestra de 80 vehículos en un taller.

Importe (euros) Número de facturas
0 ‐ 60 10
60 ‐ 80 20
80 ‐ 120 40
120 ‐ 240 10

Se pide:

a)  Calcular el importe medio. ¿El valor hallado es representativo de la distribución de facturas?

b)  Calcular el importe mediano y el importe más frecuente.

c)  ¿Cuál es el importe máximo pagado por las 60 reparaciones más baratas?.

d)  Calcular el importe mínimo pagado por el tercio de vehículos con facturas de mayor importe.

e)  Grado de asimetría que representa la distribución con la mayor precisión posible.

Solución:  (pag 20)

a)  Se elabora la tabla

i i 1[L L )+− ix in i ix . n 2
i ix . n iN

i
i

n
f

N
= i

i
N

F
N

= ic
i

i
i

n
d

c
=

0 ‐ 60 30 10 300 9000 10 0,13 0,13 60 0,167
60 ‐ 80 70 20 1400 98000 30 40 0,25 0,38 20 1
80 ‐ 120 100 40 4000 400000 70 0,50 0,88 40 1
120 ‐ 240 180 10 1800 324000 80 0,13 1,00 120 0,083

80 7500 831000 1 180

REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA MEDIA

Importe medio:

4

1 i i
i 1

1 7500
a x x . n 93,75 euros

N 80=

= = = =∑
4

2
2 i i

i 1

1 831000
a x . n 10387,5

N 80=

= = =∑

La representatividad queda definida por el CV (Coeficiente de Variación de Pearson):

2 2 2
2 1a a 10387,5 93,75 1598,4375 1598,4375 39,98 eurosσ = − = − = → σ = =

39,98
CV 0,4264 (42,64%)

x 93,75
σ

= = = .   El grado de dispersión es del 42,64%.

b)  El importe mediano se encuentra en el intervalo [ )80 120−
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Mediana 
80

40 :
2

⎡ ⎤=⎢ ⎥⎣ ⎦
   

i 1

e i i
i i 1

x

N 80
N 30

2 2M L c 80 40 90
N N 70 30

−

−

− −
= + = + =

− −

3F 0,88= → La Mediana pasa del 50% del número de facturas.

El importe más frecuente es la moda  d(M ) , que se encuentra en los intervalos [ )60 80−  y [ )80 120−
por ser  2 3d d 1= =  la densidad más alta.

La Moda en intervalos con distintas amplitudes:      i 1
d i i

i 1 i 1

d
M L c

(d d )
+

− +
= +

−

Intervalo  [ )60 80− :     
1d

x
1

M 60 20 77,14 euros
(0,167 1)

= + =
+

Intervalo  [ )80 120− :   
2d

x
0,083

M 80 40 83,07 euros
(1 0,083)

= + =
+

c)  Importe máximo pagado por las 60 reparaciones más baratas:   Haciendo 100 partes, la proporción de
las 60 facturas respecto a la 80 totales:

x100 6080 60
x 75

100 x 80
= → = = Hay que calcular el tercer cuartil (o el percentil 75)

3. N 3. 80
60 :

4 4
⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦

  
i 1

3 i i
i i 1

x

3N
N 60 304Q L c 80 40 110 euros

N N 70 30

−

−

− −
= + = + =

− −
   3 75Q P=⎡ ⎤⎣ ⎦

d)  El importe mínimo pagado por el tercio de vehículos con facturas de mayor importe: Haciendo 10
partes, la proporción del tercio de vehículos respecto a la de 80 totales:

80
80 103 x 3
10 x 3

= → = ≈  Hay que calcular el tercer decil.

3. N 3. 80
24 :

10 10
⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦

  Observando la columna  iN  se encuentra en el intervalo [ )60 80−

i 1

3 i i
i i 1

x

3N
N 24 1010D L c 60 20 74 euros

N N 30 10

−

−

− −
= + = + =

− −

e)  Para calcular el grado de asimetría y curtosis que presenta la distribución:
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ix in i ix . n i(x x)− 2
i i(x x) . n− 3

i i(x x) . n− 4
i i(x x) . n−

30 10 300 ‐63,75 40640,625 ‐2590839,84 165166040,04
70 20 1400 ‐23,75 11281,25 ‐267929,69 6363330,08
100 40 4000 6,25 1562,5 9765,63 61035,16
180 10 1800 86,25 74390,625 6416191,41 553396508,79

80 7500 127875 3567187,50 724986914,06

4
2 2

2 i i
i 1

1 127875
m (x x) . n 1598,4375

N 80=

= σ = − = =∑
3 31598,4375 39,98 39,98σ = = → σ =

4
3

3 i i
i 1

1 3567187,50
m (x x) . n 1888,70

N 80=

= − = =∑
4

4
4 i i

i 1

1 724986914,06
m (x x) . n 9062336,43

N 80=

= − = =∑

Coeficiente de asimetría de Fisher:    3
1 3 3

m 1888,70
0,0295 0

39,98
γ = = = >

σ
Asimetría positiva

(pequeña asimetría hacia la derecha)

3
1 3

m
γ =

σ

Asimetría positiva:  1 0γ > Simetría:  1 0γ = Asimetría negativa:  1 0γ <

Coeficiente de asimetría de Bowley:

  3 1 e
B

3 1

Q Q 2M 110 70 2 . 90
A 0

Q Q 110 70
+ − + −

= = = →
+ +

Simétrica

i 1

1 i i
i i 1

x

N
N 20 104Q L c 60 20 70

N N 30 10

−

−

− −
= + = + =

− −

i 1

3 i i
i i 1

x

3N
N 60 304Q L c 80 40 110

N N 70 30

−

−

− −
= + = + =

− −
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Coeficiente de curtosis o apuntamiento:

4
2 4

m
g 3

s
= −

2

2

2

g 0 Platicúrtica

g 0 Mesocúrtica

g 0 Leptocúrtica

< →
= →
> →

4
2 4 4

m 9062336,43
g 3 3 0,547 0

s 39,98
= − = − = > → La distribución es LEPTOCÚRTICA (mayor

apuntamiento que la distribución normal).

En consecuencia, la distribución del importe de facturas presenta una pequeña asimetría a la derecha
(positiva) con un mayor apuntamiento que la distribución normal (Mesocúrtica).
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En la tabla adjunta se expresa la distribución de rentas de determinada región (expresada en
10.000 euros). ¿Qué porcentaje de individuos percibe el 50% de la renta?.

Niveles renta 0,5 ‐ 1,5 1,5 ‐ 2,5 2,5 ‐ 3,5 3,5 ‐ 4,5 4,5 ‐ 5,5
Número individuos 583 435 194 221 67

Solución:

Nivel
Renta ix

Individuos

in
iN i i iu x n= Acumulada

iU
i

i
N

%p . 100
N

= i
i

k

u
%q . 100

U
=

0,5 ‐ 1,5 1 583 583 583 583 38,87 17,92
1,5 ‐ 2,5 2 435 1018 870 1453 67,87 44,65

x 50
2,5 ‐ 3,5 3 194 1212 582 2035 80,80 62,54
3,5 ‐ 4,5 4 221 1433 884 2919 95,53 89,70
4,5 ‐ 5,5 5 67 1500 335 3254 100 100

5

i
i 1

n 1500
=

=∑
5

i i
i 1

x n 3254
=

=∑ kU 3254=

Se observa que el 67,86% de los individuos percibe el 44,65% de la renta, y el 80,8% de los individuos
percibe el 62,54 % de la renta.

En consecuencia, el 50% de la renta estará distribuida entre un conjunto de individuos situado entre el
67,86  y el 80,8%.

Bajo la hipótesis de linealidad, se establece la relación de porcentajes:

x

80,80 67,87 x 67,87 x 67,8712,93
62,54 44,65 50 44,65 17,89 5,35

5,35 12,93
                             x 67,87 71,74% individuos

17,89

− − −
= → = →

− −

→ = + =

El 50 % de la renta se reparte entre el 71,74 % de los individuos.
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La tabla adjunta refleja la distribución de salarios de una empresa

Renta 500 ‐ 1000 1000 ‐ 1600 1600 ‐ 2400 2400 ‐ 3000 3000 ‐ 5000 5000 ‐ 10000
Individuos 100 120 90 35 12 3

Hallar el Índice de Gini y la curva de Lorenz.

Solución:

Renta

i i 1[L L )+− ix in iN i i iu x n= Acumulada

iU
i

i
N

%p . 100
N

= i
i

k

u
%q . 100

U
=

500 ‐ 1000 750 100 100 75000 75000 27,78 13,02
1000 ‐ 1600 1300 120 220 156000 231000 61,11 40,10
1600 ‐ 2400 2000 90 310 180000 411000 86,11 71,35
2400 ‐  3000 2700 35 345 94500 505500 95,83 87,76
3000 ‐ 5000 4000 12 357 48000 553500 99,17 96,09
5000 ‐ 10000 7500 3 360 22500 576000 100 100

                                      
6

i
i 1

n 360
=

=∑       
6

i i
i 1

x n 576000
=

=∑                   
5

i
i 1

p 370
=

=∑         
5

i
i 1

q 308,32
=

=∑

Índice de Gini:    

5

i
i 1

G 5

i
i 1

q
308,32

I 1 1 0,167
370

p

=

=

= − = − =
∑

∑
La concentración es pequeña, pudiendo concluir que la distribución de salarios es equilibrada.

La curva de concentración o curva de Lorenz no se encuentra muy alejada de la diagonal principal,
indicando que la distribución de salarios puede considerarse equilibrada.
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Una empresa tenía a finales del pasado año mil seiscientos cincuenta accionistas distribuidos de la
siguiente forma:

Número de acciones Número de accionistas
0 ‐ 20 1030
20 ‐ 60 380
60 ‐ 100 180
100 ‐ 500 50
500 ‐ 1000 10

Se pide:

a)  Hallar el número medio de acciones por accionista y su desviación típica.

b)  ¿Cuál es el número de acciones que como máximo posee la mitad del accionariado?

c)  Con base estadística, comente el grado de concentración de las acciones.

d)  ¿Qué porcentaje del total de las acciones poseen los accionistas mayoritarios?, sabiendo que los
     accionistas mayoritarios son aquello que poseen más de 500 acciones.

e)  ¿Qué porcentaje de los accionistas minoritarios posee el 20% del total de acciones?

Solución:

a)   Sea X  =  "Número de acciones"

i i 1[L L )+− ic ix in i ix n 2
i ix n iN

0 ‐ 20 20 10 1030 10300 103000 1030  825
20 ‐ 60 40 40 380 15200 608000    1410
60 ‐ 100 40 80 180 14400 1152000    1590
100 ‐ 500 400 300 50 15000 4500000    1640
500 ‐ 1000 500 750 10 7500 5625000    1650

N = 1650
5

i i
i 1

x n 62400
=

=∑
5

2
i i

i 1

x n 11988000
=

=∑
5

1 i i
i 1

1 62400
a x x n 37,82

N 1650=

= = = =∑  número medio de acciones por accionista

 
5

2
2 i i

i 1

1 11988000
a x n 7265,45

N 1650=

= = =∑
2 2 2

2 1a a 7265,45 37,82 5835,09 10570,86 76,39σ = − = − = → σ = =

b)  El número de acciones que como máximo posee la mitad del accionariado es la Mediana

i 1

e i i
i i 1

x
x

N 1650
N 0 825 202 2M L c 0 20 16,0194

N N 1030 0 1030

−

−

− −
= + = + = =

− −
 número de acciones

c)  El grado de concentración viene expresado por el  Índice de Gini
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i i 1[L L )+− ix in iN
i

i
N

%p . 100
N

= i i iu x n= Acumulada

iU

i
i

k

u
%q . 100

U
=

0 ‐ 20 10 1030 1030 62,42 10300 10300 16,51
20 ‐ 60 40 380 1410 85,45 15200 25500 40,87
60 ‐ 100 80 180 1590 96,36 14400 39900 63,94
100 ‐ 500 300 50 1640 99,39 15000 54900         87,98
500 ‐ 1000 750 10 1650 100 7500 62400       100 12

%

1650 343,64 62400 209,3

  Índice de Gini:   

4

i
i 1

G 4

i
i 1

q
209,3

I 1 1 0,3909
343,64

p

=

=

= − = − =
∑

∑
  (39, 09 %)  grado de concentración

Cuanto más próximo a cero se encuentre el Índice de Gini está próximo a cero más equitativo será el
reparto del número de acciones.

d)  Los accionistas mayoritarios (más de 500 acciones) poseen el 12% del total de las acciones:                                     

100 87,98 % 12%− =⎡ ⎤⎣ ⎦

e)  El porcentaje de accionistas minoritarios que posee el 20% del total de las acciones:

i i 1[L L )+− ix in iN i i iu x n= Acumulada

iU
i

i
N

%p . 100
N

= i
i

k

u
%q . 100

U
=

0 ‐ 20 10 1030 1030 10300 10300 62,42 16,51
x 20

20 ‐ 60 40 380 1410 15200 25500 85,45 40,87
60 ‐ 100 80 180 1590 14400 39900 96,36 63,94
100 ‐ 500 300 50 1640 15000 54900 99,39 87,98
500 ‐ 1000 750 10 1650 7500 62400 100 100

Basta realizar una interpolación:

x

x 62,42x 62,42 85,45 62,42 23,33
20 16,51 40,87 16,51 3,49 24,36

3,49 23,33
                  x 62,42 x 65,762%

24,36

−− −
= → = →

− −

→ − = → =



Portal Estadística Aplicada:  Variables Aleatorias 13

La curva de Lorenz presenta coherencia con el índice de Gini calculado, cuanto más próxima esté la
curva a la diagonal  menor será la concentración, y en consecuencia, más equitativo será el reparto del
número de acciones.

Operadores de una cadena del sector turístico por sus ventas en plazas hoteleras obtienen los
siguientes incentivos mensuales en euros:

Incentivos   i(x ) 100 200 500 1000 1500

Nº operadores   i(n ) 5 6 12 4 3

a)  Estudiar la concentración de incentivos

b)  La cadena turística como política comercial estudia subir a todos los operadores los incentivos:
      con un incremento porcentual del 10%, o bien con un aumento de 100 euros por operador.
     ¿Cuál de los dos estudios sería más equitativo?.

c)  ¿Cuál es la concentración de incentivos si el número de operadores hubiera sido el doble?

Solución:

a)  La concentración de incentivos se analiza mediante el Índice de Gini, que no varía mediante cambios
de escala (subida porcentual del 10% a los operadores) , mientras que queda modificado con cambios de
origen (subida lineal de 100 euros a cada operador).

ix in iN i i iu x n= Acumulada

iU
i

i
N

%p . 100
N

= i
i

k

u
%q . 100

U
=

100 5 5 500 500 16,67 3,09
200 6 11 1200 1700 36,67 10,49
500 12 23 6000 7700 76,67 47,53
1000 4 27 4000 11700 90 72,22
1500 3 30 4500 16200 100 100
SUMA 30 16200 220 133,33
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4

i
i 1

G 4

i
i 1

q
133,33

I 1 1 0,394
220

p

=

=

= − = − =
∑

∑
  (concentración de incentivos del 39,4%)

b)

          SUBIDA DE INCENTIVOS DEL 10%  ‐  Cambio de escala en la renta

i ix 1,1 . x=i in iN i i iu x n=i i Acumulada

iU
i

i
i

N
%p . 100

N
= i

i
k

u
%q . 100

U
=

i
i

i

110 5 5 550 550 16,67 3,09
220 6 11 1320 1870 36,67 10,49
550 12 23 6600 8470 76,67 47,53
1100 4 27 4400 12870 90 72,22
1650 3 30 4950 17820 100 100
SUMA 30 17820 220 133,33

 

4

i
i 1

G 4

i
i 1

q
133,33

I 1 1 0,394
220

p

=

=

= − = − =
∑

∑

i

  (concentración de incentivos del 39,4%)

Con una subida del 10%  a cada operador, la equidistribución no varía.

Adviértase que:   ii
i i

k k

x

x

u 1,1u
q q

u u 1,1
= = = i

PRINCIPIO DE LA RENTA RELATIVA:  El cambio de escala en la renta no afecta al Índice de Gini

       SUBIDA LINEAL DE INCENTIVOS DE 100 EUROS  ‐  Cambio de origen en la renta

i ix 100 x= +i
in iN i i iu x n=i i Acumulada

iU
i

i
i

N
%p . 100

N
= i

i
k

u
%q . 100

U
=

i
i

i

200 5 5 1000 1000 16,67 5,21
300 6 11 1800 2800 36,67 14,58
600 12 23 7200 10000 76,67 52,08
1100 4 27 4400 14400 90 75
1600 3 30 4800 19200 100 100
SUMA 30 19200 220 146,88

 

4

i
i 1

G 4

i
i 1

q
146,88

I 1 1 0,332
220

p

=

=

= − = − =
∑

∑

i

 (concentración de incentivos del 33,2%)

Con una subida lineal de 100 euros a cada operador, la equidistribución es más equitativa.



Portal Estadística Aplicada:  Variables Aleatorias 15

Por el contrario, si la cadena del sector turístico hubiera decidido incentivar menos a sus operadores,
con una rebaja de 50 euros a cada operador, se tendría una equidistribución menos equitativa.

PRINCIPIO DE DALTON.‐  Toda transferencia de renta de un individuo a otro más rico ha de aumentar el
valor de la desigualdad, y recíprocamente toda transferencia de renta de un individuo a otro más pobre
ha de reducir el índice, siempre que la ordenación relativa de los individuos se mantenga.

  BAJADA LINEAL DE INCENTIVOS DE 50 EUROS  ‐  Cambio de origen en la renta

i ix x 50= −i
in iN i i iu x n=i i Acumulada

iU
i

i
i

N
%p . 100

N
= i

i
k

u
%q . 100

U
=

i
i

i

50 5 5 250 250 16,67 1,70
150 6 11 900 1150 36,67 7,82
450 12 23 5400 6550 76,67 44,56
950 4 27 3800 10350 90,00 70,41
1450 3 30 4350 14700 100 100
SUMA 30 14700 220 124,49

 

4

i
i 1

G 4

i
i 1

q
124,49

I 1 1 0,434
220

p

=

=

= − = − =
∑

∑

i

 (concentración de incentivos del 43,4%)

Con una rebaja lineal de 50 euros a cada operador, la equidistribución resulta menos equitativa.

c)  Concentración de incentivos si el número de operadores hubiera sido el doble.

PRINCIPIO DE LA POBLACIÓN.‐  Si se multiplica por un mismo escalar el tamaño de todos los conjuntos
de individuos con la misma renta, el valor del índice no debe variar.
Es decir, el tamaño de la población no importa, lo que interesa son las proporciones de individuos de la
población que perciben diferentes niveles de renta.

 SUBIDA LINEAL DE LA POBLACIÓN  ‐ Cambio de escala en la población

ix i in 2n=i iN i i i iu x n=i i Acumulada

iU
i

i
I

N
%p . 100

N
=

i
i

i
i

i
k

u
%q . 100

U
=

i
i

i

100 10 10 1000 1000 16,67 3,09
200 12 22 2400 3400 36,67 10,49
500 24 46 12000 15400 76,67 47,53
1000 8 54 8000 23400 90 72,22
1500 6 60 9000 32400 100 100
SUMA 60 32400 220 133,33

 

4

i
i 1

G 4

I
i 1

q
133,33

I 1 1 0,394
220

p

=

=

= − = − =
∑

∑

i

i
 (concentración de incentivos del 39,4%)
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El cambio de escala en la población no afecta al Índice de Gini.

Señalar que en todo análisis de concentración debe imperar el PRINCIPIO DE ANONIMATO.‐  Si se
produce una modificación en una distribución de renta consistente en que dos individuos intercambien
sus rentas, el valor del índice no debe variar.
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Un profesor preguntó a 32 alumnos de clase qué calificación obtuvieron en el último examen de
estadística.

Sólo recuerda que él aprobó con la nota mediana de 5,6667 y su tocayo Lafuente tuvo un 4,6 (una de las
notas más frecuentes habidas).

Haciendo memoria, ha podido completar los siguientes datos:

Nota de
estadística

0 ‐ 4 4 ‐ 5 5 ‐ 7 7 ‐ 9 9 ‐ 10

Número de
alumnos

8 n2 n3 6 6

Calcule:

a)  ¿Qué proporción de alumnos ha obtenido una nota superior a 5? ¿Cómo es la distribución respecto a
la moda?

b)  Estudie la dispersión relativa de las notas a partir del coeficiente de variación de Pearson. Interprete
los resultados.

c)  ¿Cómo afecta a la homogeneidad de la distribución que este examen sea un 60 por ciento de la
calificación final?

d)  Comente, con base estadística, el grado de concentración de las notas de este examen.

Solución:

Se elabora la tabla:

i i 1L L +− amplitud

ic
in

i
i

i

n
h

c
= iN

i
i

N
p

N
= % ix i ix . n

m

i i i
i 1

U x . n
=

=∑ 2
i ix . n

i
i

N

U
q

U
= %

i ip q−  %

0 ‐ 4 4 8 2 8 25 2 16 16 32 8,70 16,30

4 ‐ 5 1 2n 6= 2h 6= 14 43,75 4,5 27 43 121,5 23,37 20,38

5 ‐ 7 2 3n 6= 3h 3= 20 62,50 6 36 79 216 42,93 19,57

7 ‐ 9 2 6 3 26 81,25 8 48 127 384 69,02 12,23
9 ‐ 10 1 6 6 32 100 9,5 57 184 541,5 100 000

32 212,5 184 1295 68,48

Se conoce que,   eM 5,6667=   y   dM 4,6=   

Para hallar 
2

n y   3n , se puede recurrir a la moda o a la mediana, a saber.

La moda aproximada cuando existen distintas amplitudes:   i 1
d i i

i 1 i 1

h
M L c

h h
+

− +
= +

+

3
3 3 3 3

3

x x
h 1,2

4,60 4 1 h 3 n h . c 3 2 6
2 h 0,4

= + → = = → = = =
+

siendo,   2 2N 32 8 n 6 6 6 n 32 26 6= = + + + + → = − =
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Mediana:   
i 1

e i i
i i 1

N
N

2M L c
N N

−

−

−
= +

−

2
2

2
2 3 2 3

x x

12 n2

32
(8 n ) 8 n25,6667 5 2 0,6 2 n 6

(8 n n ) (8 n ) n
−

− + −
= + → = → =

+ + − +

2 2N 32 8 n 6 6 6 n 32 26 6= = + + + + → = − =

a)  Proporción de alumnos que obtienen una nota superior a 5. La distribución respecto a la moda.

      3 4 5
i x x x

n n n 6 6 61
p x 5 100 100 100 56,25%

n 32 32

⎛ ⎞ + + + +
> = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

La distribución es bimodal, puesto que  2 5h h 6= =

b)   Dispersión  relativa  de  las  notas  a  partir  del  coeficiente  de  variación  de  Pearson.  Interpretar  los
resultados.

5

1 i i
i 1

1 184
a x x n 5,75

n 32=

= = = =∑              
5

2
2 i i

i 1

1 1295
a x n 40,46875

n 32=

= = =∑
2 2 2
x 2 1a a 40,46875 5,75 7,40625σ = − = − =           x 7,40625 2,72σ = =

x 2,72
C.V 0,4730 (47,30%)

x 5,75
σ

= = =  ,  la dispersión es del 47,30 %, es decir, una dispersión media.

c)  Homogeneidad de la distribución, cuando el examen es un 60 % de la calificación final.

Se trata de un cambio de escala 
2 2 2

x

E(k . x) k . E(x) k . x            

Var(k . x) k . Var(x) k

= =⎧⎪
⎨

= = σ⎪⎩

final x
final

final

k . 2,72
C.V 0,4730 (47,30%)

x k . x 5,75
σ σ

= = = =

d)  Grado de concentración de las notas de este examen.

Índice de concentración de Gini:  

5 1 4

i i i i
i 1 i 1

G 5 1 4

ii
i 1i 1

(p q ) (p q )
68,48

I 0,32 (32%)
212,5

pp

−

= =
−

==

− −

= = = =
∑ ∑

∑∑
La concentración es medio‐baja.
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Una fábrica produce determinados artículos que se agrupan en cajas de 15 unidades. En un
control de defectuosos de una partida de 140 cajas se obtienen los siguientes datos:

No artículos defectuosos No cajas
0 57
1 57
2 18
3 5
4 3

5 o más 0

Calcule:

1.  El número medio de defectuosos por caja

2.  La varianza y la desviación típica del número de defectuosos por caja

3.  La mediana, el primer y tercer cuartil y el percentil del 95% del número de defectuosos por caja

4.  La probabilidad de que un artículo sea defectuoso

Solución:

1.  Sea la variable aleatoria  X = "Número de artículos defectuosos"

No artículos defectuosos

ix
No cajas

in
iN Posición i ix . n 2

i ix . n

0 57 57 0 0
1 57 114 57 57
2 18 132 36 72
3 5 137

 70

 105

133
15 45

4 3 140 12 48
5 o más 0 140 0 0

140 120 222

6

1 i i
i 1

1 120 6
a x x . n

n 140 7=

= = = =∑

2.  La varianza y la desviación típica del número de defectuosos por caja puede estimarse con la
cuasivarianza muestral que (estimador insesgado de la varianza poblacional), aunque el valor seria muy
parecido que calculando la varianza muestral.

6
2

2 i i
i 1

1 222 111
a x . n

n 140 70=

= = =∑
2

2 2
x 2 1 x

111 6
a a 0,851 0,851 0,9225

70 7
⎛ ⎞σ = − = − = → σ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

3.    e e 2 50
N

70 : M 1 M Q P 1
2
= = = = =



Portal Estadística Aplicada:  Variables Aleatorias 20

3 3 75
3N

105 : Q 1 Q P 1
4

= = = =

95
95N

133 : P 3
100

= =

4.  Ignorando las cajas se consideran los artículos sueltos:

P(número artículos defectuosos)
P(un artículo defectuoso)

P(número de artículos)
=

x x x x x x
x

1
P(un artículo defectuoso) (0 57 1 57 2 18 3 5 4 3 5 0) 0,0571

140 15
= + + + + + =
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En un proceso de fabricación se analizan dos variables cuantitativas X e Y, obteniéndose
los siguientes resultados:  (0,  2) ,  (1,  6) ,  (3,  14) ,  ( 1,   2)− −  y

(2,  10).  Calcule:

a)   Las distribuciones marginales.

b)   La distribución de las frecuencias relativas de  X  para valores de Y 2,  5.>

c)   El coeficiente de correlación lineal de ambas variables.

d)   Los valores de X e Y para las siguientes observaciones:   ( 3 ,  y)  y  (x ,  4)−

Solución:

a)  Los datos de la variable cuantitativa bidimensional  (X ,Y)  se recogen en la tabla de doble entrada:

X Y 2− 2 6 10 14 ix
n

1− 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1
2 0 0 0 1 0 1
3 0 0 0 0 1 1

jy
n 1 1 1 1 1 1

Distribución marginal de X Distribución marginal de Y

iX x= ix
n

ix
f jY y= jy

n
jy

f

1− 1 1 / 5 2− 1 1 / 5
0 1 1 / 5 2 1 1 / 5
1 1 1 / 5 6 1 1 / 5
2 1 1 / 5 10 1 1 / 5
3 1 1 / 5 14 1 1 / 5

5 1 5 1

b)  Las frecuencias relativas condicionadas:   { }X Y 2,5 1, 0 , 1 , 2 , 3> = −

X Y 2,5> 6 10 14 ix
n i

i

x

x

n
f

N
=

1− 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 / 3
2 0 1 0 1 1 / 3
3 0 0 1 1 1 / 3

jy
n 1 1 1 3

j

j

y

y

n
f

N
= 1 / 3 1 / 3 1 / 3
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1 , Y 2,5 0 , Y 2,5
1 Y 2,5 0 Y 2,5

Y 2,5 Y 2,5

1 , Y 2,5 2 , Y 2,5 3 , Y 2,5
1 Y 2,5 2 Y 2,5 3 Y 2,5

Y 2,5 Y 2,5 Y 2,5

f f
f 0 f 0

f f

f f f1 1 1
f f f

f 3 f 3 f 3

− > >
− > >

> >

> > >
> > >

> > >

= = = =

= = = = = =

c)  Coeficiente de correlación lineal:    11
11 11 10 01

x y

m
, m Cov(X,Y) a a . a

.
ρ = = = −

σ σ

i

5

10 i x
i 1

x x x x
1 1

a x x n ( 1) 1 1 1 2 1 3 1 1
n 5=

= = = − + + + =⎡ ⎤⎣ ⎦∑

j

5

01 j y
j 1

x x x x x
1 1

a y y n ( 2) 1 2 1 6 1 10 1 14 1 6
n 5=

= = = − + + + + =⎡ ⎤⎣ ⎦∑
5 5

11 i j i j
i 1 j 1

x x x x
1 1

a x y n ( 1) ( 2) 1 6 2 10 3 14 14
n 5= =

= = − − + + + =⎡ ⎤⎣ ⎦∑∑

i

5
2 2 2 2 2

20 i x
i 1

x x x x
1 1

a x n ( 1) 1 1 1 2 1 3 1 3
n 5=

⎡ ⎤= = − + + + =⎣ ⎦∑

j

5
2 2 2 2 2 2

02 j y
j 1

x x x x x
1 1

a y n ( 2) 1 2 1 6 1 10 1 14 1 68
n 5=

⎡ ⎤= = − + + + + =⎣ ⎦∑

11 11 10 01m a a . a 14 1 x 6 8= − = − =

2 2 2
x 20 10 xa a 3 1 2 2σ = − = − = → σ =

2 2 2
y 02 01 ya a 68 6 32 32 4 2σ = − = − = → σ = =

11

x y x

m 8
1

. 2 4 2
ρ = = =

σ σ

d)  Como  1ρ =  hay una relación perfecta entre las dos variables. Por tanto, basta calcular una de las

dos rectas de regresión. La recta de regresión de Y sobre X:   Y a bX= +

11
XY 2

X

m 8
b 4

2
= β = = =

σ
            y a b x a y b x 6 4 2= + → = − = − =

Recta de regresión de Y sobre X:   Y 2 4X= +

( 3 ,  y)− ≡    xY 2 4 ( 3) 10= + − = −

1
(x ,  4) 4 2 4 X X

2
≡ = + → =
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Un ayuntamiento proporcionó los siguientes datos relacionados con la edad de la
población extranjera residente en su ciudad en el año 2017.

Edad
mínima

i 1L −

Edad
máxima

iL

Edad
media

ix

no

extranjeros

in

no

acumulado

iN

Amplitud
intervalo

ic
i ix . n 2

i ix . n

Menos 16 años 0 16 8 930 930 16 7440 59520
De 16 a 24 años 16 25 20,5 985 1915 9 20192,5 413946,25
De 25 a 44 años 25 45 35 3840 5755 20 134400 4704000
De 45 a 64 años 45 65 55 5345 11100 20 293975 16168625
De 65 años‐más 65 90 77,5 720 11820 25 55800 4324500
Suma 11820 511807,5 25670591,25

Responda a los siguientes apartados, especificando en cada caso,  la medida estadística propuesta, su
cálculo y  la interpretación del resultado:

a)  ¿Cuál es la edad más frecuente entre los residentes extranjeros?

b)  ¿Entre qué edades se encuentra la mitad central de los residentes extranjeros?

c)  ¿Cuál es la edad máxima que tiene el 50% de los extranjeros más jóvenes?

d)  ¿Cuál es la edad media de los residentes extranjeros? . ¿Es representativa de todo el colectivo?

e)  Si el coeficiente de asimetría de Fisher de la distribución es 0,367 ¿puede afirmar que la distribución
de edades de los residentes extranjeros es  simétrica?

Solución:

a)  La distribución recoge los datos en intervalos que son de distinta amplitud. El dato que más se repite
es la Moda.

i i 1
d i 1 i

i i 1 i i 1

(d d )
M L c

(d d ) (d d )
−

−
− +

−
= +

− + −

Edad
mínima

i 1L −

Edad
máxima

iL

no

extranjeros

in

Amplitud
intervalo

ic

Densidad frecuencias

i
i

i

n
d

c
=

no acumulado

iN

Menos 16 años 0 16 930 16 930 / 16 58,125= 930
De 16 a 24 años 16 25 985 9 985 / 9 109,444= 1915
De 25 a 44 años 25 45 3840 20 3840 / 20 192= 5755
De 45 a 64 años 45 65 5345 20 5345 / 20 267,25= 11100
De 65 años‐más 65 90 720 25 720 / 25 28,8= 11820
Suma 11820

Intervalo modal (45 a 64 años):   i 1L 45− =

d x
(267,25 192)

M 45 20 49,7975
(267,25 192) (267,25 28,8)

−
= + =

− + −
 años

La edad más frecuente entre los residentes es de 49,7975 años
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b)  La mitad central de los residentes extranjeros encuentra entre el primer cuartil  y el tercer cuartil

Edad
mínima

i 1L −

Edad
máxima

iL

no

extranjeros

in

Amplitud
intervalo

ic

Densidad frecuencias

i
i

i

n
d

c
=

no acumulado

iN
N
2

Menos 16 años 0 16 930 16 930 / 16 58,125= 930
De 16 a 24 años 16 25 985 9 985 / 9 109,444= 1915
De 25 a 44 años 25 45 3840 20 3840 / 20 192= 5755
De 45 a 64 años 45 65 5345 20 5345 / 20 267,25= 11100

5910

De 65 años‐más 65 90 720 25 720 / 25 28,8= 11820
Suma 11820

i 1

k i 1 i
i

kN
N

4Q L c
n

−

−

−
= +

donde  i   hace  referencia al intervalo con una frecuencia acumulada    i
kN

N
4

>

Intervalo del primer cuartil :   
i

i i

i

N 575511820
N 2995 [25 45) años n 3840

4 L 25    

=⎧⎪> = → − → =⎨
=⎪⎩

1 x

11820
1915

4Q 25 20 30,42
3840

−
= + =  años

Intervalo del tercer cuartil :   
i

i i

i

x
N 11003 11820

N 8865 [45 65) años n 5345
4 L 45    

=⎧⎪> = → − → =⎨
=⎪⎩

3

x

x

3 11820
5755

4Q 45 20 56,63
5345

−
= + =  años

c)  La  Mediana es la medida estadística que determina el lugar central que deja el mismo número de
frecuencias a ambos lados.

i 1

e i 1 i
i

N
N

2M L c
n

−

−

−
= +                        

N 11820
5910

2 2
= =

El  intervalo de la Mediana es el primer intervalo que supera una   iN 5910> , intervalo [45 64) años− .

e x
5910 5755

M 45 20 45,58
5345
−

= + =  años

d)  Edad media:   
5

i i
i 1

1 511807,5
x x . n 43,3

N 118200=

= = =∑  años
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e)  El coeficiente de asimetría de Fisher permite determinar cuando una distribución tiene más valores
diferentes a los lados de la media:

Asimetría positiva (más valores diferentes  a la derecha de la media).

Asimetría negativa (más valores diferentes a la izquierda de la media).

Simetría (mismo número de valores diferentes a la izquierda que a la derecha).

3
1 3

m
γ =

σ

Asimetría positiva:  1 0γ > Simetría:  1 0γ = Asimetría negativa:  1 0γ <

ix 8 20,5 35 55 77,5

in 930 985 3840 5345 720

5
3 3 3 3

3 i i
i 1

3 3

x x x

x x

1 1
m (x x) . n [ (8 43,3) 930 (20,5 43,3) 985 (35 43,3) 3840

N 11820

                                           + (55 43,3) 5345 (77,5 43,3) 720 ] 1473,46

=

= − = − + − + − +

− + − = −

∑

5
2 2 2 2 2

2 i i
i 1

2 2

x x x

x x

1 1
m (x x) . n [ (8 43,3) 930 (20,5 43,3) 985 (35 43,3) 3840

N 11820

                                                     + (55 43,3) 5345 (77,5 43,3) 720 ] 296,89

=

= σ = − = − + − + − +

− + − =

∑

296,89 17,23σ = =

3
1 3 3

m 1473,46
0,288

17,23

−
γ = = = − →

σ
Asimetría negativa (izquierda)
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De una variable estadística bidimensional (X, Y) se conoce  x 3σ = :

 Recta de regresión de Y sobre X:    
1

y 2 x
2

= +

Recta de regresión de X sobre Y:     x 4 2y= − +

a)  Hallar el coeficiente de correlación

b)  Si  x 2= , determinar  20 02 11y , a , a y a

Solución:

a)  La recta de regresión de Y sobre X:  
1

y 2 x
2

= +   puede escribirse:

yx
1 1 1

y 2 x y 0 (4 x) b
2 2 2

= + → − = + → =

Análogamente, la recta de regresión de X sobre Y:    x 4 2y= − +

xyx 4 2y x 0 2 ( 2 y) b 2= − + → − = − + → =

De donde,   

11 11
yx 112

x

211
xy y y2 2

y y

m m1 1
b m 4,5

2 9 2

m 4,5 4,5
b 2 2 2,25 2,25 1,5

2

= = → = → =
σ

= = → = → σ = = → σ = =
σ σ

11

x y x

m 4,5
r 1

3 1,5
= = =

σ σ
  con lo que existe una dependencia funcional, cosa que no es de extrañar

por tratarse de única recta de regresión.

Adviértase que las rectas:  
1

y 2 x
2

x 4 2y

⎧ ⎫= +⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪= − +⎩ ⎭

 son la misma recta, basta con multiplicar la primera recta

por 2 y despejar la x:    
1

2y 2 2 x 4 x x 4 2y
2

⎡ ⎤= + = + → = − +⎢ ⎥⎣ ⎦

b)     x
1 1 1

y 2 x y 2 x y 2 2 3
2 2 2

= + → = + → = + =
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Una psicóloga afirma, basándose en los datos obtenidos, que a medida que el niño crece
menores son las respuestas inadecuadas que da en el transcurso de una situación experimental:

Edad
Número respuestas

inadecuadas
Edad

Número respuestas
inadecuadas

2 11 7 12
3 12 9 8
4 10 9 7
4 13 10 3
5 11 11 6
5 9 11 5
6 10 12 5
7 7

a)   Determinar la validez de las conclusiones de la psicóloga

b)   María, de diez años y medio, participa en el experimento, ¿cuál es el número de respuestas
       inadecuadas que se puede predecir para ella?

c)   Hallar la varianza residual

Solución:

a)   La validez de la afirmación se obtendrá en función del coeficiente de correlación:   11

x y

m
r =

σ σ

Como no hay pares repetidos se entiende que son 15 pares de la forma  i j(x , y )  que representará

ix : edad  e  iy : número respuestas inadecuadas  de modo que la frecuencia de cada par es la unidad.

ix 2 3 4 4 5 5 6 7 7 9 9 10 11 11 12

iy 11 12 10 13 11 9 10 7 12 8 7 3 6 5 5

15

10 i
i 1

2 3 4 4 5 11 11 121 105
a x x 7

n 15 15=

+ + + + + + + +
= = = = =∑

15

01 i
i 1

11 12 10 13 6 5 51 129
a y y 8,6

n 15 15=

+ + + + + + +
= = = = =∑

15

11 i i
i 1

x x x x x2 11 3 12 4 10 11 5 12 51 789
a x y 52,6

n 15 15=

+ + + + +
= = = =∑

Covarianza:   11 xy 11 10 01 xm s a a a 52,6 7 8,6 7,6= = − = − = −

Cálculo de las desviaciones típicas  x y( , ) :σ σ

15 2 2 2 2 2 2 2 2
2

20 i
i 1

2 3 4 4 5 11 11 121 877
a x 58,46

n 15 15=

+ + + + + + + +
= = = =∑
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15 2 2 2 2 2 2 2
2

02 i
i 1

11 12 10 13 6 5 51 1237
a y 82,46

n 15 15=

+ + + + + + +
= = = =∑

2 2 2
x 20 10 xa a 58,46 7 9,46 9,46 3,07σ = − = − = → σ = =

2 2 2
y 02 01 ya a 82,46 8,6 8,5 8,5 2,91σ = − = − = → σ = =

El coeficiente de correlación:    11

x y x

m 7,6
r 0,85

3,07 2,91
−

= = = −
σ σ

  correlación inversa del 85%

La validez solicitada es del 85% en correlación inversa, es decir, a medida que aumenta la edad del niño
(X) disminuye las respuestas inadecuadas (Y).

b)  Para poder predecir el número de respuestas para cada edad determinada (caso de María) será
necesario hallar la ecuación de regresión de Y (nº respuestas inadecuadas) sobre X (edad del niño):

11
2
x

m
y y (x x)− = −

σ
         Pendiente de la recta  ≡  Coeficiente de regresión:   11

yx 2
x

m
b =

σ

Adviértase que la pendiente de la recta o coeficiente de regresión  yxb  viene determinado   por el signo

de la covarianza   11m .

11
yx 2

x

m 7,6
b 0,80

9,46
−

= = = −
σ

    (recta de regresión decreciente)

La ecuación de la recta de regresión será:    y 8,6 0,80 (x 7) y 14,2 0,80x− = − − → = −

En consecuencia, para la edad de María  (x 10,5)=  el número de respuestas inadecuadas que se puede

predecir será:

xy 14,2 0,80 10,5 5,8 6= − = ≅  respuestas inadecuadas.

c)   Coeficiente de Determinación:    22R ( 0,85) 0,7225= − =

Varianza residual:    2 2 2
r y (1 r ) 8,50 (1 0,7225) 2,35875σ = σ − = − =

2
r
2
y

x x
2,35875

% variaciones no explicadas 100 100 27,75%
8,50

σ
= = =

σ
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Se desea estudiar la repercusión que tiene los días de lluvia en el número de visitas al zoo. Para
ello, se observaron las siguientes variables, durante los últimos diez años,  siendo Y = "Número
visitas anuales, en miles"  y   X  = " Número de días de lluvia al año":

Año 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
X 18 26 30 33 38 39 42 44 46 49
Y 107 105,5 105 104,4 104,3 104 103,7 103,4 103,1 103

a)  Coeficiente de correlación lineal e interpretar el resultado.

b)  Recta de regresión que explique el número de visitas anuales en función del número de lluvia.

c)  ¿Qué previsión de visitas habrá para el año próximo si el Instituto Meteorológico informa que
      lloverá 40 días?. ¿Qué grado de fiabilidad tendrá esta predicción?.

d)  Hallar la varianza residual del número de visitas anuales.

e)  Obtener la recta de regresión X/Y.

Solución:

a)  Se elabora la tabla:

Año ix iy i ix . y 2
ix

2
iy

1 1994 18 107 1926 324 11449
2 1995 26 105,5 2743 676 11130,25
3 1996 30 105 3150 900 11025
4 1997 33 104,4 3445,2 1089 10899,36
5 1998 38 104,3 3963,4 1444 10878,49
6 1999 39 104 4056 1521 10816
7 2000 42 103,7 4355,4 1764 10753,69
8 2001 44 103,4 4549,6 1936 10691,56
9 2002 46 103,1 4742,6 2116 10629,61
10 2003 49 103 5047 2401 10609

365 1043,4 37978,2 14171 108881,96

Distribución marginal de X
10

i
i 1

10

x
365

a x 36,5
n 10

== = = =
∑

10
2
i

i 1
20

x
14171

a 1417,1
n 10

== = =
∑ 2 2

x 20 10

2

a a

     1417,1 36,5 84,85

σ = − =

= − =

x 84,85 9,21σ = =

Distribución marginal de Y
10

i
i 1

01

y
1043,4

a y 104,34
n 10

== = = =
∑

10
2
i

i 1
02

y
108881,96

a 10888,196
n 10

== = =
∑

2 2 2
y 02 01a a 10888,196 104,34 1,36σ = − = − = y 1,36 1,17σ = =

Covarianza ‐ Coeficientes regresión lineal ‐ Coeficiente correlación lineal
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10

i i
i 1

11

x . y
37978,2

a 3797,82
n 10

== = =
∑ Covarianza:    11 11 10 01m a a . a= − =

                                 x3797,82 36,5 104,34 10,59= − = −

Coeficientes regresión lineal:

b
11

yx 2
x

b'
11

xy 2
y

m 10,59
Y / X : b 0,125

84,85

m 10,59
X / Y : b 7,79

1,36

⎧ −
⎪ = = = −

σ⎪
⎨

−⎪ = = = −⎪ σ⎩

Coeficiente de correlación lineal: yx xyr b . b ( 0,125)( 7,79) 0,986= = − − =

Ose observa en  la gráfica de la nube de puntos a más días de
lluvia menor número de visitas.
El grado de ajuste entre la nube de puntos y la recta de
regresión es del 98,6%.

b)  Recta de regresión de Y sobre X:

yxb b

11
2
x

m
y y (x x) y 104,34 0,125 (x 36,5) y 108,90 0,125x

=

− = − → − = − − → = −
σ

c)  Si en 2007 se estiman 40 días de lluvia se estiman un número de visitas:

xy 108,90 0,125 40 104= − ≈ días

d)  La varianza residual de la Y:

2 2 2 2 2
ry y ry(1 r ) 1,36(1 0,986 ) 0,0378σ = σ − σ = − =  (3,78%  causas ajenas a la regresión)

e)  Recta de regresión de X sobre Y:

xyb' b

11
2
y

m
x x (y y) x 36,5 7,79 (y 104,34) x 849,31 7,79 y

=

− = − → − = − − → = −
σ

849,31 x
ˆX / Y : x 849,31 7,79 y y

7,79
−

= − → =    
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La variable aleatoria  X ="Número de hijos por familia de una ciudad" sigue la distribución de
probabilidad:

X 0 1 2 3 4 5 6

iP(X x )= 0,47 0,3 0,1 0,06 0,04 0,02 0,01

Se pide:

a)   Media o esperanza matemática. Significado

b)   Varianza y desviación típica

c)   Si el Ayuntamiento de la ciudad paga 2000 euros por hijo e Y 2000X= , ¿cuál es la distribución de

     probabilidad?

d)   Media, varianza y desviación típica de Y

Solución:

a) 

iX x= i ip P(X x )= = i ix . p 2
ix

2
i ix . p

1x 0= 0,47 0 0 0

2x 1= 0,3 0,3 1 0,3

3x 2= 0,1 0,2 4 0,4

4x 3= 0,06 0,18 9 0,54

5x 4= 0,04 0,16 16 0,64

6x 5= 0,02 0,10 25 0,5

7x 6= 0,01 0,06 36 0,36

1 1 2,74

Media:   
7 7

1 X i i i i
i 1 i 1

E(X) x . P(X x ) x . p 1
= =

α = μ = = = = =∑ ∑
Si se toma al azar una familia de la ciudad, el número de hijos que se espera que tenga por término
medio es uno.

b) Varianza y desviación típica

Varianza:   ( ) ( )
7

2 22 2
x X i x i 2 1

i 1

E X x . P(X x )
=

σ = − μ = − μ = = α − α∑

i

7 7
2 2 2

2 i i i
i 1 i 1

E(X ) x . P(X x ) x . p 2,74
= =

α = = = = =∑ ∑
2 2 2
x 2 1 2,74 1 1,74σ = α − α = − =

Desviación típica:   x 1,74 1,32σ = =

c) Distribución de probabilidad de la variable Y 2000X=
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jY y= j jp P(Y y )= =

1y 0= 0,47

2y 2000= 0,3

3y 4000= 0,1

4y 6000= 0,06

5y 8000= 0,04

6y 10000= 0,02

7y 12000= 0,01

1

d) Media, varianza y desviación típica de Y

Y 2000X E(2000X) 2000 . E(X) 2000 . 1 2.000μ = μ = = = =

2 2 2 2
Y 2000 X Var(2000 X) 2000 . Var(X) 2000 . 1,74 6.960.000σ = σ = = = =

Y 6.960.000 2638,18σ = =

Se desea tomar una muestra estratificada de las personas mayores de edad de un municipio, cuyos
estratos son los siguientes intervalos de edades, en años: de 18 a 30, de 31 a 45, de 45  a 60  y
mayores de 60.

En el primer intervalo hay 7500 personas, en el segundo 8400, en el tercero 5700 y en el cuarto 3000.

a)  Calcula el tamaño de la muestra total y su composición, sabiendo que el muestreo se hace con
afijación proporcional y se han elegido 375 personas del primer estrato.

b)  Dada la población {2, 4, 6}, construye todas las muestras posibles de tamaño 2, que puedan formar
mediante muestreo aleatorio simple, y halla la varianza de las medias muestrales de todas las muestras.

Solución:

a)  Como la afijación es proporcional, el peso de cada estrato en la muestra es directamente
proporcional a los individuos de la población correspondiente.

Si en el primer estrato, formado por 7500 personas se han elegido  1n 375=

En el segundo estrato con 8400  personas se eligen  2
8400 375

n 420
7500
−

= =  personas

En el tercer estrato con 5700 personas se eligen   3
5700 375

n 285
7500
−

= =  personas

En el cuarto estrato con 3000 personas se eligen   4
3000 375

n 150
7500
−

= =  personas

El tamaño total de la muestra es 
4

i
i 1

n 375 420 285 150 1230
=

= + + + =∑  personas

Se elige 1 de cada 20 personas en cada estrato (0,05 de cada estrato).
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b)  En el muestreo aleatorio simple se mantiene la probabilidad de extracción en cada caso. Por tanto,
las extracciones deben hacerse con reemplazamiento.

El número de muestras de tamaño 2 que pueden obtenerse de la población {2, 4, 6} son 9:
{2, 2} ;  {2, 4} ;  {2, 6} ;  {4, 2} ;  {4, 4} ;  {4, 6} ;  {6, 2} ; {6, 4} y {6, 6}

Muestra Elementos Media de la muestras  ix
2

i(x x)−

1m {2, 2} 2 4

2m {2, 4} 3 1

3m {2, 6} 4 0

4m {4, 2} 3 1

5m {4, 4} 4 0

6m {4, 6} 5 1

7m {6, 2} 4 0

8m {6, 4} 5 1

9m {6, 6} 6 4
9

i
i 1

1
x x 4

9 =

= =∑
9

2
i

i 1

(x x) 12
=

− =∑

Media de la población:  
2 4 6

4
3

+ +
μ = =

Varianza de la población:  
N 2 2 2

2 2
i

i 1

(2 4) (4 4) (6 4)1 8
(x )

N 3 3=

− + − + −
σ = − μ = =∑

Media de las muestras:  
9

i
i 1

1 36
x x 4

9 9=

= = =∑

Varianza de las muestras:  
9

2 2
x i x

i 1

1 12 4 2
(x x)

9 9 3 3=

σ = − = = → σ =∑

Se verifica que  x 4μ = = ;  y que   x

8
8 4 23
6 3n 2 3

σ
σ = = = = =
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Las calificaciones de 10 alumnos de un determinado ejercicio fueron: tres cincos, cuatro seises y tres
sietes.

a)  Obtener todas las posibles parejas de notas que se pueden realizar con las calificaciones dadas, así
como sus correspondientes probabilidades si las extracciones se realizan con reposición.

b)  Repetir el apartado (a) considerando que una vez extraída una determinada nota (5, 6, ó, 7), ésta ya
no puede volver a salir.

Solución:

ix 5 6 7
a)  La distribución de las calificaciones son:

ip 3 / 10 4 / 10 3 / 10

Muestras posibles
(5, 5) (5, 6) (5, 7)
(6, 5) (6, 6) (6, 7)
(7, 5) (7, 6) (7, 7)

Si se extraen, con reposición y teniendo en cuenta
el orden, dos calificaciones, las posibles muestras y
sus correspondientes probabilidades son:

i j(x , x ) i j i j ip(x , x ) p(x ) p(x x )=

(5, 5) (3 / 10) . (3 / 10) 9 / 100=

(5, 6) (3 / 10) . (4 / 10) 12 / 100=

(5, 7) (3 / 10) . (3 / 10) 9 / 100=

(6, 5) (4 / 10) . (3 / 10) 12 / 100=

(6, 6) (4 / 10) . (4 / 10) 16 / 100=

(6, 7) (4 / 10) . (3 / 10) 12 / 100=

(7, 5) (3 / 10) . (3 / 10) 9 / 100=

(7, 6) (3 / 10) . (4 / 10) 12 / 100=

(7, 7) (3 / 10) . (3 / 10) 9 / 100=

Muestras posibles
(5, 5) (5, 6) (5, 7)

(6, 6) (6, 7)
(7, 7)

Si no se considera el orden en que aparecen las
calificaciones las posibles muestras son:

i j(x , x ) i j i j i j i jp(x , x ) p(x ) p(x x ) p(x ) p(x x )= +

(5, 5) (3 / 10) . (3 / 10) 9 / 100=

(5, 6) (3 / 10) . (4 / 10) (4 / 10) . (3 / 10) 24 / 100+ =

(5, 7) (3 / 10) . (3 / 10) (3 / 10) . (3 / 10) 18 / 100+ =

(6, 6) (4 / 10) . (4 / 10) 16 / 100=

(6, 7) (4 / 10) . (3 / 10) (3 / 10) . (4 / 10) 24 / 100+ =

(7, 7) (3 / 10) . (3 / 10) 9 / 100=
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b)  Las extracciones son sin reposición, una vez que ha salido una determinada calificación, ya no puede
volver a salir. Por tanto una vez que ha salido, por ejemplo, el 5 es como si eliminasen todos los
ejercicios calificados con 5.

Muestras posibles
(5, 6) (5, 7)

(6, 5) (6, 7)
(7, 5) (7, 6)

Extracciones sin reposición, teniendo en
cuenta el orden:

i j(x , x ) i j i j ip(x , x ) p(x ) p(x x )=

(5, 6) (3 / 10) . (4 / 7) 12 / 70=

(5, 7) (3 / 10) . (3 / 7) 9 / 70=

(6, 5) (4 / 10) . (3 / 6) 12 / 60=

(6, 7) (4 / 10) . (3 / 6) 12 / 60=

(7, 5) (3 / 10) . (3 / 7) 9 / 70=

(7, 6) (3 / 10) . (4 / 7) 12 / 70=

Muestras posibles
(5, 6) (5, 7)

(6, 7)

Extracciones sin reposición, no
considerando el orden:

i j(x , x ) i j i j i j i jp(x , x ) p(x ) p(x x ) p(x ) p(x x )= +

(5, 6) (3 / 10) . (4 / 7) (4 / 10) . (3 / 6) (12 / 70) (12 / 60) 0,3714+ = + =

(5, 7) (3 / 10) . (3 / 7) (3 / 10) . (3 / 7) (9 / 70) (9 / 70) 0,2572+ = + =

(6, 7) (4 / 10) . (3 / 6) (3 / 10) . (4 / 7) (12 / 60) (12 / 70) 0,3714+ = + =
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De seis individuos, tres pesan 60 kg, dos 70 kg y uno pesa 50 kg. Si elegimos, con reposición y
teniendo en cuenta el orden de extracción, dos individuos; obtener la esperanza y la varianza del
número de pesos distintos en la muestra.

Solución:

ix  en kg 50 60 70
a)  La distribución de pesos es:

ip 1 / 6 3 / 6 2 / 6

Muestras posibles
(50 , 50) (50 , 60) (50 , 70)
(60 , 50) (60 , 60) (60 , 70)
(70 , 50) (70 , 60) (70 , 70)

Si se extraen, con reposición y teniendo en cuenta
el orden, dos pesos, las posibles muestras y sus
correspondientes probabilidades son:

i j(x , x ) i j i j ip(x , x ) p(x ) p(x x )=

(50, 50) (1 / 6) . (1 / 6) 1 / 36=

(50, 60) (1 / 6) . (3 / 6) 3 / 36=

(50 , 70) (1 / 6) . (2 / 6) 2 / 36=

(60 , 50) (3 / 6) . (1 / 6) 3 / 36=

(60 , 60) (3 / 6) . (3 / 6) 9 / 36=

(60 , 70) (3 / 6) . (2 / 6) 6 / 36=

(70 , 50) (2 / 6) . (1 / 6) 2 / 36=

(70 , 60) (2 / 6) . (3 / 6) 6 / 36=

(70 , 70) (2 / 6) . (2 / 6) 4 / 36=

Sea ahora Y la variable de pesos distintos en la muestra, su distribución es:

i j(x , x ) iy ip

(50 , 50)   (60 , 60)   (70 , 70) 1 (1 / 36) (9 / 36) (4 / 36) 14 / 36+ + =

(50 , 60)   (50 , 70)   (60 , 50)
(60 , 70)   (70 , 50)   (70 , 60)

2
(3 / 36) (2 / 36) (3 / 36)+ + +

(6 / 36) (2 / 36) (6 / 36) 22 / 36+ + + =

Esperanza del número de pesos distintos:   x x
14 22 58

E(Y) 1 2 1,61
36 36 36

= + = =

Varianza del número de pesos distintos:    2 2 2
x x
14 22 102

E(Y ) 1 2 2,83
36 36 36

= + = =

                                                                           
2

22 102 58
Var(Y) E(Y ) [E(Y)] 0,2376

36 36
⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Las calificaciones de cinco exámenes son: 1, 2, 3, 4 y 5. Para muestras de tamaño dos  1 2(x , x ) , sin

reposición y teniendo en cuenta el orden, se pide:

a)  Esperanza y varianza de la población

b)  Espacio muestral.

c)  Distribuciones marginales de las dos componentes de la muestra.

d)  Analizar el sesgo y la varianza del estimador de la calificación media  1 2x̂ ax bx .= +

e)  Particularizar los resultados del apartado (d)  para a b 1 / 2= =

Solución:

a)  La calificación media:  
5

i
i 1

1 2 3 4 51
y y 3

n 5=

+ + + +
= = =∑

Varianza:  
5 2 2 2 2 2

2
i i

i 1

(1 3) (2 3) (3 3) (4 3) (5 3)1
Var(y) (y y) n 2

n 5=

− + − + − + − + −
= − = =∑

b)  Las posibles muestras sin reposición y teniendo en cuenta el orden son:

(1 , 2) (1 , 3) (1 , 4) (1 , 5)
(2 , 1) (2 , 3) (2 , 4) (2 , 5)
(3 , 1) (3 , 2) (3 , 4) (3 , 5)
(4 , 1) (4 , 2) (4 , 3) (4 , 5)
(2 , 1) (5 , 2) (5 , 3) (5 , 4)

Todas las muestras tienen la misma probabilidad:   i j i j i x
1 1 1

p(x , x ) p(x ) p(x x )
5 4 20

= = =

c)  La primera componente (observación) de la muestra  ix  puede tomar cada uno de los cinco valores de

la población. La probabilidad de que  1x 1=  se obtiene sumando las probabilidades de las cuatro

muestras, en las que la calificación que ocupa la primera posición es la uno. Es decir:

1
4 1

p(x 1) p(1, 2) p(1, 3) p(1, 4) p(1, 5)
20 5

= = + + + = =

Procediendo de forma análoga, se obtiene:

1 2 3 4 5

1x 1 / 5 1 / 5 1 / 5 1 / 5 1 / 5

2x 1 / 5 1 / 5 1 / 5 1 / 5 1 / 5

La distribución de las dos observaciones de la
muestra es idéntica a la de la población, por
tanto:

1 2 1 2E(x ) E(x ) 3 Var(x ) Var(x ) 2= = = =

d)  Se calcula la esperanza del estimador para ver si es insesgado

1 2 1 2
ˆE(x) E(ax bx ) a E(x ) b E(x ) 3a 3b 3(a b)= + = + = + = +   es sesgado

Sesgo del estimador:   ˆE(x) x 3(a b) 3 3(a b 1)− = + − = + −
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2 2
1 2 1 2 1 2

ˆVar(x) Var(ax bx ) a Var(x ) b Var(x ) 2ab Cov(x , x )= + = + +

Se calcula la Covarianza  1 2Cov(x , x ) :

5 5

1 2 i j i j
i 1 j 1

1
E(x , x ) x y p [1 . 2 1 . 3 1 . 4 1 . 5

20= =

= = + + + +∑∑
                                                             2 . 1 2 . 3 2 . 4 2 . 5+ + + + +

                                                             3 . 1 3 . 2 3 . 4 3 . 5+ + + + +

                                                             3 . 1 3 . 2 3 . 4 3 . 5+ + + + +

                                                             
170

5 . 1 5 . 2 5 . 3 5 . 4] 8,5
20

+ + + + = =

1 2 1 2 1 2Cov(x , x ) E(x , x ) E(x ) E(x ) 8,5 3 . 3 0,5= − = − = −

Luego,   2 2 2 2
1 2

ˆVar(x) Var(ax bx ) 2a 2b 2a b ( 0,5) 2(a b 0,5a b)= + = + + − = + −

e)  Si a b 1 / 2= =

1 1ˆE(x) x 3 1 0
2 2

⎛ ⎞− = + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2
1 1 1 1 1 1 3ˆVar(x) Var(ax bx ) 2 0,5 2
4 4 4 4 4 8 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + − = + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Que es la que corresponde a la media muestral para el muestreo sin reposición:

2N n 5 2 N n2 3
. . Fator corrección población finita

N 1 n 5 1 2 4 N 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −σ
= = ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Sea (X,Y)  una variable aleatoria bidimensional con distribución de probabilidad:

         Y
X 1− 1

1 1 / 6 1 / 3
2 1 / 12 1 / 4
3 1 / 12 1 / 12

a)  ¿Son X e Y independientes?

b)  Hallar las medias y desviaciones típicas de X e Y

c)  Hallar las probabilidades:   P X 2 ; Y 0 P X 2 P Y 0≤ > ≥ <⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

d)  Hallar el coeficiente de correlación.

Solución:

a)  Para analizar si  X e Y son independientes hay que hallar las distribuciones marginales de X e Y, y ver si
verifica que   i j i j i jp p . p (x , y )• •= ∀

            Y
 X 1− 1 ip •

1 1 / 6 1 / 3 1 / 2

2 1 / 12 1 / 4 1 / 3

3 1 / 12 1 / 12 1 / 6

jp• 1 / 3 2 / 3 1

11 1 • •1x x
1 1 1

p p p
6 2 3

= = =

21 2• •1x x
1 1 1 1

p p p
12 3 3 9

= ≠ = =

31 3• •1x x
1 1 1 1

p p p
12 6 3 18

= ≠ = =

12 1 • •2x x
1 1 2

p p p
3 2 3

= = =

22 2• •2x x
1 1 2 2

p p p
4 3 3 9

= ≠ = =

32 3• •2x x
1 1 2 1

p p p
12 6 3 9

= ≠ = =

Luego las variables X e Y no son independientes.

b)  Para las medias y desviaciones típicas de X e Y hay que considerar las distribuciones marginales:

Distribución marginal de la de la variable aleatoria X

iX x= ip • i ix . p •
2
ix

2
i ix . p •

1 1 / 2 1 / 2 1 1 / 2

2 1 / 3 2 / 3 4 4 / 3

3 1 / 6 3 / 6 9 9 / 6

1 10 / 6 20 / 6
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Media:  
3

10 X i i
i 1

10
E(X) x . p

6•
=

α = μ = = =∑

               
3

2 2
20 i i

i 1

20
E(X ) x . p

6•
=

α = = =∑

Varianza:    [ ]
2

22 2
20 X

20 10 20 5
Var(X) E(X ) E(X)

6 6 36 9
⎛ ⎞μ = σ = = − = − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Desviación típica:   X
5

0,745
9

σ = =

Distribución marginal de la variable aleatoria Y

jY y= jp• j jy . p•
2
jy

2
j jy . p•

1− 1 / 3 1 / 3− 1 1 / 3

1 2 / 3 2 / 3 1 2 / 3

1 1 / 3 1

Media:  
2

01 Y j j
j 1

1
E(Y) y . p

3•
=

α = μ = = =∑

               
2

2 2
02 j j

j 1

E(Y ) y . p 1•
=

α = = =∑

Varianza:    [ ]
2

22 2
02 Y

1 8
Var(Y) E(Y ) E(Y) 1

3 9
⎛ ⎞μ = σ = = − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Desviación típica:   Y
8

0,943
9

σ = =

c)  Probabilidades:   P X 2 ; Y 0 P X 2 P Y 0≤ > ≥ <⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

            Y
 X 1− 1

1 1 / 6 1 / 3

2 1 / 12 1 / 4

3 1 / 12 1 / 12

1 1 7
P X 2 ; Y 0 P X 1 ; Y 1 P X 2 ; Y 1

3 4 12
≤ > = = = + = = = + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

           Y
X 1− 1

1 1 / 6 1 / 3

2 1 / 12 1 / 4

3 1 / 12 1 / 12

[ ]P X 2 P X 2 ; Y 1 P X 2 ; Y 1 P X 3 ; Y 1

1 1 1 1 6 1
                P X 3 ; Y 1

12 4 12 12 12 2

≥ = = = − + = = + = = − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ = = = + + + = =⎡ ⎤⎣ ⎦
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Y
X 1− 1

1 1 / 6 1 / 3

2 1 / 12 1 / 4

3 1 / 12 1 / 12

[ ]P Y 0 P X 1 ; Y 1 P X 2 ; Y 1 P X 3 ; Y 1

1 1 1 1
              

6 12 12 3

< = = = − + = = − + = = − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + + =

d)  Coeficiente de correlación

i j i jx .y . p

            Y
 X 1− 1 1− 1

1 1 / 6 1 / 3 1 / 6− 1/ 3
2 1 / 12 1 / 4 2 / 12− 2 / 4

3 1 / 12 1 / 12 3 / 12− 3 / 12

7 / 12− 13 / 12 6 / 12

3 2

11 i j i j
i 1 j 1

6 1
E(XY) x .y . p

12 2= =

α = = = =∑∑

Covarianza:    XY 11 10 01 x
1 10 1 1

Cov(X,Y) . 0,555
2 6 3 18

σ = = α − α α = − = − = −

Coeficiente de correlación:    XY
XY

x Y x

0,555
0,79

. 0,745 0,943
−σ

ρ = = = −
σ σ

Siendo  XY 0,79ρ = −  valor cercano a   1− ,  existe una fuerte relación lineal entre las variables X e Y.
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Dada la siguiente distribución de frecuencias:

         Y
X

0 1 2

0 15 15 10
1 5 20 5
2 10 5 15

a)  La media aritmética y la varianza de la variable X Y−
b)  La recta de regresión de Y sobre X  y la varianza residual de Y

Solución:

a)

          Y
X

0 1 2 in •

0 15 15 10 40
1 5 20 5 30
2 10 5 15 30

jn• 30 40 30 100

Variable X:

Media:  
3

10 X i i
i 1

1 1
E(X) x . n (0 30 60) 0,9

N 100•
=

α = μ = = = + + =∑
3

2 2
20 i i

i 1

1 1
E(X ) x . n (0 30 120) 1,5

N 100•
=

α = = = + + =∑
Varianza:    2 2 2

20 X 20 10 1,5 0,9 0,69μ = σ = α − α = − =

Variable Y:

Media:  
3

01 Y i i
i 1

1 1
E(Y) Y . n (0 40 60) 1

N 100•
=

α = μ = = = + + =∑
3

2 2
02 j j

j 1

1 1
E(Y ) y . n (0 40 120) 1,6

N 100•
=

α = = = + + =∑
Varianza:    2 2 2

02 Y 02 01 1,6 1 0,6μ = σ = α − α = − =

3 3

11 i j i j
i 1 j 1

1 1
E(XY) x .y . n (20 10 10 60) 1

N 100= =

α = = = + + + =∑∑

Covarianza:    11 XY 11 10 01 xm Cov(X,Y) . 1 0,9 1 0,1= σ = = α − α α = − =

Cuando las variables son independientes    11 XYm Cov(X,Y) 0→ = σ = =   son incorreladas

El recíproco no es cierto:   Si las variables son incorreladas  no implica que sean independientes.
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Para analizar si  X e Y son independientes hay que hallar las distribuciones marginales de X e Y, y ver si
verifica que   i j i j i jp p . p (x , y )• •= ∀

No son independientes:   0,15 0,4 . 0,3 0,1 0,4 . 0,3≠ ≠

Sea la variable Z X Y= −

Z E(X Y) E(X) E(Y) 0,9 1 0,1μ = − = − = − = −

2
Z xVar (X Y) Var(X) Var(Y) 2Cov(X,Y) 0,69 0,6 2 0,1 1,09σ = − = + − = + − =

b)  Recta de regresión de Y sobre X:

11
2
x

m 0,1
y y (x x) y 1 (x 0,9) y 0,8695 0,1449 x

0,69
− = − → − = − → = +

σ

Varianza residual de la variable Y:    2 2 2
rY Y(1 )σ = − ρ σ

Coeficiente de determinación:  
2 2 2

2 11
2 2 2
X Y xx

m 0,1 0,1
0,0242

0,69 0,6. 0,69 0,6
ρ = = = =

σ σ

2
rY x(1 0,0242) 0,6 0,5855σ = − =
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En una federación deportiva el número de jugadores y el de entrenadores se distribuye
según se indica en esta tabla de frecuencias:

Años
Jugadores (en miles)

ix
Entrenadores (en miles)

iy

2017 80 3,1
2018 85 3,3
2019 93 5,2
2020 105 6,3
2021 116 7,1

Se pide:

1.  Ecuación de la recta de regresión de Y sobre X

2.  Interpretación del coeficiente de regresión de Y sobre X

3.  Calcular el coeficiente de correlación lineal de Pearson. Interpretación.

4.  Calcular el coeficiente de determinación. Interpretación.

5.  Predicción del número de entrenadores en 2022 para un número de jugadores estimados en ese año
de 125.000.

Solución:

1.  Recta de regresión de Y sobre X:     11
2
x

m
y y (x x)− = −

σ
5

10 i
i 1

1 1
a x x (80 85 93 105 116) 95,8

n 5=

= = = + + + + =∑
5

01 i
i 1

1 1
a y y (3,1 3,3 5,2 6,3 7,1) 5

n 5=

= = = + + + + =∑
5 5

11 i i
i 1 i 1

x x x x x
1 1

a x y (80 3,1 85 3,3 93 5,2 105 6,3 116 7,1) 499,44
n 5= =

= = + + + + =∑∑

covarianza:   11 11 xm a x y 499,44 95,8 5 20,44= − = − =

5
2 2 2 2 2 2

20 i
i 1

1 1
a x (80 85 93 105 116 ) 9351

n 5=

= = + + + + =∑
5

2 2 2 2 2 2
02 i

i 1

1 1
a y (3,1 3,3 5,2 6,3 7,1 27,528

n 5=

= = + + + + =∑
2 2 2

20 x 20 10m a a 9351 95,8 173,36= σ = − = − =

2 2 2
02 y 02 01m a a 27,528 5 2,528= σ = − = − =

20,44
y 5 (x 95,8) y 6,2953 0,1179x

173,36
− = − → = − +
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2)  El coeficiente de regresión de Y sobre X:    11
Y X 2

x

m
b =

σ
  es la pendiente de la recta de Y sobre X

11
Y X 2

x

m 20,44
b 0,11790

173,36
= = =

σ
  recta de regresión creciente.

A medida que aumentan los jugadores aumentan los entrenadores.

3)  Coeficiente de correlación de Pearson:   11 11 11
YX XY 2 2

x yx y

m m m
r b . b .

.
= = =

σ σσ σ

x

20,44
r 0,9763 (97,63%)

173,36 2,528
= =

El coeficiente de correlación lineal es un número abstracto que determina el grado de ajuste entre la
nube de puntos y una recta de regresión. Un valor cercano a  1 indica que la relación entre las variables
es fuertemente lineal y positiva (ambas crecen y decrecen juntas).

4) Coeficiente de determinación:   2 2R r=

2 2R 0,9763 0,9532 (95,32%)= =

El coeficiente de determinación es un número abstracto que explica que el 95,32%  de la variación de la
variable dependiente Y queda explica por la variable independiente X.

5)  La predicción del número de entrenadores en 2022 se determina por la recta de regresión cuando
x 125.000 (x 125)= =

xy 6,2953 0,1179 125 8,442= − + =

Según el modelo de regresión, el número de entrenadores en 2022 serán 8442
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Dada la tabla adjunta de medidas del pH y de la concentración de un ácido en sangre en
15 individuos.

pH 4 5 7 5 6 5 5 5 5 6 6 5 7 5 5
Concentración 443 296 101 224 91 252 195 550 170 382 152 448 64 147 161

     Nota:  La varianza marginal de la concentración es 20396,33

Se pide:

1. Calcular las medias de la concentración del  ácido condicionadas por el pH.

2. Calcular las varianzas de la concentración del  ácido condicionadas por el pH.

3.  Calcular la razón de correlación   2
Conc , pHη   de la concentración respecto al  pH.

4.  Si  ρ  denota el coeficiente de correlación lineal de Pearson entre ambas variables, ¿es mayor  2ρ   o
2
Conc , pHη 2 .  Coméntese muy brevemente.

Solución:

1 ‐ 2)   Denotando por X = " Concentración"  e   Y = "pH"

Se calcula la distribución del  ácido condicionada por el pH  para los distintos valores de éste último.

ix y 4= i jn i jf

443 1 1 / 15

443 4n 1• = 4f 1 / 15• =

1 i 4a x 443= =

i 4

2 2
2 1a a 0σ = − =

ix y 5= i jn i jf 2
ix y 5=

147 1 1 / 9 21609

161 1 1 / 9 25921

170 1 1 / 9 28900

195 1 1 / 9 38025

224 1 1 / 9 50176

252 1 1 / 9 63504

296 1 1 / 9 87616

448 1 1 / 9 200704

550 1 1 / 9 302500
9

i 5
i 1

x 2443
=

=∑ 5n 9• = 5f 9 / 15• =
9

2
i 5

i 1

x 818955
=

=∑

9

1 i 5 i 5
i 5 i 1

1 2443
a x x 271,444

n 9=

= = = =∑     
9

2
2 i 5

i 5 i 1

1 818955
a x 90995

n 9=

= = =∑

i 5

2 2 2
2 1a a 90995 271,444 17313,154σ = − = − =
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ix y 6= i jn i jf 2
ix y 7=

91 1 1 / 3 8281

152 1 1 / 3 23104

382 1 1 / 3 145924
3

i 6
i 1

x 625
=

=∑ 6n 3• = 6f 3 / 15• =
3

2
i 6

i 1

x 177309
=

=∑

3

1 i 6 i 6
i 6 i 1

1 625
a x x 208,333

n 3=

= = = =∑
3

2
2 i 6

i 6 i 1

1 177309
a x 59103

n 3=

= = =∑

i 6

2 2 2
2 1a a 59103 208,333 15700,361σ = − = − =

ix y 7= i jn i jf 2
ix y 7=

64 1 1 / 2 4096

101 1 1 / 2 10201
2

i 7
i 1

x 165
=

=∑ 7n 2• = 7f 2 / 15• =
2

2
i 7

i 1

x 14297
=

=∑

2

1 i 7 i 7
i 7 i 1

1 165
a x x 82,5

n 2=

= = = =∑
2

2
2 i 7

i 7 i 1

1 14297
a x 7148,5

n 2=

= = =∑

i 7

2 2 2
2 1a a 7148,5 82,5 342,25σ = − = − =

3)  Las razones de correlación de X sobre Y y de Y sobre X son coeficientes que cuantifican el grado de
concentración de la distribución de  (X , Y)  en torno a su correspondiente curva de regresión.

Razón de correlación  
X j

24 j
2
X Y 2

Xj 1

x f
1

•

=

σ
η = −

σ∑

X j

24 j
2
X Y 2

Xj 1

x

x x x

f
1

9 3 2
0 + 17313,154 + 15700,361 + 342,25

15 15 15         1 0,3345
20396,33

•

=

σ
η = − =

σ

= − =

∑
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4)     2 2 2 2
X , Y Y , X Y XX Y0 1 0 1≤ ρ ≤ η ≤ ≤ ρ ≤ η ≤

2 2
X , Y X Y La curva de regresión de X sobre Y coincide con la recta de regresión de X sobre Yρ = η →

2 2
Y , X Y X La curva de regresión de Y sobre X coincide con la recta de regresión de Y sobre Xρ = η →
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Dada la tabla de medidas de la cintura (en pulgadas) y del peso (en libras) de 10
individuos.

Cintura 32 36 38 33 39 40 41 35 38 38
Peso 175 181 200 159 196 192 205 173 187 188

Se pide:

1.  Calcular todos los momentos respecto al origen y  la media de ordenes 1 y 2  de la distribución
bidimensional.

2.  Calcular el coeficiente de correlación lineal de Pearson de ambas variables y comentar su significado.

3.  Calcular los cuantiles  Peso Cintura
p pC y C   de  órdenes   i

1 2
p 0 , , , 1 (i 0 , , 3)

3 3
= =  de sendas

distribuciones unidimensionales.

4.  Sean los intervalos   ) )i 1 i j 1 j

Peso Peso Peso Cintura Cintura Cintura
i p p j p pI C , C   e   I C , C

− −
⎡ ⎡= =⎣ ⎣  con   i , j 1 ,2 ,3= .

Construir la tabla de contingencia del número de individuos con medidas de peso y cintura en cada par

de intervalos   Peso Cintura
i j(I , I ).

NB:   Peso Peso Peso Cintura Cintura Cintura
3 2 3 3 2 3I C , C   e  I C , C .⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

5.  Calcular la distribución de frecuencias relativas del peso condicionado respecto a  la  cintura a partir
de la tabla de contingencia anterior.

Solución:

1.  Sean las variables X = "Pulgadas en cintura"  e   Y = " Peso en libras" , se construye la tabla de doble
entrada:

ix \  jy 175 181 200 159 196 192 205 173 187 188 in •

32 1 1
33 1 1
35 1 1
36 1 1
38 1 1 1 3
39 1 1
40 1 1
41 1 1

jn• 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 N 10=
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Momentos respecto al origen de órdenes 1 y  2:

Cintura

ix
in • i ix . n •

2
i ix . n •

32 1 32 1024
33 1 33 1089
35 1 35 1225
36 1 36 1296
38 3 114 4332
39 1 39 1521
40 1 40 1600
41 1 41 1681

8

10 i i
i 1

1 370
a x x n 37

N 10•
=

= = = =∑
8

2
20 i i

i 1

1 13768
a x n 1376,8

N 10•
=

= = =∑

10 370 13768

Peso

jy
jn• j jy . n•

2
j jy . n•

175 1 175 30625
181 1 181 32761
200 1 200 40000
159 1 159 25281
196 1 196 38416
192 1 192 36864
205 1 205 42025
173 1 173 29929
187 1 187 34969
188 1 188 35344

10

01 j j
j 1

1 1856
a y y n 185,6

N 10•
=

= = = =∑
10

2
02 j j

j 1

1 346214
a y n 34621,4

N 10•
=

= = =∑

10 1856 346214

8 10

11 i j i j
i 1 j 1

x x x x x x

x x x x

1 1
a x y n [32 175 33 159 35 173 36 181 38 200 38 187

N 10

68997
                                         38 188 39 196 40 192 41 205] 6899,7

10

= =

= = + + + + + +

+ + + + = =

∑∑

Momentos respecto a la media de órdenes 1 y  2:

8 10 8
0

10 i j i j i i
i 1 j 1 i 1

1 1
m (x x) (y y) n (x x) n 0

10 8 •
= = =

= − − = − =∑∑ ∑
8 10 10

0
01 i j i j j j

i 1 j 1 j 1

1 1
m (x x) (y y) n (y y) n 0

10 10 •
= = =

= − − = − =∑∑ ∑

Covarianza:   11 11 10 01 xm a a . a 6899,7 37 185,6 32,5= − = − =

Varianza de X:    2 2 2
20 x 20 10m a a 1376,8 37 7,8= σ = − = − =

Varianza de Y:     2 2 2
02 y 02 01m a a 34621,4 185,6 174,04= σ = − = − =
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2.  Coeficiente de correlación lineal de Pearson:   11

x y x

m 32,5
r 0,88 (88%)

7,8 174,04
= = =
σ σ

Cintura y Peso están relacionados linealmente de forma directa el 88% de las veces.

3.  Para calcular los cuantiles   Peso
pC   se ordenan las observaciones de menor a mayor:

Peso  X≡ (1)x (2)x (3)x (4 )x (5)x (6)x (7)x (8 )x (9)x (10 )x

ix 159 173 175 181 187 188 192 196 200 205

iN 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

El cuantil de orden p viene dado por la relación:   (p) xx 1 (N 1) p= + −          i
1 2

p 0 , , , 1 (i 0 , , 3)
3 3

= =

Peso
(0 ) 0

Peso
(1) 1

Peso
(2) 2

Peso
(3) 3

x

x

x

x

x 1 (10 0) 0 1 C 159

1
x 1 (10 1) 4 C 181

3

2
x 1 (10 1) 7 C 192

3

3
x 1 (10 1) 10 C 205

3

= + − = → =

= + − = → =

= + − = → =

= + − = → =

Intervalos:   )i 1 i

Peso Peso Peso
i p pI C , C

−
⎡= ⎣

)
)

Peso
1

Peso
2

Peso
3

I 159 , 181

I 181, 192

I 192 , 205

= ⎡⎣

= ⎡⎣

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

Análogamente para la variable cintura:

Cintura  Y≡ (1)y (2)y (3)y (4 )y (5)y (6)y (7)y (8)y (9)y (10)y

jy 32 33 35 36 38 38 38 39 40 41

jN 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

El cuantil de orden p viene dado por la relación:   (p) xy 1 (N 1) p= + −          i
1 2

p 0 , , , 1 (i 0 , , 3)
3 3

= =

Cintura
(0 ) 0

Cintura
(1) 1

Cintura
(2) 2

Cintura
(3) 3

x

x

x

x

y 1 (10 0) 0 1 C 32

1
y 1 (10 1) 4 C 36

3

2
y 1 (10 1) 7 C 38

3

3
y 1 (10 1) 10 C 41

3

= + − = → =

= + − = → =

= + − = → =

= + − = → =

Intervalos:   )j 1 j

Cintura Cintura Cintura
j p pI C , C

−
⎡= ⎣

)
)

Cintura
1

Cintura
2

Cintura
3

I 32 , 36

I 36 , 38

I 38 , 41

= ⎡⎣

= ⎡⎣

= ⎡ ⎤⎣ ⎦
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4.  Tabla de contingencia  x3 3

ix \  jy 159 173 175 181 187 188 192 196 200 205

32 1
33 1
35 1
36 1
38 1 1 1
39 1
40 1
41 1

)Peso
1I 159 , 181= ⎡⎣ )Peso

2I 181, 192= ⎡⎣
Peso
3I 192 , 205= ⎡ ⎤⎣ ⎦ in •

)Cintura
1I 32 , 36= ⎡⎣ 3 0 0 3

)Cintura
2I 36 , 38= ⎡⎣ 0 1 0 1

Cintura
3I 38 , 41= ⎡ ⎤⎣ ⎦ 0 2 4 6

jn• 3 3 4 10

5.  Distribuciones de frecuencias relativas del peso condicionado respecto a  la  cintura de la tabla de
contingencia.

i jn i jf i jn i jf

Peso Cintura
1 1I I 3 1 Peso Cintura

1 2I I 0 0

Peso Cintura
2 1I I 0 0 Peso Cintura

2 2I I 1 1

Peso Cintura
3 1I I 0 0 Peso Cintura

3 2I I 0 0

i jn i jf

Peso Cintura
1 3I I 0 0

Peso Cintura
2 3I I 2

2
6

Peso Cintura
3 3I I 4

4
6
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Se desea conocer el número de automóviles que se deben poner a la venta durante un periodo
determinado para que se satisfaga una demanda media de 300 unidades con una desviación
típica de 100 unidades, con una probabilidad no inferior al 75%.

Solución:

Sea la variable aleatoria  X = "Número de automóviles a la venta" ,    300 , 100μ = σ =

Según Chebyshev:    
2 2

x x x2 2P X k 1 P k X k 1
k k

σ σ
⎡ ⎤− μ ≤ ≥ − ⎯⎯→ μ − ≤ ≤ μ + ≥ −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

con lo que,

2 2 2

2 2

0,75

100 100 100
P 300 k X 300 k 1 0,75 1 k 200

0,25k k
− ≤ ≤ + ≥ − → = − → = =⎡ ⎤⎣ ⎦

300 k 300 200 500+ = + =  automóviles

En un cine de verano hay instaladas 800 sillas, sabiendo que el número de asistentes es una variable
aleatoria de media 600 y desviación típica 100. ¿Qué probabilidad existe de que el  número de
personas que vaya al cine un día cualquiera sea superior al número de sillas instaladas?

Solución:

Sea la variable aleatoria  X = "Número de sillas del cine",  donde   600 , 100μ = σ =

Según Chebyshev:      [ ]
2

x 2P X 800 P X k
k

σ
⎡ ⎤> < −μ > ≤⎣ ⎦

x k 800 k 800 600 200μ + = → = − =

[ ]
2

2

100 1
P X 800 0,25

4200
> ≤ = =

La demanda media de un producto es de 100 unidades con una desviación típica de 40 unidades.
Calcular la cantidad del producto que se debe tener a la venta para satisfacer la demanda de forma
que puedan ser atendidos al menos el 80% de los clientes.

Solución:

100 , 40μ = σ =

Según Chebyshev:    
2 2

x x x2 2P X k 1 P k X k 1
k k

σ σ
⎡ ⎤− μ ≤ ≥ − ⎯⎯→ μ − ≤ ≤ μ + ≥ −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

2 2 2

2 2

0,80

40 40 40
P 100 k X 100 k 1 0,80 1 k 89,44

0,20k k
− ≤ ≤ + ≥ − → = − → = =⎡ ⎤⎣ ⎦

Se deben poner a la venta 90 unidades.
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Calcular la media, varianza y coeficiente de variación de una variable aleatoria discreta que tiene
como función de distribución:

                         

0 x 2

0,2 2 x 4

0,55 4 x 6F(x)

0,85 6 x 8

1 x 8

<⎧
⎪ ≤ <⎪⎪ ≤ <= ⎨
⎪ ≤ <⎪

≥⎪⎩
Solución:

La ley de probabilidad o función de cuantía:

iX x= 2 4 6 8

iP(X x )= 0,2 0,35 0,30 0,15

La función de distribución F(x)  es una función acumulativa, por tanto:

P(X 2) F(2) F(0) 0,2= = − = P(X 4) F(4) F(2) 0,55 0,2 0,35= = − = − =

P(X 6) F(6) F(4) 0,85 0,55 0,30= = − = − = P(X 8) F(8) F(6) 1 0,85 0,15= = − = − =

Esperanza matemática y varianza

iX x= 2 4 6 8

iP(X x )= 0,2 0,35 0,30 0,15

i ix P(X x )= 0,4 1,4 1,8 1,2
4

i i
i 1

x . P(X x ) 4,8
=

= =∑

2
i ix P(X x )= 0, 8 5,6 10,8 9,6

4
2
i i

i 1

x . P(X x ) 26,8
=

= =∑

Media:  
4

1 X i i
i 1

E(X) x . P(X x ) 4,8
=

α = μ = = = =∑
4

2 2
2 i i

i 1

E(X ) x . P(X x ) 26,8
=

α = = = =∑
Varianza:    2 2 2

X 2 1Var(X) 26,8 4,8 3,76σ = = α − α = − =

Desviación típica:   x 3,76 1,94σ = =

Coeficiente variación:   x

x

1,94
CV 0,40

4,8
σ

= = =
μ
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Al lanzar cuatro monedas se considera el número de escudos obtenidos. De la variable aleatoria X
así obtenida, se pide:

a) Ley de probabilidad. Representación gráfica

b) Función de distribución. Representación gráfica
c) Esperanza matemática y  varianza

d) Mediana y moda de la distribución

e) Probabilidad de obtener más de uno y menos de tres escudos

Solución:

a) Sea X  =  "Número de escudos en la tirada de cuatro monedas"

       
(c,c,c,c) ,(c,c,c,e) ,(c,c,e,c) ,(c,c,e,e) ,(c,e,c,c) ,(c,e,c,e),(e,c,c,c),(e,c,c,e),

(e,e,e,e) ,(e,e,e,c) ,(e,e,c,e) ,(e,e,c,c) ,(e,c,e,e) ,(e,c,e,c),(c,e,e,e),(c,e,e,c)
⎧ ⎫

Ω = ⎨ ⎬
⎩ ⎭

X(c,c,c,c) 0= P(X 0) 1 16= =

X(c,c,c,e) X(c,c,e,c) X(c,e,c,c) X(e,c,c,c) 1= = = = P(X 1) 4 16= =

X(c,c,e,e) X(c,e,c,e) X(e,c,e,c) X(e,e,c,c) X(e,c,e,c) X(c,e,c,e) 2= = = = = = P(X 2) 6 16= =

X(e,e,e,c) X(e,e,c,e) X(e,c,e,e) X(c,e,e,e) 3= = = = P(X 3) 4 16= =

X(e,e,e,e) 4= P(X 4) 1 16= =

Ley de probabilidad o función de cuantía:

iX x= 0 1 2 3 4

iP(X x )= 1 16 4 16 6 16 4 16 1 16

    

b) Función de distribución:

iX x= 0 1 2 3 4

iP(X x )= 1 16 4 16 6 16 4 16 1 16

F(x) P(X x)= ≤ 1 16 5 16 11 16 15 16 1
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0 x 0

1 16 0 x 1

5 16 1 x 2
F(x)

11 16 2 x 3

15 16 3 x 4

1 x 4

<⎧
⎪ ≤ <⎪
⎪ ≤ <⎪= ⎨ ≤ <⎪
⎪ ≤ <
⎪

≥⎪⎩

c)  Esperanza matemática y varianza

iX x= 0 1 2 3 4

iP(X x )= 1 16 4 16 6 16 4 16 1 16

i ix P(X x )= 0 4 16 12 16 12 16 4 16
5

i i
i 1

x .P(X x ) 2
=

= =∑

2
i ix P(X x )= 0 4 16 24 16 36 16 16 16

5
2
i i

i 1

x .P(X x ) 5
=

= =∑

Media: 
5

1 X i i
i 1

E(X) x .P(X x ) 2
=

α = μ = = = =∑
5

2 2
2 i i

i 1

E(X ) x .P(X x ) 5
=

α = = = =∑
Varianza:  2 2 2

X 2 1Var(X) 5 2 1σ = = α − α = − =

d) Observando la ley de probabilidad la moda  dM 2=

La mediana   eM 2=  por ser F(x 2) 11 16= =  el primer valor que iguala o deja por debajo a 0,5

e) 6
P(1 X 3) P(X 2) 0,375

16
< < = = = =    O bien  

11 5 6
P(1 X 3) F(2) F(1)

16 16 16
< < = − = − =
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La variable aleatoria discreta X tiene como distribución de probabilidad:

iX x= 1 2 3 4

iP(X x )= 0,30 0,25 0,10 0,35

Se realiza un cambio de origen hacia la izquierda de dos unidades y un cambio de escala de 3 unidades.

Se pide:

a) Media y varianza de la X.

b) Media,  varianza y coeficiente de variación de la variable transformada por el cambio de origen.

c) Media,  varianza y coeficiente de variación de la variable transformada por el cambio de escala.

d) Media,  varianza y coeficiente de variación de la variable transformada por el cambio de origen y
escala.

Solución:

a)

iX x= i ip P(X x )= = i ix . p 2
ix

2
i ix . p

1x 1= 0,30 0,30 1 0,30

2x 2= 0,25 0,50 4 1,00

3x 3= 0,10 0,30 9 0,90

4x 4= 0,35 1,40 16 5,60

1 2,5 7,8

Media:   
4 4

1 X i i i i
i 1 i 1

E(X) x . P(X x ) x . p 2,5
= =

α = μ = = = = =∑ ∑

Varianza:   ( ) ( )
4

2 22 2
x X i x i 2 1

i 1

E X x . P(X x )
=

σ = − μ = − μ = = α − α∑

i

4 4
2 2 2

2 i i i
i 1 i 1

E(X ) x . P(X x ) x . p 7,8
= =

α = = = = =∑ ∑
2 2 2
x 2 1 7,8 2,5 1,55σ = α − α = − =

Desviación típica:   x 1,55 1,245σ = =

Coeficiente de variación:   X
X

X

1,245
CV 0,498

2,5
σ

= = =
μ

b)  Sea Y la variable transformada, al realizar un cambio de origen hacia la izquierda de dos unidades hay
que restar 2, quedando: Y X 0' X ( 2) X 2= − = − − = + .

Media:   Y YE(Y) E X 2 E(X 2) E(X) 2 E(Y) 2,5 2 4,5μ = = + = + = + → μ = = + =⎡ ⎤⎣ ⎦
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Varianza:   2 2 2 2
Y X X YVar X 2 Var(X) Var(2) 0 1,55σ = + = + = σ + = σ → σ =⎡ ⎤⎣ ⎦

Desviación típica:   Y 1,55 1,245σ = =

Coeficiente de variación:   Y X
Y x

Y X

1,245
CV 0,28 CV

2 4,5
σ σ

= = = = ≠
μ μ +

En consecuencia, el cambio de origen afecta a la media y, en consecuencia,  al coeficiente de variación.

c)   Al realizar un cambio de escala de 3 unidades, la variable transformada es 
X

Y
3

=

Media:    Y Y X
X 1 1 2,5

E(Y) E . E(X) .
3 3 3 3
⎡ ⎤μ = = = → μ = μ =⎢ ⎥⎣ ⎦

Varianza:    2 2 2
Y X Y

X 1 1 1 1,55
Var . Var(X) . . 1,55

3 9 9 9 9
⎡ ⎤σ = = = σ → σ = =⎢ ⎥⎣ ⎦

Desviación típica:   Y X
1,55 1 1

. 1,55 .
9 3 3

σ = = = σ

Coeficiente de variación:   XY X
Y X

Y X X

(1 / 3) .
CV CV 0,498

(1 / 3) .
σσ σ

= = = = =
μ μ μ

El cambio de escala afecta a la media y a  la desviación típica de la misma forma, en consecuencia deja
invariante al coeficiente de variación.

Resultados que se observan en la tabla, donde  
X

Y
3

=

jY y= j jp P(Y y )= = j jy . p 2
jy

2
j jy . p

1y 1 / 3= 0,30 0,1 1 / 9 0,3 / 9

2y 2 / 3= 0,25 0,5 / 3 4 / 9 1 / 9

     3y 1= 0,10 0,1 1 0,1

4y 4 / 3= 0,35 1,4 / 3 16 / 9 5,6 / 9

1 2,5 / 3 7,8 / 9

Media:   
4 4

1 Y j j j j X
j 1 j 1

2,5 1
E(Y) y . P(Y y ) y . p .

3 3= =

α = μ = = = = = = μ∑ ∑

                
4 4

2 2 2 2
2 j j j j

j 1 j 1

7,8 1
E(Y ) y . P(Y y ) y . p . E(Y )

9 9= =

α = = = = = =∑ ∑

Varianza:   
2

2 2 2
Y 2 1 X

7,8 2,5 1 1,55
.

9 3 9 9
⎛ ⎞σ = α − α = − = σ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Desviación típica:   Y X
1,55 1 1

. 1,55 .
9 3 3

σ = = = σ
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Coeficiente de variación:   
X

Y X
Y X

Y X
X

1
.

3CV CV 0,498
1
.

3

σσ σ
= = = = =

μ μμ

d)   Al realizar simultáneamente un cambio de origen de 2 unidades a la izquierda y un cambio de escala

de 3 unidades, la variable transformada es 
X 2

Y
3
+

=

Media:   Y
X 2 1 1 2 2,5 2 4,5

E(Y) E . E(X 2) . E(X) 1,5
3 3 3 3 3 3 3
+⎡ ⎤μ = = = + = + = + = =⎢ ⎥⎣ ⎦

Varianza:   2 2
Y X

X 2 1 1 1 1,55
Var(Y) Var . Var(X 2) . Var(X) .

3 9 9 9 9
+⎡ ⎤σ = = = + = = σ =⎢ ⎥⎣ ⎦

Desviación típica:   Y X
1,55 1 1

. 1,55 .
9 3 3

σ = = = σ

Coeficiente de variación:  
X

Y X
Y x

Y X
X

1
. 1,2453CV 0,28 CV

1 2 2 4,5.
3 3

σσ σ
= = = = = ≠

μ μ +μ +

El cambio de origen y de escala afecta a la media y desviación típica de distinta forma, en consecuencia
también queda afectado el coeficiente de variación

Resultados que se observan en la tabla, donde  
X 2

Y
3
+

=

jY y= j jp P(Y y )= = j jy . p 2
jy

2
j jy . p

1y 1= 0,30 0,30 1 0,30

2y 4 / 3= 0,25 1 / 3 16 / 9 1 / 9

     3y 5 / 3= 0,10 0,5 / 3 25 / 9 0,1

4y 2= 0,35 0,70 4 5,6 / 9

1 4,5 / 3 7,8 / 9

Media:   
4 4

1 Y j j j j X
j 1 j 1

2,5 1
E(Y) y . P(Y y ) y . p .

3 3= =

α = μ = = = = = = μ∑ ∑

                
4 4

2 2 2
2 j j j j

j 1 j 1

21,8
E(Y ) y . P(Y y ) y . p

9= =

α = = = = =∑ ∑

Varianza:  
2

2 2 2
Y 2 1 X

21,8 4,5 1 1,55
.

9 3 9 9
⎛ ⎞σ = α − α = − = σ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Desviación típica:   Y X
1,55 1 1

. 1,55 .
9 3 3

σ = = = σ
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Coeficiente de variación:  
X

Y X
Y x

Y X
X

1
. 1,2453CV 0,28 CV

1 2 2 4,5.
3 3

σσ σ
= = = = = ≠

μ μ +μ +

La variable X = "Número de centímetros a que un dardo queda del centro de la diana" al ser tirado
por una persona tiene como función de densidad:

            
k 0 x 10

f(x)
0 en otros casos

< <⎧
= ⎨
⎩

a)  Hallar k para que f(x) sea función de densidad

b)  Hallar la función de distribución

c)  Media, varianza y desviación típica

d)  P(X 1)≤

e)  Probabilidad de acertar en la diana

Solución:

a) Para que f(x) sea función de densidad se debe verificar:

[ ]

0 10 10 10 10

0 10 0 0 0

10

0

f(x) 0 f(x) 0

1 f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx kdx k dx

1
  k x 10k k

10

∞ ∞

−∞ −∞
= =

= = + + = = = =

= = → =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

En consecuencia,  
1

0 x 10
f(x) 10

0 en otros casos

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩

b) Función de distribución:   
x

F(x) f(t)dt
−∞

= ∫
x 0<

x
F(x) f(t)dt 0

−∞
= =∫

0 x 10≤ ≤
x 0 x x

0 0

1 x
F(x) f(t)dt f(t)dt f(t)dt dt

10 10−∞ −∞
= = + = =∫ ∫ ∫ ∫

x 10>
x 0 10 x 10

0 10 0

1
F(x) f(t)dt f(t)dt f(t)dt f(t)dt dt 1

10−∞ −∞
= = + + = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

Por tanto,  

0 x 0

x
F(x) 0 x 10

10
1 x 10

<⎧
⎪⎪= ≤ ≤⎨
⎪

>⎪⎩
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c) Media:    
10210 10

1 X
0 0

0

1 1 1 x
E(X) x f(x)dx x . . dx x dx 5 cm

10 10 10 2

∞

−∞

⎡ ⎤
α = μ = = = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

Varianza:    2 2
X 2 1σ = α − α

10310 10
2 2 2 2

2
0 0

0

1 1 1 x 1 1000 100
E(X ) x f(x)dx x . . dx x dx 0

10 10 10 3 10 3 3

∞

−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = = = = = = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

  2 2 2 2
X 2 1

100 25
5 cm

3 3
σ = α − α = − =

Desviación típica:   X
25

2,9 cm
3

σ = =

d) 1
P(X 1) F(1)

10
≤ = =

O también,   [ ]
1 1 1

00 0

1 1 1 1
P(X 1) dx dx x

10 10 10 10
≤ = = = =∫ ∫

e) Probabilidad de acertar en la diana:  P(X 0) 0= =  por ser una variable aleatoria continua

O también,   
0 0 0

0 0 0

1 1
P(X 0) f(x)dx dx dx 0

10 10
= = = = =∫ ∫ ∫
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La variable X = "Peso en kilos de los niños al nacer" es una variable aleatoria continua con función
de densidad

                         
k x 2 x 4

f(x)
0 en otros casos

≤ ≤⎧
= ⎨
⎩

Se pide:

a) Hallar k para que f(x) sea función de densidad.

b) Hallar la función de distribución.
c) Media, varianza y desviación típica

d) Probabilidad de que un niño elegido al azar pese más de 3 kilos

e) Probabilidad de que pese entre 2 y 3,5 kilos
c)  Qué debe pesar un niño para tener un peso igual o inferior al 90% de los niños

Solución:

a) Para que f(x) sea función de densidad debe verificar:

2 4 4 4 4

2 4 2 2 2
f(x) 0 f(x) 0

1 f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx k xdx k xdx
∞ ∞

−∞ −∞
= =

= = + + = = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

  
42

2

x 16 4 1
k k 6k k

2 2 2 6

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = − = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

x
2 x 4

f(x) 6
0 en otros casos

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

b) La función de distribución se define:   
x

F(x) f(t)dt
−∞

= ∫
x 2<

x
F(x) f(t)dt 0

−∞
= =∫

2 x 4≤ ≤

x2 2 2x x x

2 2
2

t 1 t 1 x 4 x 4
F(x) f(t)dt f(t)dt dt

6 6 2 6 2 12−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
= = = = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

x 4>

42x 4 x 4

2 4 2
2

t 1 t 1 16 4
F(x) f(t)dt f(t)dt f(t)dt dt 1

6 6 2 6 2−∞

⎡ ⎤ −⎡ ⎤= = + = = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫
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2

0 x 2

x 4
F(x) 2 x 4

12
1 x 4

<⎧
⎪

−⎪= ≤ ≤⎨
⎪

>⎪⎩

c) Media
434 4

2
1 X

2 2
2

x 1 1 x 1 64 8 56
E(X) x f(x)dx x . . dx x dx 3,1 kilos

6 6 6 3 6 3 3 18

∞

−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = μ = = = = = = − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

Varianza:   2 2
X 2 1σ = α − α

444 4
2 2 2 3 2

2
2 2

2

x 1 1 x 1 256 16
E(X ) x f(x)dx x . . dx x dx 10 kilos

6 6 6 4 6 4 4

∞

−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = = = = = = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

2 2 2 2
X 2 1 10 3,1 0,39 kilosσ = α − α = − =

Desviación típica:   X 0,39 0,62 kilosσ = =

d) 
23 4 5 7

P(X 3) 1 P(X 3) 1 F(3) 1 1 0,58
12 12 12
−

> = − ≤ = − = − = − = =

o también, 
424 4

3 3
3

x 1 x 1 9 7
P(X 3) f(x) dx dx 8 0,58

6 6 2 6 2 12

⎡ ⎤ ⎛ ⎞> = = = = − = =⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫

e) 
23,5 4

P(2 X 3,5) F(3,5) F(2) 0 0,6875
12
−

≤ ≤ = − = − =

3,523,5 3,5

2 2
2

x 1 x 1 12,25 4 8,25
P(2 X 3,5) f(x) dx dx 0,6875

6 6 2 6 2 2 12

⎡ ⎤ ⎛ ⎞≤ ≤ = = = = − = =⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫

f) Sea k el peso del niño, se tiene:

2
2 2k 4

F(k) P(X k) 0,9 0,9 k 4 10,8 k 14,8
12
−

= ≤ = ⎯⎯→ = → − = → =

k 14,8 3,85= = , es decir, el niño debe pesar 3,85 kilos para tener para tener el  90% de los niños

con un peso igual o inferior.
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Sea X una variable aleatoria definida en el intervalo   0 , 3⎡ ⎤⎣ ⎦  por la función  f(x) k x=  , y que toma el

valor  x 4=  con probabilidad 
1
.

6

a)  Calcular el valor de k.

b)  Hallar la función de distribución de la variable aleatoria X y representarla.

c)  Sea Y una variable aleatoria independiente de  X  que se distribuye según una Bernouilli de parámetro
1
.

4
 Calcular la varianza de  (X Y).−

Solución:

a)  
3 3 32

00 0

1 1 k
p(X 4) f(x) dx 1 k x dx 1 x 1

6 6 2
= + = → + = → + =∫ ∫

      
9k1 5

1 k
6 2 27
+ = → =

b)  
x

F(x) P(X x) f (t) dt
−∞

= ≤ = ∫

x x
2

0 0

2

0 x 0

5 5
0 x 3f (t) dt t dt x

27 54
F(x) 5 5

3 x 4. 3
54 6

5 1
x 41

6 6

<⎧
⎪
⎪

≤ <= =⎪
⎪⎪= ⎨

≤ <=⎪
⎪
⎪
⎪ ≥+ =⎪⎩

∫ ∫

2

0 x 0

5
0 x 3x

54
F(x)

5
3 x 4

6

1 x 4

<⎧
⎪
⎪

≤ <⎪
⎪= ⎨
⎪ ≤ <⎪
⎪
⎪ ≥⎩

c)  Como las variables X e Y son independientes:

      2Var(X Y) Var(X) ( 1) Var(Y) Var(X) Var(Y)− = + − = +

  Cálculo de la varianza de X: 
22Var(X) E(X ) E(X)= − ⎡ ⎤⎣ ⎦

3 3
2

0 0

5 1 5 2 7
E(X) x f (x) dx 4 . p(X 4) x dx 4 . . 9

27 6 27 3 3
= + = = + = + =∫ ∫
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3 3
2 2 2 3

0 0

5 1 5 81 8 77
E(X ) x f (x) dx 4 . p(X 4) x dx 16 . .

27 6 27 4 3 12
= + = = + = + =∫ ∫

2
22 77 7 35

Var(X) E(X ) E(X)
12 3 36

⎛ ⎞= − = − =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

  Cálculo de la varianza de Y (Bernouilli):   Y E(Y) p , Var(Y) p . qμ = = =

1 3 1
p(Y 0) 1 , p(Y 1)

4 4 4
= = − = = =

2 2 23 1 1 3 1 1
E(Y) 0 . 1 . E(Y ) 0 . 1 .

4 4 4 4 4 4
= + = = + =

2
22 1 1 3

Var(Y) E(Y ) E(Y)
4 4 16

⎛ ⎞= − = − =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

Finalmente,   
35 3 167

Var(X Y) Var(X) Var(Y)
36 16 144

− = + = + =

Gran número de fenómenos aeronáuticos tienen asociada una variable aleatoria con ley de
probabilidad:

                       
k xke 0 x k 0

f(x)
0 en otros casos

−⎧ < < ∞ >⎪= ⎨
⎪⎩

Se pide:

a) ¿Puede tomar k cualquier valor?

b) Para k 0,1=  representar la función de densidad, la función de distribución y su gráfica

c) Siendo k 0,1=  hallar P(X 10)>

d)   Para k 0,1=  calcular P(50 X 100)< ≤

Solución:

a) Para que f(x) sea función de densidad debe verificar:

0
k x k x k x

k x00 0 0 0

1
1 f(x)dx f(x)dx f(x)dx ke dx ke dx e 1

e

∞∞ ∞ ∞ ∞ ∞− − −

−∞ −∞

⎡ ⎤⎡ ⎤= = + = = − − = − = − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ ∫
La función de densidad no depende del valor del parámetro k, pudiendo tomar éste cualquier valor
positivo.

b) La función de densidad para k 0,1=  será:

0,1 x0,1 e x 0
f(x)

0 otros casos

−⎧ >⎪= ⎨
⎪⎩
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La función de distribución se define:   
x

F(x) f(t)dt
−∞

= ∫
x 0≤

x
F(x) f(t)dt 0

−∞
= =∫

x 0>

0 x x x
0,1 t 0,1 t

0 0 0
F(x) f(t)dt f(t)dt 0,1e dt 0,1e dt− −

−∞
= + = = − − =∫ ∫ ∫ ∫

         
x

x0,1 t 0,1 x
0,1 t 0,1 x0

0

1 1
e 1 1 e

e e
− −⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎡ ⎤= − = − = − − = −⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠

0,1 x

0 x 0
F(x)

1 e x 0−

≤⎧⎪= ⎨
− >⎪⎩

c) ( )0,1.10 1 1
P(X 10) 1 P(X 10) 1 F(10) 1 1 e e

e
− −> = − ≤ = − = − − = =

d)   ( ) ( )0,1.100 0,1.50 10 5
5 10

1 1
P(50 X 100) F(100) F(50) 1 e 1 e e e

e e
− − − −< ≤ = − = − − − = − + = −

Una variable aleatoria continua X tiene por función de densidad:

                        

1 x 0 x 1

f(x) x 1 1 x 2

0 otros casos

− ≤ <⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪
⎩

Se pide:

a) Representa la función de densidad

b) Hallar la función de distribución y su gráfica

c)   
1

P(0 X 1) P( 2 X 2) P X
2

⎛ ⎞≤ ≤ − ≤ ≤ ≤ < ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

Solución:

a)  Se observa que el área encerrada
es igual a la unidad

b)  La función de distribución se define:   
x

F(x) f(t)dt
−∞

= ∫
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x 0<
x

F(x) f(t)dt 0
−∞

= =∫

0 x 1≤ <
x2 20 x x

0 0
0

t x
F(x) f(t)dt f(t)dt (1 t)dt t x

2 2−∞

⎡ ⎤
= + = − = − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

1 x 2≤ ≤

0
F(x) f(t)dt

−∞
= ∫

1 x 1 x

0 1 0 1
f(t)dt f(t)dt (1 t)dt (t 1)dt+ + = − + − =∫ ∫ ∫ ∫

         
1 x2 2 2 2

0 1

t t 1 x 1 x
t t 1 x 1 x 1

2 2 2 2 2 2

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − = − + − − − = − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

x 2>

1 22 21 2

0 1
0 1

t t
F(x) (1 t)dt (t 1)dt t t 1

2 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − + − = − + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫

2

2

0 x 0

x
x 0 x 1

2F(x)
x

x 1 1 x 2
2
1 x 2

<⎧
⎪
⎪ − ≤ <⎪

= ⎨
⎪ − + ≤ ≤⎪
⎪ >⎩

c)   
1

P(0 X 1) P( 2 X 2) P X
2

⎛ ⎞≤ ≤ − ≤ ≤ ≤ < ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1
P(0 X 1) F(1) F(0) 1 1 0

2 2
⎛ ⎞≤ ≤ = − = − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

4
P( 2 X 2) F(2) F( 2) 2 1 0 1

2
⎛ ⎞− ≤ ≤ = − − = − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 41 1 1 5
P X F( ) F 1

2 2 2 2 8
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ < ∞ = ∞ − = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Una variable aleatoria continua X tiene por función de distribución

                        

2

2

0 x 0

x
0 x 1

2F(x)
x

2x 1 1 x 2
2

1 x 2

<⎧
⎪
⎪ ≤ ≤⎪

= ⎨
⎪ − − < ≤⎪
⎪ >⎩

Se pide:

a) Hallar la función de distribución y representarla

b) Media, varianza, desviación típica y coeficiente de variación

c)   
1 3

P X
2 2

⎛ ⎞< ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

Solución:

a) La función de densidad es la derivada de la función de distribución en los puntos donde exista la
derivada, entonces:

                     

0 x 0

x 0 x 1dF(x)
f(x)

2 x 1 x 2dx

0 x 2

<⎧
⎪ ≤ ≤⎪= = ⎨ − < ≤⎪
⎪ >⎩

x 0 x 1

f(x) 2 x 1 x 2

0 otrosvalores

≤ ≤⎧
⎪= − < ≤⎨
⎪
⎩

b) Media:
1 2 1 2

2 2
1 X

0 1 0 1
E(X) x f(x)dx x. x dx x. (2 x) dx x dx (2x x ) dx

∞

−∞
α = μ = = = + − = + − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

                             
1 23 3

2

0 1

x x 1 8 1
x 4 1 1

3 3 3 3 3

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + − − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Varianza:
1 2 1 2

2 2 2 2 3 2 3
2

0 1 0 1

E(X ) x f(x)dx x . x dx x . (2 x) dx x dx (2x x ) dx
∞

−∞
α = = = + − = + − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

                    
21 34 4

0 1

2xx x 1 16 16 2 1 14 7
4 3 4 4 3 4 3 4 12 6

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + − − − = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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2 2 2
X 2 1

7 1
1

6 6
σ = α − α = − =

Desviación típica:   X
1

0,41
6

σ = =

Coeficiente variación:   X
X

X

0,41
CV 0,41

1
σ

= = =
μ

c) 
2 2

x
(3 2) (1 2)1 3 3 1 3 9 1 3

P X F F 2 1 3 1 0,75
2 2 2 2 2 2 2 8 8 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞< ≤ = − = − − − = − − − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

El tiempo de retraso, medido en minutos, del AVE Madrid ‐ Sevilla sigue una variable
aleatoria continua con función de distribución:

                                        

2

2

0                           x 1

x 1
k(x 1) 1 x 0

2F(x)
x 1

k(x 1)            0 x 1
2

1                         x 1

≤ −⎧
⎪

−⎪ + + − < ≤⎪
= ⎨

+⎪ + − < ≤⎪
⎪ >⎩

1. Calcula el valor de k

2. Calcular la probabilidad de que el tren llegue antes de la hora prevista.

3. Calcular el tiempo esperado de retraso.

4. Calcular la probabilidad de que el tren llegue entre medio minuto de adelanto y un minuto de retraso.

5. Sabiendo que el tren ha llegado con retraso, calcular la probabilidad de que lo haya hecho menos de
    15 segundos después de lo previsto.

Solución:

1.  La función de distribución es continua por la derecha, se tiene que analizar los posibles puntos de
discontinuidad en  1 , 0 , 1−

x 1 x 1

1 1
F( 1) lim F(x) lim F(x) 0 k( 1 1) 0 0

2− +→ − → −

−
− = = → = − + + → =

x 0 x 0

1 1
F(0) lim F(x) lim F(x) k k 0 0

2 2− +→ →
= = → − = − → =

x 1 x 1

1 1
F(1) lim F(x) lim F(x) k (1 1) 1 k 1

2− +→ →

+
= = → + − = → =
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2

2

0 x 1

(x 1)
1 x 0

2F(x)
x 2x 1

0 x 1
2
1 x 1

≤ −⎧
⎪

+⎪ − < ≤⎪
= ⎨

− + +⎪ < ≤⎪
⎪ >⎩

Función de densidad:

0 x 1
1 x 1 x 0      

(x 1) 1 x 0dF(x)
f(x) f(x) 1 x 0 x 1      

x 1 0 x 1dx
0 en otro caso

0 x 1

≤ −⎧
+ − < ≤⎧⎪ + − < ≤⎪ ⎪= = ⎯⎯→ = − < ≤⎨ ⎨− + < ≤⎪ ⎪

⎩⎪ >⎩

 2. Probabilidad de que el tren llegue antes de la hora prevista:

0 1 1
P(X 0) F(0) 1

2 2
−

≤ = = + =

3.  Tiempo esperado de retraso:
0 12 3 2 30 1

1 X
1 0

1 0

x x x x
E(X) x f(x)dx x(1 x)dx x(1 x)dx 0

2 3 2 3

∞

−∞ −
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
α = μ = = = + + − = + + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

4. Probabilidad de que el tren llegue entre medio minuto de adelanto y un minuto de retraso:
20,5 1

P( 0,5 X 1) F(1) F( 0,5) 1 0,5 0,875
2

⎡ ⎤−
− ≤ ≤ = − − = − + =⎢ ⎥

⎣ ⎦

5. Sabiendo que el tren ha llegado con retraso, la probabilidad de que lo haya hecho menos de 15
segundos después de lo previsto. Se considera que 15 segundos equivalen a 0,25 minutos:

P(0 X 0,25) P(0 X 0,25) F(0,25) F(0) 0,71875 0,5
P(X 0,25 / X 0) 0,4375

P(X 0) 1 P(X 0) 1 F(0) 0,5
< < < < − −

< > = = = = =
> − ≤ −

2
x0,25 2 0,25 1

F(0,25) 0,71875
2

− + +
= =       

1
F(0) 0,5 1 F(0) 0,5

2
= = → − =
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Una variable aleatoria continua X tiene por función de distribución:

                         

0 x 1

F(x) x 1 1 x 2

1 x 2

<⎧
⎪= − ≤ <⎨
⎪ ≥⎩

a) Calcular la función de densidad o función de cuantía

b)   Calcular la media, mediana y coeficiente de variación

Solución:

a) La función de densidad  o función de cuantía es la derivada de la función de distribución en los
puntos donde exista la derivada, entonces:

      

0 x 1
1 1 x 2dF(x)

f(x) 1 1 x 2 f(x)
0 en otro casodx

0 x 2

<⎧
≤ <⎧⎪= = ≤ < ⎯⎯→ =⎨ ⎨

⎩⎪ ≥⎩

 b)  Media: 
222

1 X
1

1

x 1 3
E(X) x f(x)dx xdx 2 1,5

2 2 2

∞

−∞

⎡ ⎤
α = μ = = = = = − = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

La Mediana de una distribución es el valor que deja el 50% de la distribución a la derecha y el otro 50% a
la izquierda, por lo que:

e e eF(M ) 0,5 M 1 0,5 M 1,5= → − = → =

[ ]e e e
M M M

e e11 1
f(x) 0,5 dx 0,5 x 0,5 M 1 0,5 M 1,5= → = → = → − = → =∫ ∫

Coeficiente de variación:   X
X

X

CV
σ

=
μ

232
2 2 2

2
1

1

x 8 1 7
E(X ) x f(x)dx x dx

3 3 3 3

∞

−∞

⎡ ⎤
α = = = = = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

 
2

2 2
X 2 1 x

7 3 7 9 1 1
0,08

3 2 3 4 12 12
⎛ ⎞σ = α − α = − = − = → σ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

X
X

X

0,08
CV 0,05

1,5
σ

= = =
μ
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La función de densidad de una variable aleatoria es:

                         
2ax b 0 x 2

f(x)
0 en el resto

⎧ + < <
= ⎨
⎩

       sabiendo que 
1

P x 1 0,1666
2
⎡ ⎤< < =⎢ ⎥⎣ ⎦

Determinar a y b.

Solución:

Hay que calcular dos parámetros (a y b), por lo que se necesitan dos ecuaciones:

Por ser función de densidad:

232 2
2

0 0
0

8ax
1 f(x) dx (ax b) dx a bx 2b 8a 6b 3

3 3

⎡ ⎤
= = + = + = + → + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

131 1
2

1/2 1/2
1/2

1 x
P x 1 f(x) dx (ax b) dx a bx 0,1666

2 3

⎡ ⎤⎡ ⎤≤ ≤ = = + = + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ ,  con lo que:

13

1/2

x a a b 7a b
a bx b 0,1666 7a 12b 4
3 3 24 2 24 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + − + = + = → + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

en consecuencia,

8a 6b 3 16a 12b 6 2 16 11 11
a 0,22 6b 3 b 0,20

7a 12b 4 7a 12b 4 9 9 9 54

+ = + =⎫ ⎫
→ → = = = − = → = =⎬ ⎬+ = + =⎭ ⎭

La función de distribución asociada a la producción de una máquina, en miles de unidades, es :

                         

0 x 0

F(x) x(2 x) 0 x k

1 x k

<⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

a) Determinar k para que sea función de distribución

b) Hallar la función de densidad
c) Calcular la media, mediana. moda y varianza de la producción

d)   Hallar P(X 0,5)<  y   P(X 0,25)>

Solución:

a) Para que sea función de distribución se debe verificar:

2

x k x k x k
1 lim F(x) lim F(x) lim x(x 2) k (k 2) 1 k 2k 1 0 k 1

+ − −→ → →
= = → − = − = → − + = → =
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En consecuencia, la función de distribución es:  

0 x 0

F(x) x(2 x) 0 x 1

1 x 1

<⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

b) La función de densidad  o función de cuantía es la derivada de la función de distribución en los
puntos donde exista la derivada.

0 x 0
2 2x 0 x 1dF(x)

f(x) 2 2x 0 x 1 f(x)
0 en otro casodx

0 x 1

<⎧
− ≤ ≤⎧⎪= = − ≤ ≤ ⎯⎯→ =⎨ ⎨

⎩⎪ >⎩

c)   Media:
131 1

2 2
1 X

0 0
0

2x 2 1
E(X) x f(x)dx x (2 2x)dx (2x 2x )dx x 1

3 3 3

∞

−∞

⎡ ⎤
α = μ = = = − = − = − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

La Moda es el valor que hace mínima la función de densidad o de cuantía, es decir:

2 2x 0 x 1 2 0 x 1
f(x) f '(x)

0 en otro caso 0 en otro caso

− ≤ ≤ − ≤ ≤⎧ ⎧
= → =⎨ ⎨
⎩ ⎩

La derivada de la función de cuantía  f '(x) 2 0= − < , por lo que se trata de una

función decreciente y  toma el valor máximo en el extremo del intervalo  0, 1⎡ ⎤⎣ ⎦ ,

por tanto la moda  dM 0=

f(1) 0 f(x) f(0) 1= ≤ ≤ = , con lo que   dM 0=

La Mediana de una distribución es el valor que deja el 50% de la distribución a la derecha y el otro 50% a
la izquierda, por lo que:

( ) 2 2
e e e e e e eF(M ) 0,5 M 2 M 0,5 M 2M 0,5 0 2M 4M 1 0= → − = → − + = → − + =

e

4 16 8 4 2 2 2
M 1

4 4 2

± − ±
= = = ±

De las dos soluciones se rechaza aquella que es mayor que 1, por tanto:     e

2
M 1

2
= −

La Varianza de la producción:    2 2
X 2 1σ = α − α

13 41
2 2 2

2
0

0

2x x 2 1 1
E(X ) x f(x)dx x (2 2x)dx

3 2 3 2 6

∞

−∞

⎡ ⎤
α = = = − = − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

2
2 2
X 2 1

1 1 1
6 3 18

⎛ ⎞σ = α − α = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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d)   Función de distribución:  

0 x 0

F(x) x(2 x) 0 x 1

1 x 1

<⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

P(X 0,5) P(X 0,5) F(0,5) 0,5(2 0,5) 0,75< = ≤ = = − =

P(X 0,25) 1 P(X 0,25) 1 F(0,25) 1 0,25(2 0,25) 0,5625> = − ≤ = − = − − =

También mediante la función de cuantía:  
2 2x 0 x 1

f(x)
0 en otro caso

− ≤ ≤⎧
= ⎨
⎩

0,5 0,5 0,52

00 0
P(X 0,5) f(x)dx (2 2x)dx 2x x 1 0,25 0,75⎡ ⎤< = = − = − = − =⎣ ⎦∫ ∫

1 1 12

0,250,25 0,25
P(X 0,25) f(x)dx (2 2x)dx 2x x 1 (0,5 0,0625) 0,5625⎡ ⎤> = = − = − = − − =⎣ ⎦∫ ∫

Sea X una variable aleatoria continua con función de densidad:

                  2

8
1 x 8

7 xf(x)

0 otro caso

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

a) Calcular el primer y tercer cuartil, el decil 7 y el percentil 85

b) Calcular la mediana y moda

Solución:

a)  Función de distribución:

[ ]
x

x x

21
1

8(x 1)8 8 1
F(x) P X x f(t)dt dt 1 x 8

7 t 7x7t−∞

⎡ ⎤ −
= ≤ = = = − = ≤ ≤⎢ ⎥

⎣ ⎦∫ ∫
Sustituyendo, queda:

1
1 1 1 1

1

8(Q 1)1 32
F(Q ) 7Q 32(Q 1) Q 1,28

4 7Q 25
−

= = → = − → = =           1 25Q P 1,28= =

3
3 3 3 3

3

8(Q 1)3 32
F(Q ) 21Q 32(Q 1) Q 2,91

4 7Q 11
−

= = → = − → = =        3 5 75Q D P 2,91= = =

7
7 7 7 7

7

8(D 1)7 80
F(D ) 49D 80(D 1) D 2,58

10 7D 31
−

= = → = − → = =

85
85 85 85 85

85

8(P 1)85 800
F(P ) 595 P 800(P 1) P 3,90

100 7P 205
−

= = → = − → = =

b)    e 2 5 50M Q D P= = =
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e
e e e e

e

8(M 1)1 16
F(M ) 7M 16(M 1) M 1,78

2 7M 9
−

= = → = − → = =

La Moda  dM  se obtiene calculando el máximo de la función de densidad:

2 3

8 16
f(x) f '(x) 0

7 x 7 x
= → = − < → La función es decreciente

f(8) f(x) f(1)≤ ≤ , con lo que   dM 1=

Sea X una variable aleatoria que representa la producción semanal de ácido nítrico de
una fabrica medido en miles de m3.  La función de densidad de esta variable viene dada

por:   3f(x) k (1 x)= − ,  si  x (0, 1)∈ . Calcular:

a)  El valor de k para que f(x) sea función de densidad.

b)  La capacidad de los depósitos para que la probabilidad de que los depósitos se desborden sea 0,001.

c)  Si el tiempo de vida, medido en meses, de los peces está relacionado con la producción de ácido

nítrico según la siguiente función:   xV 12e−= , calcular la probabilidad de que un pez viva más de tres

meses  y  la vida media de los peces.

Solución:

a)  Para que f(x) sea función de densidad se debe verificar:
140 1 1

3

0 1 0
0f(x) 0 f(x) 0

(1 x) k
1 f(x)dx f(x)dx f(x)dx f(x)dx k(1 x) dx k   k 4

4 4

∞ ∞

−∞ −∞
= =

⎡ ⎤−
= = + + = − = − = → =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

Función de densidad:  
34(1 x) 0 x 1       

f(x)
0 otro caso

⎧ − < <⎪= ⎨
⎪⎩

Función de distribución:   
x

F(x) f(t)dt
−∞

= ∫
x 0<

x
F(x) f(t)dt 0

−∞
= =∫

0 x 1≤ <
x 0 x x x3 4 4

00 0
F(x) f(t)dt f(t)dt f(t)dt 4(1 t) dt (1 t) 1 (1 x)

−∞ −∞
= = + = − = − − = − −∫ ∫ ∫ ∫

x 1≥
x 0 1 x 1 13 4

00 1 0
F(x) f(t)dt f(t)dt f(t)dt f(t)dt 4(1 t) dt (1 t) 1

−∞ −∞
= = + + = − = − − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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4
0 x 0

F(x) 1 (1 x) 0 x 1
1 x 1

<⎧
⎪= − − ≤ <⎨

≥⎪⎩

b)  La probabilidad de que los depósitos  se desborden es la probabilidad de que la producción semanal
de ácido nítrico supere la capacidad (c) del depósito:

c
3 4

0
P(X c) 0,001 P(X c) 1 P(X c) 1 4(1 x) dx 1 c> = → > = − ≤ = − − = −∫

c c c3 4 4 4

0 00
4(1 x) dx (1 x) (1 x) c− = − = − = −∫

de donde,    4 341 c 0,001 c 1 0,001 0,822172mil m− = → = − =

La capacidad del depósito es de   3822,172m

c)   x x 3
P(V 12e 3) P(Ln 12e Ln 3) P(Ln 12 x Ln 3) P x Ln

12
− − ⎛ ⎞= ≥ = ≥ = − ≥ = − ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
                   

                                         P( x Ln 0,25) P( x 1,386) P( x 1,386) F(1,386) 1= − ≥ = − ≥ − = ≤ = =

La probabilidad de que un pez viva más de tres meses es 1.

Vida media de los peces:

1 1 1
x 3 x 3

V
0 0 0
V f(x)dx 12e 4 (1 x) dx 48 e (1 x) dx 9,9493 meses− −μ = = − = − =∫ ∫ ∫

La vida media de los peces es aproximadamente de 9,95 meses.

Se integra tres veces por partes:

3 2

x x x

u (1 x) du 3(1 x) dx     

dv e dx v e dx e− − −

⎧ = − = − −⎪
⎨

= = = −⎪⎩ ∫
x 3 3 x x 2e (1 x) dx (1 x) e 3 e (1 x) dx− − −− = − − − −∫ ∫

2

x x x

u (1 x) du 2(1 x)dx      

dv e dx v e dx e− − −

⎧ = − = − −⎪
⎨

= = = −⎪⎩ ∫

( )
x 3 3 x x 2

3 x 3 x x

3 x 3 x x

e (1 x) dx (1 x) e 3 e (1 x) dx

                            (1 x) e 3 (1 x) e 2 e (1 x) dx

                            (1 x) e 3 (1 x) e 6 e (1 x) dx

− − −

− − −

− − −

− = − − − − =

= − − − − − − − =

= − − + − + −

∫ ∫
∫

∫
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x x x

u (1 x) du dx                  

dv e dx v e dx e− − −

= − = −⎧⎪
⎨ = = = −⎪⎩ ∫

x x x x xe (1 x)dx (1 x) e e dx (1 x) e e− − − − −− = − − − = − − +∫ ∫
x 3 3 x 3 x x

3 x 3 x x x

3 3
x

e (1 x) dx (1 x) e 3 (1 x) e 6 e (1 x) dx

                           (1 x) e 3 (1 x) e 6 (1 x) e 6 e
1

                            (1 x) 3 (1 x) 6 (1 x) 6
e

− − − −

− − − −

− = − − + − + − =

= − − + − − − + =
⎡ ⎤= − − + − − − +⎣ ⎦

∫ ∫

1
3 31

x 3
x0

0

(1 x) 3 (1 x) 6 (1 x) 6 6
48 e (1 x) dx 48 48 2 9,9493 meses

ee
− ⎡ ⎤− − + − − − + ⎛ ⎞− = = − =⎢ ⎥ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∫

Una variable aleatoria continua tiene
la siguiente función de densidad:

x

x

1
e    sí  x 0

2 f(x)
1
e   sí  x 0  

2
−

⎧ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ >⎪⎩

Obtenga:

1.  La función de distribución de X

2.  La probabilidad de que X sea menor o igual que 1

3.  La probabilidad del suceso:  { }X 2 (X 0≤ ∪ >

4. Si sabemos que X es mayor que 1, la probabilidad de que X sea menor que 2

5.  La esperanza de X

Solución:

1.  La función de distribución se define:   
x

F(x) f(t)dt
−∞

= ∫
x 0≤

x x xt t x x

0

1 1 1 1
F(x) f(t)dt e dt e e e e

2 2 2 2
−∞

−∞ −∞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = = − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫

x 0>
x x xt t xx 0

00

1 1 1 1
F(x) f(t)dt e dt e e e 1 e

2 2 2 2
− − −−

−∞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = − = − − = −⎣ ⎦⎣ ⎦∫ ∫

x

x

1
e           sí  x 0

2 F(x)
1

1 e    sí  x 0  
2

−

⎧ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ − >⎪⎩

2.   1 2e 11 1
P(X 1) F(1) 1 e 1

2 2e 2e
− −

≤ = = − = − =
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3.   { } { }P X 2 (X 0 P 2 X 2 (X 0 P[ 2 X )≤ ∪ > = − ≤ ≤ ∪ > = − ≤ < ∞

0 0 0 xx x t

2 02 0 2 0

2 2 2

1 1 1 1
P[ 2 X ) f(x)dx f(x)dx e dx e dxdx e e

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
                        1 0 1 2 1

2 2 2e e 2e

∞ ∞ ∞−−
−− −

⎡ ⎤⎡ ⎤− ≤ < ∞ = + = + = − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − = − = −⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

4.  
2

e 1

P(X 2 X 1) P(1 X 2) P(1 X 2) 2e e 1
P(X 2 X 1)

1P(X 1) P(X 1) P(X 1) e
2e

−
< ∩ > < < < < −

< > = = = = =
> > >

2 2 2x x
2 211 1

e 11 1 1 1 1
P[1 X 2) f(x)dx e dx e

2 2 2 ee 2e
− − −⎡ ⎤⎡ ⎤< < = = = − = − − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫

x x

11 1

11 1 1 1
P(X 1) f(x)dx e dx e 0

2 2 2 e 2e

∞ ∞ ∞− − ⎡ ⎤⎡ ⎤> = = = − = − − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫

5.  
0 0

xx

0 0

1 1
E(X) x f(x)dx x f(x)dx x e dx x e dx 0

2 2

∞ ∞
−

−∞ −∞
= + = + =∫ ∫ ∫ ∫

Ambas integrales por partes:

x x x

u x du dx                  

dv e dx v e dx e

= =⎧⎪
⎨ = = =⎪⎩ ∫

x x x x x xx e dx x e e dx x e e (x 1) e= − = − = −∫ ∫
0 0x x1 1 1
x e dx (x 1) e

2 2 2− ∞−∞
= − = −∫

x x x

u x du dx                         

dv e dx v e dx e− − −

= =⎧⎪
⎨ = = = −⎪⎩ ∫

x x x x x xx e dx x e e dx x e e ( x 1) e− − − − − −= − + = − + = − +∫ ∫
x x

00

1 1 1
x e dx ( x 1) e

2 2 2

∞ ∞− −= − + =∫
Es una distribución simétrica respecto al origen y no tienen momento de orden 1, esto es, no existe su
esperanza.
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Sea X una variable aleatoria continua, cuya función de densidad es:

                
2

X
3x 0 x 1

f (x)
0 en otro caso

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩

Sea   2Y 1 X= −  una transformación de la variable aleatoria

a) Calcular la función de densidad de la variable transformada

b)   Calcular la función de distribución de la variable transformada

Solución:

a)  La transformación asociada a la variable aleatoria  Y es derivable y estrictamente monótona cuando la
variable aleatoria X toma valores en el intervalo (0, 1).  Por tanto, se puede aplicar la transformación:

2

1

dx 1
dy 2 1 yY 1 X x 1 y

g (y) 1 y−

−⎧ =⎪ −= − → = − → ⎨
⎪ = −⎩

La función de densidad de la variable continua Y se obtiene:

( )21
Y

dx 1 3
f (y) f g (y) . 3 1 y 1 y

dy 22 1 y
− −⎡ ⎤= = − = −⎣ ⎦ −X

Función de densidad de la variable aleatoria Y:     Y

3
1 y 0 y 1

f (y) 2
0 en otro caso

⎧ − < <⎪= ⎨
⎪⎩

b)  Función de distribución:

y

Yy 0 F (y) f(t)dt 0
−∞

≤ → = =∫
0

Y0 y 1 F (y) f(y)dy
−∞

< < → = ∫
yy y

3 3

0 0 0

3
f(t)dt 1 t dt (1 t) 1 (1 y)

2
⎡ ⎤+ = − = − − = − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫

0

Yy 1 F (y) f(y)dy
−∞

≥ → = ∫
1 y

0 1
f(t)dt f(t)dt+ +∫ ∫

1 1

0 0

3
f(t)dt 1 t dt 1

2
= = − =∫ ∫

Función de distribución de la variable aleatoria Y:    3
Y

0 y 0

F (y) 1 (1 y) 0 y 1

1 y 1

≤⎧
⎪⎪= − − < <⎨
⎪ ≥⎪⎩
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Sea X una variable aleatoria continua, cuya función de densidad es:

                 X

1
1 x 1

f (x) 2
0 en otro caso

⎧ − < <⎪= ⎨
⎪⎩

Sea  2Y X=  una transformación de la variable aleatoria

b) Calcular la función de densidad de la variable transformada

b)   Calcular la función de distribución de la variable transformada

Solución:

a)  La transformación  2Y X=  es derivable,  pero no es estrictamente monótona, puesto que en el
intervalo (‐1, 0)  la transformación es decreciente y en el intervalo [0, 1) es creciente.

En este caso, hay que determinar la función de distribución de la variable aleatoria Y para el caso general
de las transformaciones de una variable aleatoria.

b) Se calcula primero la función de distribución de la variable transformada:

[ ]

[ ]

y
2

Y
y

y y

yy

F (y) P Y y P X y P X y P y X y f(t)dt

1 1
         dx x y

2 2

−

−−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= ≤ = ≤ = ≤ = − ≤ ≤ = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= = =

∫

∫

Función de distribución de la variable aleatoria Y:     Y

0 y 0

F (y) y 0 y 1

1 y 1

<⎧
⎪

= ≤ <⎨
⎪ ≥⎩

Función de densidad de la variable aleatoria Y:    Y
Y

1
0 y 1dF (y)

2 yf (y)
dy

0 enotro caso

⎧ ≤ <⎪= = ⎨
⎪
⎩
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Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional con función de densidad:

                         
k 0 y x 1

f(x,y)
0 restantes valores

< < <⎧
= ⎨
⎩

a)  Hallar k para que sea función de densidad

b)  Hallar las funciones de densidad marginales. ¿Son X e Y independientes?

c)  Hallar las funciones de distribución marginales

d)  Hallar las funciones de densidad condicionadas

Solución:

a)  Para que  f(x,y)  sea función de densidad tiene que verificarse:   f(x,y) dx dy 1
∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫

[ ]
121 x 1 x 1 1x

00 0 0 0 0 0
0

x k
kdx dy k dy dx k y dx k xdx k 1 k 2

2 2

⎡ ⎤⎛ ⎞= = = = = = → =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2 0 y x 1
f(x,y)

0 restantes valores

< < <⎧
= ⎨
⎩

f(x, y)  toma el valor 2 en el
interior del triángulo.

b)  Funciones de densidad marginales:

[ ]
x x

1 00
f (x) f(x,y)dy 2dy 2 y 2x 0 x 1

∞

−∞
= = = = < <∫ ∫

[ ]
1 1

2 yy
f (y) f(x,y)dx 2dx 2 x 2 2y 0 y 1

∞

−∞
= = = = − < <∫ ∫

X e Y son independientes cuando  1 2f(x,y) f (x) . f (y)=

1 2f (x) . f (y) 2x . (2 2y) 4 x 4 xy 2 f(x,y)= − = − ≠ = →    No son independientes

c)  Funciones de distribución marginales:

x x x x2 2
1 1 1 00 0
F (x) f (t)dt f (t)dt 2 tdt t x 0 x 1

−∞
⎡ ⎤= = = = = < <⎣ ⎦∫ ∫ ∫

y y y y2 2
2 2 2 00 0
F (y) f (t)dt f (t)dt (2 2t)dt 2 t t 2y y 0 y 1

−∞
⎡ ⎤= = = − = − = − < <⎣ ⎦∫ ∫ ∫

d)  Funciones de densidad condicionadas:

2

f(x,y) 2
f(x / y) 0 y 1 0 x 1

f (y) 2 2y
= = < < < <

−

1

f(x,y) 2
f(y / x) 0 x 1 0 y 1

f (x) 2x
= = < < < <
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Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional con función de densidad:

                         
1 y x ; 0 x 1

f(x,y)
0 restantes valores

⎧ < < <
= ⎨
⎩

a)  Comprobar que  f(x,y)  es función de densidad

b)  Hallar las medias de X e Y

c)  Hallar las probabilidades:   
1

P X ; Y 0
2

⎡ ⎤< <⎢ ⎥⎣ ⎦
  y    

1 1 1
P X ; Y

2 2 2
⎡ ⎤> − < <⎢ ⎥⎣ ⎦

Solución:

a)  Para que  f(x,y)  sea función de densidad tiene

que verificarse:   f(x,y) dx dy 1
∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫

[ ]
1 x 1 x 1 1 1x 2

x 00 x 0 x 0 0
f(x,y) dx dy dx dy dy dx y dx 2xdx x 1

∞ ∞

−−∞ −∞ − −

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= = = = = =⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
Queda probado que es función de densidad.

b)  Para hallar las medias de X e Y hay que calcular primero las funciones de densidad marginales:

[ ]
x x

1 xx
f (x) f(x,y)dy dy y 2x 0 x 1

∞

−−∞ −
= = = = < <∫ ∫

[ ]

[ ]

1 1

yy
2 1 1

yy

dx x 1 y 1 y 0
f (y) f(x,y)dx

dx x 1 y 0 y 1

−∞ −

−∞

⎧ = = + − < <⎪⎪= = ⎨
⎪ = = − < <
⎪⎩

∫
∫

∫
131

10 x 1
0

0

x 2
E(X) x f (x)dx x . 2 x dx 2

3 3

∞

−∞

⎡ ⎤
α = μ = = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

0 1 0 1

01 y 2 2 2
1 0 1 0

0 12 3 2 30 1
2 2

1 0
1 0

E(Y) y f (y)dy y f (y)dy y f (y)dy y(1 y)dy y(1 y)dy

y y y y 1 1 1 1
  (y y )dy (y y )dy 0

2 3 2 3 2 3 2 3

∞

−∞ − −

−
−

α = μ = = = + = + + − =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + + − = + + − = − + + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

c)   Probabilidades:   
1

P X ; Y 0
2

⎡ ⎤< <⎢ ⎥⎣ ⎦
  y    

1 1 1
P X ; Y

2 2 2
⎡ ⎤> − < <⎢ ⎥⎣ ⎦
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[ ]
1 221 2 0 1 2 0 1 2 1 20

x0 x 0 x 0 0
0

1 x 1
P X ; Y 0 f(x,y)dxdy dy dx y dx xdx

2 2 8−− −

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤< < = = = = = =⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

[ ]

[ ]

1 1 2 1 1 2 1 2 1 2

1 21 2 1 2 1 2 1 2 0

1 1

1 21 2

1 1 1
P X ; Y f(x,y)dxdy dy dx y dx

2 2 2

1
                                          dx x

2

−− −

⎛ ⎞⎡ ⎤> − < < = = = =⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

= = =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

Dada la variable aleatoria bidimensional (X,Y) con función de distribución:

                         

0 x 0

0 x 0 , y 0

xy 0 x 1 , 0 y 1
F(x,y)

x 0 x 1 , y 1

y x 1 , 0 y 1

1 x 1 , y 1

<⎧
⎪ ≥ ≤⎪
⎪ ≤ < ≤ <⎪= ⎨ ≤ < ≥⎪
⎪ ≥ ≤ <
⎪

≥ ≥⎪⎩

Calcular la función de densidad conjunta de la v.a. bidimensional (X,Y)

Solución:

2

0 x 0 0 x 0

0 x 0 , y 0 0 x 0 , y 0

y 0 x 1 , 0 y 1 1 0 x 1 , 0 y 1F(x,y)F(x,y)
f(x,y)

1 0 x 1 , y 1 0 0 x 1 , y 1x x y

0 x 1 , 0 y 1 0 x 1 , 0 y 1

0 x 1 , y 1 0 x 1 , y 1

< <⎧ ⎧
⎪ ⎪≥ ≤ ≥ ≤⎪ ⎪
⎪ ⎪≤ < ≤ < ≤ < ≤ <ϑϑ ⎪ ⎪= = =⎨ ⎨≤ < ≥ ≤ < ≥ϑ ϑ ϑ⎪ ⎪
⎪ ⎪≥ ≤ < ≥ ≤ <
⎪ ⎪

≥ ≥ ≥ ≥⎪ ⎪⎩ ⎩

Por consiguiente, 
1 0 x 1 , 0 y 1

f(x,y)
0 en otro caso

≤ < ≤ <⎧
= ⎨
⎩
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Dada la variable aleatoria bidimensional (X,Y) absolutamente continua con función de densidad
conjunta:

                         
2 2c x y x y 1

f(x,y)
0 en otro caso

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

a)  Calcular el valor de la constante c

b)   [ ]P X Y≥

c)  Función de distribución conjunta

Solución:

a)  Para que  f(x,y)  sea función de densidad

tiene que verificarse:   f(x,y) dx dy 1
∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫

2
2

y 12 2 2 61 1 1 1
2

1 x 1 1
y x

x 13 7

x 1

c x y c x c x
1 f(x,y) dy dx c x y dy dx dx dx

2 2 2

c x c x c c c c 4c 21
   c

6 14 6 14 6 14 21 4

=
∞ ∞

−∞ −∞ − − −
=

=

= −

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎡ ⎤= = = = − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − − − + = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

con lo cual,  
2 221
x y x y 1

f(x,y) 4
0 en otro caso

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

[ ]
2

2

y x2 2 4 61 x 1 1
2

0 x 0 0
y x

x 15 7

x 0

21x y 21x 21x21
b) P X Y x ydy dx dx dx

4 8 8 8

21x 21x 21 21 42 21
                    

40 56 40 56 280 140

=

=

=

=

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎜ ⎟≥ = = = − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠

⎡ ⎤
= − = − = =⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

c)   Función de distribución:  
x y

F(x,y) P(X x , Y y) f(u,v) dv du
−∞ −∞

= ≤ ≤ = ∫ ∫
 1 x 1 , 0 y 1− ≤ < ≤ <

2
2

v y2 2 2 2 6u x v y x x
2

u 1 v u 1 1
v u

u x u x3 2 7 3 2 7 3 2 7 2

u 1 u 1

21 u v 21 u y 21 u21
F(x,y) u v dv du du du

4 8 8 8

21 u y 21 u 7 u y 3 u 7 x y 3 x 7 y 3
          

24 56 8 8 8 8 8 8

         

=
= =

= − = − −
=

= =

= − = −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞= = = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − = − = − − − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

3 2 7 27 3 7 3
  x y x y

8 8 8 8
= − + −

 1 x 1 , y 1− ≤ < ≥
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2

u x v 1
2 3 2 7 2 3 7

u 1 v u y 1

21 7 3 7 3 7 3 1
F(x,y) u v dv du x y x y x x

4 8 8 8 8 8 8 2

= =

= − = =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= = − + − = − +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠∫ ∫
 x 1 , 0 y 1≥ ≤ <

2

u 1 v y
2 3 2 7 2 2

u 1 v u x 1

21 7 3 7 3 7 3
F(x,y) u v dv du x y x y y

4 8 8 8 8 4 4

= =

= − = =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= = − + − = −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠∫ ∫
 ≥ ≥x 1 , y 1

2

u 1 v 1
2 3 2 7 2

u 1 v u x 1 , y 1

21 7 3 7 3
F(x,y) u v dv du x y x y 1

4 8 8 8 8

= =

= − = = =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= = − + − =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠∫ ∫

En consecuencia,    

3 2 7 2

3 7

2

0 x 1

0 y 0

7 3 7 3
x y x y 1 x 1 , 0 y 1

8 8 8 8
F(x,y) 7 3 1

x x 1 x 1 , y 1
8 8 2
7 3
y x 1 , 0 y 1

4 4
1 x 1 , y 1

< −⎧
⎪ <⎪
⎪

− + − − ≤ < ≤ <⎪
⎪

= ⎨
− + − ≤ < ≥⎪

⎪
⎪ − ≥ ≤ <⎪
⎪ ≥ ≥⎩

Se eligen al azar independientemente dos puntos X e Y en el intervalo [0, 1]. Hallar la longitud media
del segmento que determinan X e Y.

Solución:

La longitud del intervalo determinado por X e Y es la variable aleatoria continua U X Y= −

Hay que encontrar la esperanza de U:    
2

E(U) x y f(x,y) dx dy= −∫ ∫
Como la elección de los puntos es al azar, X e Y siguen distribuciones uniformes idénticas en el intervalo
[0, 1] , es decir con funciones de densidad:

{ {X Y
1 0 x 1 1 0 y 1f (x) , f (y)0 en el resto 0 en el resto

≤ ≤ ≤ ≤= =

X e Y son variables independientes por ser la elección de los puntos independientemente. Por tanto:

{X Y
1 0 x 1 , 0 y 1f(x,y) f (x) . f (y) 0 en el resto                   

≤ ≤ ≤ ≤= =

En consecuencia,  
2 [0,1] x [0,1]

E(U) x y f(x,y) dx dy x y dx dy= − = −∫ ∫ ∫ ∫
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Se descompone en cuadrado unidad  x[0,1] [0,1]  en dos triángulos:

1S : 0 x y 1≤ ≤ ≤   y    2S : 0 y x 1≤ ≤ ≤ , con lo que:

1 2[0,1] x [0,1] S S
E(U) x y dx dy x y dx dy x y dx dy= − = − + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2

x2 21 x 1 1

S 0 0 0 0
0

y x 1
E(U) 2 x y dx dy 2 (x y) dy dx 2 xy dx 2 dx

2 2 3

⎛ ⎞⎛ ⎞= − = − = − = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

Sean α  y  β  dos números positivos, con  .α < β  Si seleccionamos al azar dos puntos de un segmento

de longitud β , calcular la probabilidad de que estén situados a distancia α  como mínimo.

Solución:

Sean X e Y las variables aleatorias que originan, respectivamente, el primer y segundo puntos en el
intervalo [0, β ].

Como la elección de los puntos es al azar, ambas variables siguen una distribución uniforme en el
intervalo [0, β ].

Al ser independiente la elección de los puntos, la variable conjunta (X, Y) es uniforme en  [0, β ] x [0, β ] ,
por lo que  se pueden calcular probabilidades de la variable (X, Y) como cociente de áreas.

Se calcula  ( )p X Y− ≥ α ,  cociente entre el área de la región  { }xS (x,y) [0, ] [0, ] : x y= ∈ β β − ≥ α  y el

área del cuadrado  [0, β ] x [0, β ].

La región S es la unión de dos triángulos rectángulos e isósceles,
con catetos que miden  ( )β − α .

2 2 2
Cuadrado

1
S 2 . . ( ) ( ) , S

2
= β − α = β − α = β

( )
22

2

( )
p X Y 1

β − α ⎛ ⎞α
− ≥ α = = −⎜ ⎟ββ ⎝ ⎠
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Una línea de autobuses tiene longitud l. La probabilidad de que un pasajero suba al autobús en las

proximidades del punto x es proporcional a  2x(l x)− , y la probabilidad de que un pasajero que subió

en el punto x baje en el punto y es proporcional a  r(y x)− , siendo r 0> . Calcular:

a)  Las constantes de probabilidad de ambas probabilidades.

b)  La probabilidad de que un pasajero no suba al autobús antes del punto z del recorrido.

c)  La probabilidad de que un pasajero que subió en el punto x descienda después del punto z del
recorrido del autobús.

Solución:

Sean las variables aleatorias:

X = "Punto donde el pasajero sube al autobús" e Y = "Punto donde el pasajero se baja"

Las dos variables son continuas, tienen como soporte el intervalo [0, l] , siendo X Y< .

a)  La probabilidad de que un pasajero suba al autobús en las proximidades del punto x viene dada por la
función de densidad de X en el punto x:

2
Xf (x) k x (l x)= −   para  0 x l , k 0≤ ≤ >

l l l l
2 2 2 2 2 3

X
0 0 0 0

1 f (x) dx k x (l x) dx k x (l 2lx x ) dx k (l x 2lx x ) dx= = − = − + = − + =∫ ∫ ∫ ∫

   
l2 2 3 4 4

0

l x 2lx x kl
k

2 3 4 12

⎛ ⎞
= − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
4

2
X4 4

kl 12 12
1 k f (x) x (l x)

12 l l
= → = → = −

La probabilidad de que un viajero que subió en el punto x baje en el punto y  viene dado por la función
de densidad condicionada de Y en el punto y:

r
( Y X x)f (y) c(x) (y x)= = −   para  0 x y l , c(x) 0 cte respecto de y< < < > ≡

l l y lr 1 r 1r
( Y X x) y xx x

c(x) c(x)
1 f (y) dy c(x) (y x) dy (y x) (l x)

r 1 r 1

=+ +
= =

= = − = − = −
+ +∫ ∫

r 1 r
( Y X x)r 1 r 1

c(x) r 1 r 1
1 (l x) c(x) f (y) (y x)

r 1 (l x) (l x)
+

=+ +
+ +

= − → = → = −
+ − −

b)  Probabilidad de que un pasajero no suba al autobús antes del punto z  del recorrido:

( )l l l z
2 2

X 4 4z z 0

x l t 0   l x t x z t l z
12 12

p(X z) f (x) dx x (l x) dx (l t) t dt
l l

−= → =− = = → = −≥ = = − = = − =∫ ∫ ∫

              
l z 3 34

3 4
4 4 4

0

l (l z) 12 (l z)12 l 1 12 (l z) l (l z)
t t

3 4 3 4 3 4l l l

− ⎛ ⎞− −− −⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠

              
33 3

4 3

12 (l z) (l 3z) (l 3z) 3z(l z) z
. . 1 1

12 l l ll l

− + +− ⎛ ⎞⎛ ⎞= = = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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c)  La probabilidad de que un pasajero que subió en el punto x descienda después del punto z del
recorrido del autobús es nula sí z x≤ , cuando z x> :

l l y lr 1r
( Y X x) r 1 r 1 y zz z

r 1 r 1 1
p(Y z X x ) f (y) dy (y x) dy (y x)

r 1(l x) (l x)

=+
= + + =

+ + ⎡ ⎤> = = = − = − =⎣ ⎦+− −∫ ∫

                            
r 1

r 1 r 1
r 1

1 z x
(l x) (z x) 1

l x(l x)

+
+ +

+
−⎛ ⎞⎡ ⎤= − − − = − ⎜ ⎟⎣ ⎦ −− ⎝ ⎠

La función de densidad asociada a la emisión de billetes de una compañía área es:

                         
x y 0 x 1 0 y 1

f(x,y)
0 en el resto

+ < < < <⎧
= ⎨
⎩

a)   Hallar la función de distribución

b)   Hallar las funciones de densidad marginales de X e Y

c)   ¿Son X e Y independientes?

Solución:

[ ] [ ]

x y x y x y

0 0 0 0

y x2 2 2 2x xy x

0 00 0
0 0

a) F(x,y) f(u,v) dvdu (u v)dudv (u v)dv du

v y u y
          u v du uy du y u

2 2 2 2

−∞ −∞

⎛ ⎞= = + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟= + = + = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

                
2 2

2 2y x y x 1
(y x y x) 0 x 1 0 y 1

2 2 2
= + = + ≤ < ≤ <

 Por tanto,    

2 2

2
1

2
2

0 x 0 ó y 0

1
(y x y x) 0 x 1 0 y 1

2
1

F(x,y) F (x) (x x) 0 x 1 , y 1
2
1

F (y) (y y ) 0 y 1 , x 1
2

1 x 1 , y 1

< <⎧
⎪
⎪ + ≤ < ≤ <
⎪
⎪⎪= = + ≤ < ≥⎨
⎪
⎪

= + ≤ < ≥⎪
⎪

≥ ≥⎪⎩

b)   Funciones de densidad marginales de X e Y

[ ]
121 1

1 00
0

y 1
f (x) f(x,y)dy (x y) dy x y x 0 x 1

2 2

∞

−∞

⎡ ⎤
= = + = + = + < <⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

[ ]
121 1

2 00
0

x 1
f (y) f(x,y)dx (x y)dx y x y 0 y 1

2 2

∞

−∞

⎡ ⎤
= = + = + = + < <⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫
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c)    2 21 2
1 2

F (x) F (y)1 1 1 1
f (x) (x x) x f (y) (y y ) y

x x 2 2 y y 2 2
ϑ ϑϑ ϑ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = + = + = = + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ϑ ϑ ϑ ϑ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

X e Y son independientes cuando se verifica  1 2f(x,y) f (x) . f (y)=

1 2
1 1

f (x) . f (y) x . y x y f(x,y)
2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + ≠ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  luego no son independientes.

La función de distribución asociada a un fenómeno de la naturaleza es:

                         
x y(1 e ) (1 e ) x 0 , y 0

F(x,y)
0 en el resto

− −⎧ − − > >⎪= ⎨
⎪⎩

a)  Hallar la función de densidad

b)  Hallar las funciones de densidad marginales de X e Y

c)  Hallar las funciones de densidad condicionadas

d)  Calcular el coeficiente de correlación

Solución:

( )x y2

x y
y y x x

x y (x y)
x y

(1 e ) . (1 e )F(x,y) F(x,y)
a) f(x,y)

x y y x y x

(1 e ) (1 e )
                (1 e ) (1 e ) e e

y x y y

1
               e e e x 0 , y 0

e

− −

− −
− − − −

− − − +
+

⎡ ⎤ϑ − −ϑ ϑθ θ⎡ ⎤ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ϑ − ϑ −θ θ ⎡ ⎤= − = − = =⎢ ⎥ ⎣ ⎦ϑ ϑ ϑ ϑ⎣ ⎦

= = = > >

Función de densidad  
(x y)e x 0 y 0

f(x,y)
0 en el resto

− +⎧ > >⎪= ⎨
⎪⎩

b)  Funciones de densidad marginales

(x y) x y x y x y
1 00 0 0

x x

f (x) f(x,y)dy e dy e e dy e e dy e e

         e ( 1) e

∞ ∞ ∞ ∞ ∞− + − − − − − −

−∞

− −

⎡ ⎤= = = = = − =⎣ ⎦

= − − =

∫ ∫ ∫ ∫

(x y) y x y x y x
2 00 0 0

y y

f (y) f(x,y)dx e dx e . e dx e e dx e e

         e . ( 1) e

∞ ∞ ∞ ∞ ∞− + − − − − − −

−∞

− −

⎡ ⎤= = = = = − =⎣ ⎦

= − − =

∫ ∫ ∫ ∫

Adviértase que X e Y son independientes al verificarse   1 2f(x,y) f (x) . f (y)=

(x y) x y
1 2f(x,y) e f (x) . f (y) e . e− + − −= = =

X e Y independientes   → Covarianza:   μ = =σ11 xy 0     → Coeficiente correlación:   0ρ =
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c)  Funciones de densidad condicionadas

(x y)
x

1y
2

f(x,y) e
f(x / y) e f (x)

f (y) e

− +
−

−= = = =   al ser X e Y independientes

(x y)
y

2x
1

f(x,y) e
f(y / x) e f (y)

f (x) e

− +
−

−= = = =   al ser X e Y independientes

d)  Coeficiente de correlación:   11

x y

μ
ρ =

σ σ

x x x x x
10 x 1 0 00 0

partes
E(X) x f (x)dx x.e dx x . e e dx x . e e 1

∞ ∞ ∞∞ ∞− − − − −

−∞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = μ = = = = − + = − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫

y y y y y
01 y 2 0 00 0

partes
E(Y) y f (y)dy y.e dy y.e e dy y.e e 1

∞ ∞ ∞∞ ∞− − − − −

−∞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = μ = = = = − + = − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫

partes:  x xx x x

0 00 0
x.e dx x.e e dx x.e e

∞ ∞∞ ∞− −− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫

cambio  x x x

00

u x du dx                             

dv e dx v e dx e
∞ ∞− − −

= =⎧
⎪
⎨ ⎡ ⎤= = = −⎪ ⎣ ⎦⎩ ∫

(x y) x y
11

0 0 0 0 0 0
E(X.Y) x y f(x,y) dx dy x y e dx dy x e dx . y.e dy 1

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− + − −α = = = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

x x x2 2 2 2
20 1 00 0

x x x x x x2 2

0 0 0

E(X ) x f (x)dx x e dx x e 2 x e dx

       x e 2 x e e x e 2 x e 2 e 2

∞ ∞ ∞∞− − −

−∞

∞ ∞ ∞− − − − − −

⎡ ⎤α = = = − + =⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − − = − − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

Análogamente,   2
02 E(Y ) 2α = =

2 2
x 20 10 x2 1 1 1 1σ = α − α = − = σ = =

2 2
y 02 01 y2 1 1 1 1σ = α − α = − = σ = =

Covarianza:   11 xy 11 10 01. 1 1. 1 0μ = σ = α − α α = − =

Coeficiente de correlación   11

x y

0
0

. 1. 1
μ

ρ = = = →
σ σ

  Las variables son incorreladas.



Portal Estadística Aplicada:  Variables Aleatorias 91

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional absolutamente con función de densidad:

c(x y) 0 x 2 , x y x 
f(x,y)

0 en el resto de los casos

− < < − < <⎧
= ⎨
⎩

a)  El valor de c  para que  f(x,y)  sea función de densidad

b)  Las funciones de densidad marginales de X e Y

c)  ¿Son X e Y variables aleatorias independientes?. Razona la respuesta

Solución:

a)  Para que  f(x,y)  sea función de densidad tiene que

verificarse:   f(x,y) dx dy 1
∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫

y x2 x 2
2

0 x 0 y x

1
1 f(x,y) dy dx c(x y) dy dx cxy cy dx

2

=∞ ∞

−∞ −∞ − = −

⎛ ⎞⎛ ⎞= = − = − =⎜ ⎟⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

   
2

x 22 3
x 0

0

2c 16 3
2c x dx x c c

3 3 16
=
== = = → =∫

con lo cual, 
3

(x y) 0 x 2 , x y x 
f(x,y) 16

0 en el resto de los casos

⎧ − < < − < <⎪= ⎨
⎪⎩

b)  Funciones de densidad marginales

y xx
2 2

1
x y x

3 3 1 3
f (x) f(x,y)dy (x y)dy xy y x

16 16 2 8

=∞

−∞ − = −

⎛ ⎞= = − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

2

1

3
x 0 x 2                          

f (x) 8
0 en el resto de los casos

⎧ < <⎪= ⎨
⎪⎩

Considerando el recinto donde está definida la función, la densidad marginal de la variable Y está
definida en dos partes:

x 22
2 2

2
y x y

3 3 1 3 1
0 y 2 :   f (y) f(x,y)dx (x y)dx x y x y 2y 2

16 16 2 16 2

=∞

−∞ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞< < = = − = − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫
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x 22
2 2

2
y x y

3 3 1 3 3
2 y 0 :   f (y) f(x,y)dx (x y)dx x y x y 2y 2

16 16 2 16 2

=∞

−∞ − = −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− < ≤ = = − = − = − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫

2

2
2

3 3
y 2y 2 2 y 0   ,  y x 2

16 2
f (y)

3 1
y 2y 2    0 y 2   ,  y x 2

16 2

⎧ ⎛ ⎞− − + − < ≤ − < <⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎛ ⎞⎪ − + < < < <⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

c)   X e Y son independientes si se verifica   1 2f(x,y) f (x) . f (y)=

Para  0 x 2 , 0 y 2< < < < :    2 2
1 2

3 3 3 1
f(x,y) (x y) x . y 2y 2 f (x) . f (y)

16 8 16 2
⎛ ⎞= − ≠ − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

En consecuencia, no son independientes.
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Sea  (X,Y)  una variable aleatoria bidimensional con función de densidad conjunta.

                 
(x y)e x 0 , y 0

f(x,y)
0 en el resto

− +⎧ > >⎪= ⎨
⎪⎩

a)  Calcular las funciones de densidad marginales

b)  ¿Son independientes X e Y?

c)  Calcular la función de distribución conjunta

d)  Calcular la matriz de varianzas ‐ covarianzas de la variable (W, Z)  con W X Y= +  y   Z X Y= −

Solución:

a)  Funciones de densidad marginales

(x y) x y x y x y
1 00 0 0

x x

f (x) f(x,y)dy e dy e e dy e e dy e e

         e ( 1) e

∞ ∞ ∞ ∞ ∞− + − − − − − −

−∞

− −

⎡ ⎤= = = = = − =⎣ ⎦

= − − =

∫ ∫ ∫ ∫

(x y) y x y x y x
2 00 0 0

y y

f (y) f(x,y)dx e dx e . e dx e e dx e e

         e . ( 1) e

∞ ∞ ∞ ∞ ∞− + − − − − − −

−∞

− −

⎡ ⎤= = = = = − =⎣ ⎦

= − − =

∫ ∫ ∫ ∫

Ambas variables son exponenciales de parámetro  1λ = :    2
2

1 1
1 , 1μ = = σ = =

λ λ

b)   X e Y son independientes al verificarse   1 2f(x,y) f (x) . f (y)=

(x y) x y
1 2f(x,y) e f (x) . f (y) e . e Son indepedientes− + − −= = = →

c)  Las funciones de distribución marginales de cada una de las variables son:

x x xt t xF(x) f(t)dt e dt e 1 e− − −

−∞−∞ −∞
= = = − = −∫ ∫

y y yt t yF(y) f(t)dt e dt e 1 e− − −

−∞−∞ −∞
= = = − = −∫ ∫

Como son variables independientes   x yF(x,y) F(x) . F(y) (1 e ) (1 e )− −= = − −

Función de distribución conjunta:  
x y(1 e ) (1 e ) x 0 , y 0

F(x,y)
0 en el resto

− −⎧ − − > >⎪= ⎨
⎪⎩

d)  Cuando las variables son independientes    11 XYm Cov(X,Y) 0→ = σ = =   son incorreladas

El recíproco no es cierto:  Si las variables son incorreladas  no implica que sean independientes.

x x x x x
10 x 0 00 0

partes
E(X) x f(x)dx x.e dx x . e e dx x . e e 1

∞ ∞ ∞∞ ∞− − − − −

−∞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = μ = = = = − + = − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫
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y y y y y
01 y 0 00 0

partes
E(Y) y f(y)dy y.e dy y.e e dy y.e e 1

∞ ∞ ∞∞ ∞− − − − −

−∞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = μ = = = = − + = − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫

partes:  x xx x x

0 00 0
x.e dx x.e e dx x.e e

∞ ∞∞ ∞− −− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫

cambio  x x x

00

u x du dx                             

dv e dx v e dx e
∞ ∞− − −

= =⎧
⎪
⎨ ⎡ ⎤= = = −⎪ ⎣ ⎦⎩ ∫

(x y) x y
11

0 0 0 0 0 0
E(X.Y) x y f(x,y) dx dy x y e dx dy x e dx . y.e dy 1

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− + − −α = = = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

11 11 10 01m Cov(X,Y) . 0= = α − α α =

x x x2 2 2 2
20 00 0

x x x x x x2 2

0 0 0

E(X ) x f(x)dx x e dx x e 2 x e dx

       x e 2 x e e x e 2 x e 2 e 2

∞ ∞ ∞∞− − −

−∞

∞ ∞ ∞− − − − − −

⎡ ⎤α = = = − + =⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − − = − − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

2 2
x 20 10 2 1 1σ = α − α = − =

Análogamente,   2 2
y 02 01 2 1 1σ = α − α = − =

Dada la variable (W, Z)  con W X Y= +  y   Z X Y= − ,

la matriz de varianzas‐covarianzas:

2
W

WZ 2
Z

Cov(W, Z)
Cov(W, Z)
⎛ ⎞σΣ = ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

2
W

2 2

2
Z

1 1 0 2
Var(a X bY) a Var(X) b Var(Y) 2a bCov(X,Y)

1 1 0 2

⎧σ = + + =⎪± = + ± → ⎨
⎪ σ = + − =⎩

Cov(W, Z) Cov(X Y, X Y) Cov(X, X) Cov(X,Y)= + − = − Cov(Y, X)+ Cov(Y, Y) Var(X, X) Var(Y, Y)− = −

Cov(W, Z) 1 1 0= − =

Matriz de varianzas‐covarianzas:   WZ
2 0
0 2
⎛ ⎞Σ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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La venta en un mercado de abastos lleva asociada la función:

                         
xy

k 1 0 x 1 1 y 1
f(x,y) 2

0 en el resto

⎧ ⎡ ⎤+ < < − < <⎪ ⎢ ⎥= ⎣ ⎦⎨
⎪⎩

a)  Hallar k para que sea función de densidad

b)  Hallar la función de distribución

c)  Funciones de densidad marginales y condicionadas

d)  Se considera la transformación  Z X Y= −  y  T X 2Y= + ,  hallar la función de  densidad de la

     variable  (Z , T)

Solución:

a)   f(x,y) 0 k 0≥ ⇔ ≥

Para que  f(x,y)  sea función de densidad tiene que verificarse:   f(x,y) dx dy 1
∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫

[ ]

[ ]

121 1 1 1 1 1

10 1 0 1 0
1

1 1

00

x y xy y
k 1 dx dy k 1 dy dx k x y dx

2 2 4

1
                                        2kdx 2k x 2k 1 k

2

−− −
−

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎜ ⎟+ = + = + =⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠

= = = = → =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

Función de densidad:    
xy 2

0 x 1 1 y 1
f(x,y) 4

0 en el resto

+⎧ < < − < <⎪= ⎨
⎪⎩

b)  Función de distribución:  
x y

F(x,y) P(X x , Y y) f(u,v) dv du
−∞ −∞

= ≤ ≤ = ∫ ∫

( )

[ ]

( )

x y x y x y

0 1 0 1 0 1

y 22x xy

10 0
1

x x2 2 2
x
0

0 0

uv 2 uv 2 1
F(x,y) dvdu dv du uv 2 dv du

4 4 4

uy1 v 1 u
           u 2 v du 2y 2 du

4 2 4 2 2

1 y u 1 u
           2y u

4 2 2 2 2

− − −

−
−

+ ⎛ + ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = + =⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟= + = − + + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

( )
2 2

x
0

x (y 1) x (y 1)
2 u

16 2

⎡ ⎤ − +⎢ ⎥+ = +
⎢ ⎥⎣ ⎦

En consecuencia,  
2 2x (y 1) x (y 1)

F(x,y) 0 x 1 1 y 1
16 2
− +

= + ≤ < − ≤ <

c)  Funciones de distribuciones marginales:
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[ ] [ ]

x y x 1 x 1

1
0 1 0 1

12x x1 x

1 00 o
1

uv 2 uv 2
F (x) P(X x) f(u,v)dvdu dvdu dv du

4 4

v 2
       u v du du u x 0 x 1

8 4

−∞ −∞ − −

−
−

+ +⎛ ⎞= ≤ = = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟= + = = = ≤ <⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

[ ] ( )

( ) [ ]

x y 1 y 1 y

2
0 1 0 1

y 221 1y

10 0
1

12 2 22
1

0
0

uv 2 uv 2
F (y) P(Y y) f(u,v)dvdu dvdu dv du

4 4

y 1v 2 2
       u v du u y 1 du

8 4 8 4

y 1 y 1 y 1 y 8u 2
       y 1 u

8 2 4 16 2

−∞ −∞ − −

−
−

+ +⎛ ⎞= ≤ = = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ −⎜ ⎟= + = + + =⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎡ ⎤− − + +
= + + = + =⎜ ⎟ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

y 7
1 y 1

16
+

− ≤ <

Se podrían haber obtenido a través de las funciones de densidad marginales:

[ ]
121 1

1 11
1

x y 1 x y 1
f (x) f(x,y)dy dy y 1

4 2 4 2 2

∞

−−∞ −
−

⎡ ⎤⎡ ⎤= = + = + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫

[ ]
121 1

2 00
0

x y y 41 y x 1
f (y) f(x,y)dx dx x

4 2 4 2 2 8

∞

−∞

⎡ ⎤ +⎡ ⎤= = + = + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫

[ ]
x x x

1 1 00
F (x) P(X x) f (u)du du u x 0 x 1

−∞
= ≤ = = = = ≤ <∫ ∫

y 22y y

2 2
1

1

y 8y 7v 4 1 v
F (y) P(Y y) f (v)dv dv 4 v 1 y 1

8 8 2 16−∞ −
−

⎡ ⎤ + ++⎡ ⎤= ≤ = = = + = − ≤ <⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫

Función de distribución conjunta:   

2 2

2

0 x 0 ó y 1      

x (y 1) x(y 1)
0 x 1 1 y 1

16 2
x 0 x 1 , y 1        F(x,y)

y 8y 7
1 y 1 , x 1      

16
1 x 1 , y 1              

< < −⎧
⎪

− +⎪ + ≤ < − ≤ <⎪
⎪ ≤ < ≥= ⎨
⎪ + +⎪ − ≤ < ≥
⎪
⎪ ≥ ≥⎩

Las funciones de densidad marginales se pueden hallar a partir de la función de distribución conjunta:

2
1 2

1 2
F (x) F (y) y 8y 7 y 4

f (x) (x) 1 f (y)
x x y y 16 8

⎡ ⎤ϑ ϑ ϑ ϑ + + +
= = = = = =⎢ ⎥ϑ ϑ ϑ ϑ ⎣ ⎦

O bien, a partir de la función de densidad:
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[ ]
121 1

1 11
1

x y 1 x y 1
f (x) f(x,y)dy dy y 1

4 2 4 2 2

∞

−−∞ −
−

⎡ ⎤⎡ ⎤= = + = + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫

[ ]
121 1

2 00
0

x y y 41 y x 1
f (y) f(x,y)dx dx x

4 2 4 2 2 8

∞

−∞

⎡ ⎤ +⎡ ⎤= = + = + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫

Funciones de densidad condicionadas:

2
1

(x y 2) 4 xy 2f(x,y)
f(y / x) f (y)

f (x) 1 4
+ +

= = = ≠

1
2

(x y 2) 4 2xy 4f(x,y)
f(x / y) f (x)

f (y) (y 4) 8 y 4
+ +

= = = ≠
+ +

Las variables X e Y no son independientes al ser   1 2f(x,y) f (x) . f (y)≠

d)  En la transformación 

z z
Z X Y 1 1x y(z,t)

J 3 0
tT X 2Y 1 2t(x,y)

x y

ϑ ϑ
= − −ϑ ϑ⎧ ϑ

= = = = ≠⎨ ϑ= + ϑϑ⎩
ϑ ϑ

por lo que existe la función de densidad g(z,t)

Despejando (X,Y) en la función de
(Z,T) se calcula el jacobiano 1

x x
z t(x,y)

J
yy(z,t)

z t

ϑ ϑ
ϑ ϑϑ

= =
ϑϑϑ

ϑ ϑ

1

2Z T
XZ X Y 2Z 2X 2Y 2 3 1 3(x,y) 13 J

T X 2Y T X 2Y 1 3 1 3Z T (z,t) 3
Y

3

+⎧ =⎪= − = −⎧ ϑ⎪→ → → = = =⎨ ⎨= + = + −− + ϑ⎩ ⎪ =
⎪⎩

La función de densidad:   1 2 1g(z,t) f h (z,t) , h (z,t) . J= ⎡ ⎤⎣ ⎦

1 2

0 x 1 0 2z t 32z t z t
h (z,t) , h (z,t) ,

1 y 1 3 z t 33 3

< < → < + <⎧+ − +
= = ⎨− < < → − < − + <⎩

2z t z t
(2z t)( z t)13 3

g(z,t) .
4 3 108

+ − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + − +⎣ ⎦⎣ ⎦= =

xy 2
0 x 1 1 y 1

f(x,y) 4
0 en el resto                

+⎧ < < − < <⎪= ⎨
⎪⎩

(2z t)( z t)
0 2z t 3 , 3 z t 3

g(z,t) 108
0 en el resto                                  

+ − +⎧ < + < − < − + <⎪= ⎨
⎪⎩
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Sean (X,Y) dos variables aleatorias independientes, cada una con la función de densidad:

x y

X Y
e x 0 e y 0

f (x) f (y)
0 otro caso 0 otro caso

− −⎧ ⎧> >⎪ ⎪= =⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩ ⎩

Calcular la función de densidad de la variable aleatoria X Y+

Solución:

Por ser variables aleatorias independientes, la función de densidad conjunta de la variable aleatoria
bidimensional X Y+  es:

x y

X,Y
e x 0 , y 0

f (x,y)
0 otro caso

− −⎧ > >⎪= ⎨
⎪⎩

Transformación:  
U X Y u 0

siendo,  x 0 e y 0 u v
V X v 0

= + >⎧ ⎧
> > → >⎨ ⎨= >⎩ ⎩

Despejando (X,Y) en la función de (U,V)  se calcula el Jacobiano:

  1

x x
U X Y X V u v 0 1(x,y)

J 1
V X Y U V y 1 1y(u,v)

u v

ϑ ϑ
= + = ϑ ϑ⎧ ⎧ ϑ

→ → = = = = −⎨ ⎨= = − ϑ −ϑϑ⎩ ⎩
ϑ ϑ

Función de densidad de la transformación   1 2h (u,v) v ; h (u,v) u v= = −⎡ ⎤⎣ ⎦ :

U,V X,Y 1 2 1 X,Y 1 X,Y X,Yf (u,v) f h (u,v) , h (u,v) . J f v , u v . J f v , u v . 1 f v , u v= = − = − − = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

v (u v) u

U,V X,Y
e e u 0 , v 0 , u v

f (u,v) f (v , u v)
0 otro caso

− − − −⎧ = > > >⎪= − = ⎨
⎪⎩

Como se quiere obtener la función de densidad de la variable aleatoria U X Y= + , se calcula la función
de densidad marginal de U:

[ ]
uu u uu u u

U U,V U00 0

u.e u 0
f (u) f dv e dv e v u.e f (u)

0 otro caso

−
− − − ⎧ >⎪= = = = = ⎨

⎪⎩
∫ ∫



Portal Estadística Aplicada:  Variables Aleatorias



Portal Estadística Aplicada:  Variables Aleatorias

VARIABLES ALEATORIAS

Instrumentos Estadísticos Avanzados
Facultad Ciencias Económicas y  Empresariales
Departamento de Economía Aplicada
Profesor: Santiago de la Fuente Fernández

https://www.estadistica.net/

