COMIC DE ESTADISTICA

Portal Estadistica Aplicada

[ ]
* Estadistica
g para todos =
. Estadistica Parametrica ', i A
!; ® Estadistica No Paramétrica I +| Es posible -

Con esfuerzo no se llega
4 la meta, se llega a la
excelencia



http://www.estadistica.net/

Estadistica

en Comic

« | Descriptiva

Parameétrica

Inferencial <

Mo Parameétrica

El término Estadistica tiene su raiz en la palabra
estadista, y €5ta, a su vez, en el latin “status™.
De aqui su primera vocacion: la de constituirse
como la exteriorizacion cuantitativa del Estado.

1| ;Que es la estadistica?
iQué son los estadisticos?

Un Estadistico es una medida cuantitativa,
extraida de un conjunto de datos de una
muestra, con el objetive de estimar o
inferir caracteristicas de una poblacion.

Gran parte de la teoria estadistica gue
se estd aplicando tiene menos de
ochenta anos. La sequnda entidad
profesional, la Asociacion Estadistica
Americana, se fundo en 1839.

La Estadistica €5 una ciencia por medio
de la cual se recogen, organizan,
presentan, analizan e interpretan datos
con el fin de propiciar una toma de
decisiones mas eficaz.

. | Tipos de Estadistica:|

v |t |Descriptiva

' d
8
.7 [sferenca]

La Estadistica Descriptiva son
meétodos para organizar, resumir
y presentar datos de manera
informativa.

La Estadistica Inferencial son
métodos que se emplean para
determinar una propiedad de una
poblacion con base en la informacion
de una muestra de esta.

ﬂ- | Parametros |

o

Estadisticos

Poblacion es un conjunto de individuos u
objetos de interés o medidas que se obtienen
s a partir de todos esos indivuos u objetos.
¥ Mucsiie Muestra es una porcion o parte
Poblacion de la poblacion de interés,
\..--“"_““;_.qql
Descriptiva

En la muestra se analizan las caracteristicas
de un conjunto de observaciones mediante
estadisticos (Estadistica Descriptiva)

Los estadisticos se utilizan como
estimadores de los parametros de la
poblacion (Estadistica Inferencial)

JOué es un Estimad-u-riﬂ

Un estimador es un estadistico (una funcion de la
muestra) utilizado para estimar un parametro
desconocido de la poblacion.

Para cada parametro pueden existir
varios estimadores diferentes, se
elige el estimador que tenga mejores
propiedades que los restantes

; Tipos
Estimadores

Las técnicas estadisticas de estimacion

de parametros, intervalos de confianza

¥ prueba de hipdtesis son, en conjunto,
denominadas Estadistica Paramétrica

En Estadistica Paramétrica se asume gue
la poblacion de la que se extrae la muestra
e5 Normal o aproximadamente normal

”
~ | En gran numero de casos no se

Insesgado o centrado
Consistente

Eficiente

Maxima Verosimilitud
Suficiente

puede determinar la distribucion
original ni la distribucion de los
estadisticos por lo gue en realidad
no hay parametros a estimar.

Solo hay distribuciones que
comparar. Esto se llama

an Estadistica No Paramétrica J




" 4] 5 5 Ea
El valor de un estimador proporciona una estimacion
puntual del valor del valor del parametro en estudio.

En general, se realiza la estimacion mediante un
intervalo de confianza

estadistico Brror
LT = * ; =
muestral estimacion
-

En Estadistica
Paramétrica . . .

El sesgo de un estimador es la diferencia
entre la esperanza (o valor esperado) del

estimador y el verdadero valor del
parametro a estimar.

2

Si una muestra X ={x. ,%,, .. ,%_} procede
de una poblacion de media p: E(X}=p
- - La media muestral es un estimador insesgado
Es deseable que un estimador sea insesgado o centrado de la media poblacional.
o centrado, es decir, gue su sesgo sea nulo "

por ser su esperanza igual al parametro que
se desea estimar.

-,

-
La cuasivarianza muestral s’ s un
estimador insesgado de la varianza
poblacional o’: E(s’)=0o"

Propiedades de la
Esperanza y Varianza

-

E[ax, tbX, ] = E[aX ]+ E[bX, ] =af % ]+ bE[X,]

'-.I'a.r[aH_ +h :H'._,] = Uar[aH__] + 'n.l'ar[b Ef] —- 5 '-.I'a-r[}l:_] + h° '-.I'ar[:lf._,]

Error Cuadratico
Medio (ECM)

El Error Cuadratico IR e T e o T I
Meddin die ni estmador 8 ilizar la estimacion puntual como si fuera e
BT verdadero valor del parametro conduce a que

| | se pueda cometer un error mas o menos grande

” n - - z

ECM{E] = E{B gt E']! 5 ‘l.-"EIr‘I:El:I * [b{ E']] Cuando el estimador es centradao,
sesgo = b EI] = E{E] — 8 el Jeago : A
b(©) =0 —» ECM([B) = Var( 0)

El Error Cuadratico Medio (ECM) indica en que medida el estimador Ei se encuentra lejos del parametro

+ | Estimador - - 5
"= | Eficiente El estimador 8, es centrado y con
.4 El estimador mas eficiente es el que tiene mayor varianza que ef estimador

Menor varianza. 8, que es sesgado

La eficiencia relativa se mide por Ia ratio:
| War{@, }

‘n..".;Lr{EIz ]

FQue estimador se elige?
- - -
<1 — Var{8 )< Var(8,}

Se elige el estimador gue tenga
menor Error Cuadratico Medio

i {ECM)
+ Un estimador es eficiente

cuando es insesgado y La varianza de un estimador verifica M
Lpusee varianza minima siempre la Cota de Cramér—-Rao (CCR)

Var(8) = CCR

rrl.iln estimador es eficiente cuando Var {IHEI} = [:LIF’LHH
;i 1
Var{B)= CCR= -
L - Linfx, O)
20
e -~




Un estimador es asintoticamente eficiente
si Ii_r;rr Var{B) = CCR

.

El denominador de la Cota de Crameér-Rao 18) = nE Hlnfix, )
&5 la cantidad de informacion de Fisher =8 a0
siendo f{x, 9) la funcion de densidad

",

ZInPix, 0
En el caso discreto [{8) = nE [#]
36 Estimador |e4
Consistente

Si no es posible emplear estimadores de minima varianza,
el requisito minimo deseable para un estimador es que a
medida gue el tamano de la muestra crece, el valor del
estimador tienda a ser el valor del parametro, propiedad
gue se denomina consistencia {robustez)

al aumentar el tamafio muestral.

Un estimador @ consistente es un estimador asintoticamente insesgado cuya varianza tiende a cero

El estimador @ es consistente cuando Ii_r;n E {ﬁ} =8 y Iijﬂ- 'U'EI-I‘{EI]I =0

Maxima

Verosimilitud

El estimador de maxima verosimilitud

es el estimador gque arroja mayor
credibilidad.

La estimacion por maxima verosimilitud
(EMV) es un método habitual para ajustar
un modelo y estimar sus parametros.

Funcion soporte

o L{B)=L{X; 8p=1L(x.,
Log-verosimilitud ®) ( ; {x;

Sea {X.,¥,, ..- %_} una muestra aleatoria de una

poblacion X con funcion de masa R, © funcion de

densidad f; donde & = (6, 6,, --- , 8 )
El estimador de maxima verosimilitud (probabilidad
conjunta) de 8 es el formado por los valores
(6,8, ---,808 ) gue maximizan la funcion de
verosimilitud de la muestra obtenida:

{F‘{:-:E,E]I L P{x_,8)} casodiscreto
b =

DU

Fix,, 8} L fix ,8) casocontinuo

Zin L8}
30

De la ecuacion
=0

En muchas ocasiones, para calcular el estimador de maxima verosimilitud L{#8&)
€5 mas practico operar con la funcion soporte o Log-verosimilitud In L{8}, por
ser mas facil de manejar y presentar los mismos maximos y minimos

=0 sedespeja 8 = {fil_, Ei_.. - ﬁ_} ¥ 58

obtiene el estimador de maxima verosimilitud EMU{EI']I

-

-

ry

Un estimador El' es suficiente cuando no da lugar a una pérdida
de informacion. Es decir, cuando la informacion basada en el
estimador 8 es tan buena como la que se obtendria usando toda

la muestra.




Factorizacion de
Fisher—-Meyman

Dada una muestra aleatoria (x,, ¥,, ... ®_} de una poblacion X con funcion

de masa F, o funcion de densidad f; , se dice que un estadistico 8 es
suficiente para @ si y solo si:
Po - M.)= E[Enl{:'-:_., SR E},H]. hix,, --- ,%.} casodiscreto
fole .- % )= E[ﬁ{:-:j, o o H]. hix_ , --- ,x_} casocontinuo

Para encontrar un estadistico suficiente 8 hay gue factorizar la

funcion de verosimilitud de la forma: L{8) = g {fl, 8).hix,, --- ,x.)

Intervalos Intervalos Intervalos Intervalos Intervalos
; nfianza ; Confianza Confianza Confianza Confianza
| - - - . h
o En toda investigacion estadistica hay un conjunto de entes reales o potenciales
i sobre los gque se toma informacion. Asi, este conjunto de entes puede estar constituido

“ Intervalo de
Confianza

por personas, animales, experimentos fisicos, quimicos, ciudades, etc.
Este conjunto de entes es lo gue se denota con €l nombre de “poblacion” o

"universo estadistico™.

- G 9

-

’+| Cuando el estadistico o el investigador
toma informacion de todos v cada uno

de los elementos de la poblacion se
dice gue esta realizando un "censo”

'rEn muchas ocasiones no se puede realizar unﬁ
censo, ya sea por el coste de la toma de
informacion, porgue La poblacion esta
constituida por entes potenciales (enfermos
con determinada dolencia), por la destruccion
del ente en cuestion (controles de tiempao),

o la poblacion tenga infinitos elementos.
s

El problema lleva al investigador a tomar
informacion de unos cuantos elementos
de la poblacion estadistica y este proceso
recibe el nombre de "muestreo™.

5e considera el muestreo aleatorio

simple (m.a.s.), que es aquél en que
cada elemento de la poblacion tiene
la misma probabilidad de ser elegido
para la toma de informacion.

Utilizando la muestra para la toma de 0

informacion. La metodologia concerniente
a hacer predicciones y generalizaciones
sobre la poblacion estadistica, basandose
en la informacion contenida en la muestra
_er{ihe el nombre de “inferencia Estadistica"-)

‘La inferencia estadistica estd basada
en la teoria de la probabilidad, pero
tiene un caracter diferente.
Considera fenomenos en los gque se
manifiesta la regularidad estadistica
y construye Modelos probabilisticos

| para describirlos.

El proceso de estimacion por intervalo
fa ESTIMACION utiliza dos estadisticos, a los que se

- POR llama "estimador por intervalo”.

Al ser dos estadisticos, resulta que un

!} INTERVALOS
i

aleatoria bidimensional.

estimador por intervalo es una variable

Al primer estadistico se le llama
limite inferior del intervalo aleatorio —t»
v al segundo estadistico, limite
superior del intervalo aleatorio.




error de la + error de la

Al ser el estimador por intervalo = estimacion estimacion

una variable aleatoria, tiene Probabilidad b = i =
sentido hablar de la probabilidad L = Limite estadistico L. = Limite

de que el estimador cubra el L' inferior de la muestra L il perior

verdadero valor del parametro.

Senalar que una vez realizada la muestra no
tiene sentido hablar de que la estimacion

por intervalo tenga una probabilidad de cubrir
el verdadero valor del parametro, ya que en este
caso la estimacion por intervalo son dos nimeros,
que cubriran o no al parametro desconocido.

Hay que especificar la
notacion gue se utiliza

-~

1—ax = Mivelde confianza 0<x <1

1., = Valordelaabscisadeladistribucionnormal N{0,1) quedeja asuderecha
unarea querepresentaunaprobabilidad igual a @ f2

t = Valordelaabscisade ladistribucion t de Student con n grados delibertad,

&l n
gque deja a su derecha un area que representa una probabilidad igual a @ f 2

1;..! . = Valordelaabscisadeladistribucion Chi-cuadradocon n gradosdelibertad,

gue deja a su derecha un area gque representa una probabilidad igual a @ f 2

Fu.fz,*-. . = Valor delaabscisadeladistribucion FdeSnedecorcon{n ,n,} gradosdelibertad,

gue deja a su derecha un area que representa una probabilidad iguala @ f 2

-
Intervalo de confianza para el

parametro p de una distribucion
binomial de parametros n, p, B{n, p)

|| p{1—p : i et || p{1-p}
- pil-p) error estimacion= z,,,,|] ———
I{p}=[p tz . T] n

A

p es la proporcion muestral

Con la proporcion muestral p Error s
s g = de estimacion :
se puede estimar la proporcion

3 poblacional p con un nivel de ¥ p{1—p)
confianza (1 —a) €= tan n

-

(Cuando Ia poblacion presenta una proporcion p, .. Se pueden relacionar “I .
! | la proporcion p de la muestra de tamafio n sigue Intervalos de confianza ©
.' o [ Jﬁ] con Hipotesis EstadisticasJ i
una distribucion p—N]p, ] —
RS " A
Pt ™y

Una hipotesis estadistica es una afirmacion
verdadera o falsa acerca del valor de alguna
[._:,Dué es una hipotesis estadi stica?] caracteristica desconocida de la poblacion.
| |
[ ]

iQué es la hipotesis nula? Para efectuar un contraste de hipotesis, se acepta una
= hipotesis como verdadera, a la que se denomina
hipotesis nula, frente a otra complementaria gue se

conoce como hipotesis alternativa.
b ~




El Intervalo de confianza para el
parametro p de una distribucion
binomial B{n, p):

|{p}=[;‘: gt /M]
n

0

Contraste bilateral para el parametro p de
una distribucion binomial

Hipotesis nula: H_ : p=p,

Hipotesis alternativa: H @ p=#p_

J

" o

ﬁ [pl1-p] : | pli-p)
p— I‘I.! T = F].;. = p+ Iu..':l T c i|-|:|—'|.':|i:|r=

Se acepta H_ si:

|p-:-_|?}|
pL-p]

= G

v
h[p fﬁu—ﬁ}]
n

Region 1-a Region
rﬂhuu REg iﬁ_“ I'Ef.llﬂ.i!ﬂ
aceptacion

= !‘-"!Jﬁ + IMJJ@

Se acepta H, si p, se encuentra en el intervalo

Regian

1-o
Region
aceptacion

1, M[p? J@]

1-m Region
rechazo

5e acepta la hipotesis nula H:. 5i: Regién
aceptacion

- 4

Pty

Se acepta la hipotesis nula H, si: 2,_,.. = —T7——
rechazo p,(1—p,)
i n

p.:.{'-t_ F'.:_}

- - = | UNILATERAL
Se pueden' plantear contrastes unilaterales para el parametro p de una A LA DERECHA
distribucion binomial Ho:p<p

UNILATERAL A LA DERECHA UNILATERAL A LA IZQUIERDA H':l b ; b ’
- - = . l i IJ
Hy:p%p, H :p>p, Ho:p2Zp, H:p<p,
"
|
M{Dnl} ﬁ_ r':IIC-




UNILATERAL
A LA IZQUIERDA

H.:p 2 p,
H i p<p,

N{D,1)

Se acepta la hipotesis nula H, si:

rechazo Region
aceptacion

Se acepta la hipdtesis nula H, si:

5 Region 1-a
ﬁE[pD—lu-,f—pr"{ =P, m] reclazog Reowin.
n aceptacion
p.{1—p,) p
F',:. T im < g ‘ h
f
Distribucion
Poisson
( ™ | Depende solo del parametro

Una variable aleatoria X se dice que sigue una distribucion ;
de probabilidad de Poisson si puede tomar los valores "!E":lia“ varianza y desviacion A
enteros 0,1,2, --- , n, --- con probabilidades RARCE: B O
* p=1 o =1 o, =1
PiX=k)j=—.8

" k'! -

- z L
Como consecuencia, la distribucion

En general, cuando n> 50 y p<0,1 de Poisson se presenta en casos de

on.p<sla dlstrll:l_ucmr_i‘de Poisson probabilidad pequefia. Asi,
&5 una buena aproximacion de la T ,
P T g e . X ="MNumero de ocurrencias de
distribucion binomial
un suceso durante un gran

numero de pruesbas”

Wit sigue una distribucion de Poisson
: " Cuando A 210 la distribucion 8 de parametro L=n. p

de Poisson se aproxima a una
distribucién normal N{&,.f4 |

Si para cada valor t > 0, que representa el tiempo, el nimero de sucesos
de un fenomeno aleatorio sigue una distribucion de Poisson de
parametro (&t} , los tiempos transcurridos entre dos sucesos sucesivos

sigue una distribucion exponencial.




" La suma de n variables aleatorias de Poisson |
independientes es otra variable aleatoria de
Poisson cuyo parametro es la suma de los
parametros originales.

Si X ~P(L )donde i=1, 2,---, n variables

dleatorias independientes de Poisson

Y =ZH ~P Zl
- -]

rlnl:eruaju de confianza para el
parametro A de una distribucion
de Poisson

- A
HA)=|d X z_,,.] —

L.
n

Region 1-a Region
aceptacion

e L i
- 15._.';' s 1 + ln.] =
il n

Se acepta H, si A, se encuentra en la region de
aceptacion.

Existen un gran numero de modelos
experimentales que se ajustan
a una distribucion de Poisson:
® Mumero de piezas defectuosas
en una muestra grande, donde
la proporcion de defectuosas
&5 pequefia.

& Nimero de llamadas telefonicas recibidas en una
centralita durante cierto tiempo.

# Numero de clientes que llegan a una ventanilla de
pagos de un banco durante cierto tiempo.

A

”
Contraste bilateral del parametro i
de una distribucion de Poisson LI

Hipotesis nula: H_: A =1,

Hipotesis alternativa: H @ L #4,

J

rF‘!«E: acepta H_ si:
|a-,
Lo—wlor = —1._. £ g
n

", -~
Q M{O,1)
.& Region 1-@ Region

rechazo Region rechazo

o f2 aceptacion af2

-

| UNILATERAL

Se pm_:det'n pli!.I'ItEEII mr:ntmstes unilaterales para el parametro 4 de A LA DERECHA
una distribucion de Poisson
H,: 154,
UMNILATERAL A LA DERECHA UNILATERAL A LA IZQUIERDA Ho: i1
Hy: A<i H :d>2, Hy: A23,  H : 1<k, —
* -
|
N{D,1) i : A -4,
1-a@ Region  Se acepta la hipotesis nula H, si: 2, .. = - w4
Region bk e
aceptacion ot n
e !
i 1 x MI 1.\_ £ 'l,|| 1.\_ an I
Se acepta la hipdtesis nula H, si: 1—m Region
I Region rechazo
ie M[—m, 1 +1z —] aceptacion
La} a n
& A+ 2z, =
n




UNILATERAL
A LA IZQUIERDA

H,: Az3,
H :A<d,

Se acepta la hipotesis nula H, si:

. F 1
1EN[1Q—15 '-“,m]
n

Se acepta la hipotesis nula H, si: 7,_ ... =

N{D, 1)
2 L Region 1—a
- rechazo Region
n aceptacion

MiA , A, /ni

1-o
Region
aceptacion

i i

: Media
r ‘Fnhlactén ﬁ

-
Intervalo de confianza para la

media L de una distribucion

normal de varianza o’ conocida,

N, o) :

I{|.|.}=[i +iz . %]

N, o)
Region 1-a Region
rechazo 4 Region jrechazo Q

aceptacion &

—lﬂ,! = = +1~.:, S —
= T

Se acepta H, si |, se encuentra en la region de
aceptacion.

 Contraste bilateral de la media T8 de |
una poblacion normal con varianza
o’ conocida

Hipotesis nula: H_ : p=1,

Hipotesis alternativa: H : p*p,

J

Se acepta H_ si:

h

¥ 1|
I|:|—1-.-E|I-:-r = = L
of ..JF
N{D,1)
Regidn 1-a Region
rechazo 4 Region jrechazo
a2 aceptacion @ /2




-

UNILATERAL A LA DERECHA
Hy: pEfp H :p>p

Se pueden plantear contrastes unilaterales para la media L de una
distribucion normal de varianza conocida o

UNILATERAL A LA IZQUIERDA
Hy: p2 1

UNILATERAL
A LA DERECHA

Hy: ps

H:p<p

' Region
rechazo
i 8

1-o
Regidn
aceptacion

Se acepta la hipotesis nula H, si:

Se acepta la hipotesis nula H, si: 2z

/

g

p—valor =

Fy

o

1-m
Region

aceptacion
neMN|—oo, I'Lq_-+lg..i o
Jn p X i
1] E-’\II'E
UNILATERAL
A LA IZQUIERDA
H: pZ2 1
H:p<p
[ ]
T 11, MiD,1)
Se acepta la hipotesis nula H, si: 7 _..., = s o Region 1—@
U"“'Jm rechazo Regian
aceptacion
l —Ig
Se acepta la hipotesis nula H, si: n| o
-~ Region 1-a : ..Jm
FeNlp -1, —, o rechazo Region
xlm aceptacion
o 3
Muestras [Tl +f -
pequenas JE

< — muestral Intervalo de confianza para la
media L de una distribucion
normal de varianza o’ desconocida,

con muestras grandes {n > 30)

i

[52 oz cuasi'l.-arianza]

I{|.|.}=[E = el S0

e

[n.nf = [n—i].5f]

r’11:||:|nl:mst|: bilateral de la media de
una poblacion normal con varianza
desconocida ¥ muestras grandes n> 30

Hipotesis nula: H_ @ p=p,

Hipotesis alternativa: H, @ p# |,

J

Se acepta H_ si:

X— |

5. /+fn

e,

z =

Fid

p—walar — &l




v s,
5e pueden plantear contrastes unilaterales para la media . de una

distribucion normal de varianza desconocida o en muestras grandes
UNILATERAL

fn > 30) A LA DERECHA
UNILATERAL A LA DERECHA UNILATERAL A LA IZQUIERDA H. .
a-

Hy: pE=p, H :p>p Hytp2p H:ip<p H

MAD, 1) o —— . Tt
1-a Region  Se acepta la hipotesis nula H, si: 2, ... = — %z
Reqion rechazo g LJ'F
aceptacion t:

l’ &2 '
NI . ——
"‘m 1-o Region

Se acepta la hipotesis nula H, si: rechazo

Region

aceptacion
HeN]—ow +z
[ I-L “J'r_ ] X 18 +12 5_
q h 8. "\‘IIF
UMNILATERAL
A LA IZQUIERDA
H,: pZ2 R
| ]
3 -, M{D, 1)
Se acepta la hipotesis nula H, si: 2,_.,.. = E=g fttisin § i
8 ;JE
rechazo

Region
aceptacion

Se acepta la hipotesis nula H, si:

Region 1-m
rechazo 24!
e h[ Lz ] Regmr! ;
H ,l' aceptacion

5-
Fa_lu.ﬁ'l >

Sean, X e (X ,X,,---, X ) n+1variables independientes
entre s1 con distribucion normal N{D, 7 ).
La variable t de Student con n grados de libertad:
X _ z
£ o

Ly {f3F

p=0 paranx>1 o’

t =

para nx> 2

n— 2




t de Student — Muestra

t —

X — I
s fun-1

rlntEr'u'i:ll-D- de confianza para la
media L de una distribucion
normal de varianza o’ desconocida,
con muestras pequefias n =30

5l

Hpl=| % £ berz, ja-1) ﬁ

(Contraste bilateral de la media de
una poblacion normal con varianza
desconocida y muestras peguenas n <30

Hipotesis nula: H_ @ p=R

" -~

Hipotesis alternativa: H @ p*p
* iy

J

Se acepta H_ si:

_Fml

p—walar 51"—\.5 =

tu.--'i' ia=1]

1-o

Region
aceptacion

Se acepta la hipdtesis nula H, si:

=
5e pueden plantear contrastes unilaterales para la media . de una
distribucién normal de varianza desconocida o en muestras
uedias n <30 UNILATERAL
peq & A LA DERECHA
UNILATERAL A LA DERECHA UMILATERAL A LA IZQUIERDA H:p<p
oo =
H,: p£ p TR T T ’
of =P Hpip> I Hytp2zp H:p<p, JIH Rr> R
|
. X— L,
Region Se acepta la hipétesisnula H  si:t, _ .= = 5 &, _
rechazo 3.

s, f
Region
rechazo

1-x
Region
aceptacion

% e m[—m, e ]
i” »

UNILATERAL
A LA IZQUIERDA
H:p2p
H R <

aceptacion

Se acepta la hipotesis nula H, si:

?EN[H—I:E__] -
Jn

Se acepta la hipétesisnula H si:tt, _ ., =

i o

S.Iﬁ

!

aceptacion

E




Varanza
Poblacion 'qr"

En el muestreo, por

sean (X ,X,,---,X )} n variables aleatorias el teorema de Fisher
2
M{0,1) independientes entre si. e fn—1}.s, s
=1 3
o

La variable Chi- cuadrado de Pearson con n grados de libertad:

e =X K v X

-

i 7 -. (Contraste bilateral para la varianza
Intervalo de confianza para la varianza BETEETE
de una distribuciGn normal

o’ de una distribucion normal
; {n—1).s {n—:l}.s.f
Hoik=1= iy Hipotesis alternativa: H. @ o’ #c’
L Iﬁ'! =1 ICI—GI'E n—1| ke : . o

J

Se acepta H_ si:

oy P

o

u]

] Hipotesis nula: H_ : 6° =0

‘Contraste unilateral a la derecha para la

varianza de una distribucién normal Se acepta H_ si:
ipotesi :H : o' S’ Q n—1).s’ 5
Hipotesis nula: H_ » { !} gl -
o
.

=]

Hipotesis alternativa: H, : 6° > o]
e, -~

: ‘Contraste unilateral a la izquierda pamﬂ
Se acepta H, si: lavarianza de una distribucion normal
(n—1).s, ; CI Hipotesis nula: H_: o’ 2o’
ok > Xi-a -1 ' :
! Hipotesis alternativa : H_ : o' <0
.. -

Dferencia E
de Medias ﬁ

Poblaciones thg

DISTRIBUCIONES ASOCIADAS AL ESTUDIO
DE DO5 FOBLACIONES INDEFENDIENTES

‘La aleatoriedad en la
eleccion de la muestra
es uno de los elementos
mas importantes sobre | 'nos Poblaciones
los que se construye la Independientesj
teoria estadistica de la “-.vf

k_in:ﬁen:m:iil \/J

5e consideran dos poblaciones, suponiendo en cada una
de ellas una caracteristica en estudio, donde las variables
aleatorias X e ¥ representan a las citadas caracteristicas.
Considerando solamente aguellas poblaciones cuya
caracteristica en estudio sigue una ley normal.

r":'-'..-l:: supone gque X sigue una distribucion normal h

MN{, , o, ) ¥ que Y sigue una distribucion normal

MN{p: , o} Sea (X, X;, --- , X, } una muestra

extraida al azar de la primera poblacion y sea

¥y, ¥, ---, ¥, )} una muestra extraida al azar

de la segunda poblacion.
p




-

Media muestral y cuasivarianza muestral
de la variable aleatoria X

ny n
1 1
X=— % X. % =
n, & n, —1

Media muestral v cuasivarianza muestral
de la variable aleatoria ¥

V=— | A 5
n, &£

-,

2 1
z

i{ﬁg - V)

: n,—1
2 jm1

Varianzas
poblacionales

o i} T ™
x & y son dos estadisticos que
tienen la distribucion en el
muestreoc normal

O
Nl —=]|v¥ N[p-;_,
[ *».I"'l]

O;

#}

b

flntE;FE-'SEl la distribucion en el muestreo
del estadistico (¥ — V) diferencia de

las medias muestrales, y del
sf ! ﬁf

S5 fng

estadistico

-,

" respectivamente

[DISTHIBUEIGNES EN EL MUESTREO DE (¥ — ?}J

-~

son conocidas.
El estadistico (¥ — ) sigue una

distribucion normal

: P 2
Las varianzas poblaciones o) y o5

2

sigue una distribucion normal N{D, 1)

i
i i
n ",

desconoc

Varianzas
poblacionales | -

pero iguales

e

-

(X-¥)—(y 1)

o, o
AT i
Ny

La variable tipificada z =

n+n;>30 np==n,;
El estadistico (¥ —¥) sigue una

distribucion normal

N

Hi— Hes

2 2
o, 0O; sigue una distribucion normal N{0, 1
T T e s 5 1)
. Ny
. 7 Varianzas
poblacionales
desconocidas
Muestras grandes
L
& . . 2 e .
Las varianzas poblaciones o) y o-
=) — = son desconocidas y tamafios grandes
La variable tipificada z = (X=V) ~ (i ~ 1)

2 2
%) %,
—+
ny

N
-

idas,

son desconocidas, pero iguales.

El estadistico (¥ — ¥) sigue una
distribucion t de Student con
n, + n; —2 grados de libertad

Variable tipificada
-V - )

n:¥+n;—==F
-+ - 1 1

(g T ek
n Ny

t

5p

- - 2
Las varianzas poblaciones o] y o;

-
2

Media ponderada de las
cuasivarianzas muestrales:

_Any —1}. s; 4 (ny—1).55
n+n,—2




Varianzas
poblacionales

desconocidas

- 3 . “\ distintas
Las varianzas poblaciones Uf ¥ urg id

son desconocidas y distintas.

El estadistico (¥ — ¥} sigue una
Aproximacion de Welch: (x—v)

f se expresa en|| distribucion t de Student con
numero entero

f grados de libertad (aproximacion

)y | de Welch)

Variable tipificada

(BT = Oy gy
2. %

n Ny

t

Intervalos de Confianza y Contrastes de Hipotesis
para la diferencia de medias de dos distribuciones
normales (L — )

k:
~ | Contraste bilateral de igualdad de medias
I = K de dos poblaciones normales de

. o :
varianzas o, y o; conocidas

3
Intervalo de confianza para la diferencia

de medias (i, — P, } de dos distribuciones

normales, con varianzas o, y o, conocidas

- - Hipotesis nula: Hy : by = 1

=] (R=¥)+ 25 | —F+— Hipotesis alternativa: H, @ p, # 1,

Se acepta H; si:
Si el intervalo cubre el 0 no existe diferencia

FE R N : ; -y
significativa entre las medias poblacionales s —| 1"r| £
. p, p—walar > > w2
Oy o
+_
ny Ny
e, -
- z
Cuando el contraste bilateral \[, -
que se plantea es: Se acepta H, si:
Whsime o E N By
Hptesis:molac: by Hor=k Ll = T 2252 Contraste unilateral de
u' U - "
Hipotesis alternativa: o — p, #k —L+2 igualdad de medias a
. ng, N la derecha
g
-~
e 3 ™y
5Se acepta H; si:
K—y Hipotesis nula: H, : ot
e = T < | GO il
o A Hipotesis alternativa: Hy @ b > 1,
g, Ny




Contraste unilateral
de igualdad de medias
a la izquierda

g z ™y
Se acepta H, sk
Hipotesis nula: Hy @ b 2 1 . LY -
p—walar T = 1g
Hipotesis alternativa: H, @ 1 < L b
n, N
b ~
" . s "
El contraste unilateral a la derecha Se acepta H, si:
(UE aparece es:
x—y—k
Hipotesis nula: Hy: -2k m 2, = 7 21,
! o, %
kHlpﬂtE-'!i-IS alternativa: b, — P, > k A N,
~
& S : : : ™
Se acepta H, si: El contraste unilateral a la izquierda
-l que aparece es:
n—v—k
L o—valar = W s 21, 4 Hipotesis nula: Hy: o — B, 2 k .
o, % s
n, o n Hipotesis alternativa: py — o< k
-
"

ik i}
Contraste bilateral de igualdad de medias

-, | B = K de dos poblaciones normales de

2
Inl:enralz:l de confianza para Ia. drijerer!ma e - Ui v Ug desconocidas, con
de medias (i, — P, } de dos distribuciones

. ? 2 : muestras n; +n; > 30 n; = n;
normales, con varianzas o) y o, desconocidas,

con muestras grandes n, +n, > 30 n; = n, Hipotesis nula: Hy @ by = 1

vl - 52 ¥ 2 Hipotesis alternativa: H, @ L # |
=Xy Loz gl — :
(i T Se acepta H, si:
Si el intervalo cubre el 0 no existe diferencia 5 i |?_?| Ly
significativa entre las medias poblacionales P o el
-, ! _l+ =
n, n
e, ! : -~
Contraste unilateral de
igualdad de medias a
la derecha
P o pr - -,
,é_zj? i Se acepta H, si:
Hipotesis nula: Hy : py £ X—¥
. s »
R‘ﬂ. oy m L el > > = Ix
Hipotesis alternativa: H, @ o > o O
ny Ny
"




ok Sy
Se acepta H, si
K-y
I ooy = —F—— 21
p—walor 3 7 L 3
51 . 5
n
" 1 : -~

Contraste unilateral
de igualdad de medias
a la izquierda

Hipotesis nula: Hy @ by 2 1o

Hipotesis alternativa: H; @ by < e

Intervalo de confianza para la diferencia
de medias (i, — 1, } de dos distribuciones
normales, con varianzas o] y o5 desconocidas

e iguales, con tamanos muestrales pequenos
ng+n, %30

oo 1 1
I=[{:":_ I.r} * tu_-"E_,l:n-_+ n; —2&] ° 5|1 P e e ]

n "

5i el intervalo cubre el 0 no existe diferencia

significativa entre las medias poblacionales
b

-

Contraste unilateral de
igualdad de medias a
la derecha

® | Hipotesis nula: Hy: by £

By > He

‘Se acepta H, si: A

:
Contraste bilateral de igualdad de medias

B = B de dos poblaciones normales de
varianzas nf ¥ n§ desconocidas e iguales,

con muestras pequefias n; +n; 30

Hipotesis nula: Hy : b =

Hipotesis alternativa: H; @ P # e

Se acepta H; si:

X—y
Hipotesis alternativa: H, : m t =

T
tp—'-.'\alzlr B | vl = tu_E in,+n;, —Zi
1 1 R o | s J
R et
ny Ny
A
-~ p =,
Se acepta H, si

Contraste unilateral

a la izquierda

X—¥ m
tp—'.'-:.::r = E_tn_,{n._+l1_‘—2:|

Hipotesis nula: Hy: b 2 1

Hipotesis alternativa: H, : p < |.|.2J

de igualdad de medias



< (Contraste bilateral de igualdad de medias
It = K de dos poblaciones normales de

varianzas Uf ;Eng desconocidas y distintas,
con muestras pequefias n; +n; = 30

rlntenraln de confianza para la diferencia
de medias (p, — p, ) de dos distribuciones
normales, con varianzas Uf ¥ ng desconocidas

y distintas, con muestras pequenas n, +n, < 30

Hipotesis nula: Hy @ by = e
L 2 2
I=](x—=¥) X t 7 5. rj—l+:—E Hipotesis alternativa: H, @ b, # |
1 M

Se acepta H, si:
f es la aproximacion de Welch

e i . - : K—¥
Si el intervalo cubre el 0 no existe diferencia b — valar = |—|z = S
ksigniﬁﬂati\ra entre las medias poblacionales g 5 +i
n, n
e, l R -
Contraste unilateral de
igualdad de medias a
la derecha
' L ™
5e acepta H, si:
Hipotesis nula: Hy: py £ 1 L=
¥
N . BPOP | -t
Hipotesis alternativa: H, : b > W 8 i
i L
L

Contraste unilateral
de igualdad de medias
a la izquierda

Hipotesis nula: Hy: by 2 1

-y
o o = T e Lo tﬂ,.f m

2 g Hipotesis alternativa: H, @ p, < e
+

Muestreo
-ﬂr Cociente
de

. Varianzas
"

Sean X. y X: dos variables Chi-cuadrado de Pearson,
respectivamente con n, ¥ n, grados de libertad,

independientes entre si, se denomina F de Fisher-Snedecor

con n, ¥y n, grados de libertad a la variable:

X




Fix) 4 Flxhy
n, =20 n,=500
| n=20 n,=50
I| n,=20 n, =8
0 X 0

1 1ol fo?)=

™ . L igualdad de wvarianzas poblacionales.

2 P
El estadistico > /o

r) r)
5, fﬂ'z

{n,—1} , {n, — 1)} grados de libertad.

f En el muestreo es un estadistico utilizado para la razon de varianzas
de dos poblaciones normales y en el contraste de hipotesis sobre la

sigue una distribucion F de Snedecor con

-

A

p
Intervalo de confianza para la razon de varianzas de
dos poblaciones normales
2 {2 2} 2
51;"'f 52 5”; 52
L
w2 (n,—1),(n,;—1} Fl'

(l— /2 (n,—1),(n,—1}

Cuando el intervalo cubre el 1 las varianzas son iguales, en
caso contrario son distintas.

"

' ™
El estadistico se utiliza en un muestreo

de tamano pequeno, con varianzas
poblacionales desconocidas, para conocer
si eéstas son iguales o distintas.

Segan sea, se trabaja con Intervalos de
Confianza o Contrastes de Hipotesis

| conven ientes.

.: : . 12{“;—?12 1
.-
h%_i:”: == :‘_12{v5—?}3

-

3

LS

Contraste bilateral de igualdad de varianzas 3
de dos poblaciones normales

Hipotesis nula: H; : o] = o5
Hipotesis alternativa: H, : o) # o3

Se acepta H, si:
2

5
L ;

15 [Fn:l—um; (ni=1),iny=1) F Fayz; u.n-_—n,n:nf—l.-]
2

Contrastes
unilaterales




fCuntmste unilateral a la derecha (cola a la derecha)
de igualdad de varianzas de dos poblaciones normales

Hipotesis nula: Hy @ o) £ o)
Hipotesis alternativa: H, : Uf > n§
Se acepta H; si:

2
51

< & Fai(n=1), (ny—1)
57
L

Contraste unilateral a la izquierda (cola a la izquierda) ¥
de igualdad de varianzas de dos poblaciones normales

Hipotesis nula: H, : nf = ng
Hipatesis alternativa: H, : o) < o3

Se acepta H, si:

53 ®; ing— L1y, in,;—1j




Muestra Muestra
antes
e
» B8 Muestras grandes
' dependientes
a3 Ty
Sea la variable aleatoria X la temperatura
rhm comprobar la bondad de un antitérmico " | antes de la administracién del antitérmico
en reducir la temperatura, la forma de obtener || € Y la variable aleatoria temperatura
informacion estadistica es observar la después de la administracion, estas
temperatura, de los mismos individuos antes variables No son independientes, y de
| ¥ después de su administracion. J| aqui, Ia necesidad de construir un modelo

distinto al visto anteriormente.
sk

rﬂe supone que tanto X como Y siguen distril}ucinnesx
normales N[p._ P O, ] ¥ M(p._, - U_,] respectivamente
Sea (X_,X,, --- , X ) una muestra genérica de la
primera poblacion (valores de las temperaturas

antes de la administracion del antitérmico) e

(¥ ,¥,, ---, ¥ } una muestra genérica de la

segunda poblacion (valores de las temperaturas

después de la administracion del antitérmico)
*e

S

mm]

(Intervalo de confianza para el
las diferencias de medias (L, — L}
en el caso de muestras grandes n> 30

 Contraste bilateral de igualdad de
medias en el caso de datos apareados

a 54
W, — el =|d £ IE”F @

Si el intervalo cubre el 0 no hay i :
diferencia de medias antes y Hipotesis alternativa: H @ d+0 < p £,

5 = L ~
L despues del tratamiento

T J

r’Srvs: acepta H_ si:

Hipotesisnula: H_ : d=0 < p =,

d-z ,—=Sp-pkp=Ed+z, 2 d
.E.J[F 1~ He .E’JF C Ip—uﬂlﬂr=%£ 1‘:.__.2

%




peRcRos (Intervalo de confianza para el
las diferencias de medias (b, —p: )

para muestras pequenas n <30

%4

Jn
%i el intervalo cubre el 0 no hay
diferencia de medias antes y

4 después del tratamiento

I{l-l'j_ _I'I'E}= [a a s tu_-"E. in—1j

3
Contraste bilateral de igualdad de
medias en el caso de datos apareados

Hipotesisnula: H_ : d=0 << p =

Hipotesis alternativa: H @ d=*0 < #p,

A

igualdad de medias en el
de datos apareados

Contrastes unilaterales para la

caso

grandes
n> 30

. UNILATERAL A LA DERECHA
Hy:d£0 <& p S

Hy:d>0 & py >

UNILATERAL A LA IZQUIERDA
H.

H)

d20 o2, Muestras
grandes

= 30

S ol TP T P8

Se acepta H, si:

<4

Se acepta H, si:

d
I|:|—n\..'anI-:-r=_E =l

Muestras
pequenas

n=3n

" [UNILATERAL A LA DERECHA
Hy:d 20 & p S

Hy=d>0 &<y >

Se acepta H, si:
d
oo o t
— vzl =, | i
p—valor 5y 1]
T
. - "

UNILATERAL A LA IZQUIERDA

Ho:d20 & 2 1
Hyid<0 <& py <

Se acepta H, si:




ESTADISTICA

4 :
I" MO PARAMETRICA

s Ty
La estadistica no parametrica es una rama Su distribucion no puede ser definida a

de la estadistica inferencial que estudia priori, son los datos observados los que
las pruebas y modelos estadisticos cuya la determinan. La utilizacion de estos
distribucion subyacente no se ajusta métodos se hace r_ec:ﬂmendahle cuando
a los llamados criterios parameétricos. no se puede asumir que los datos se

_xajusten a una distribucion conocida.

s | Se trata de analizar si el conjunto de
datos observados sigue una distribucion
conocida. En otras palabras, si el conjunto
de datos observados coincide o no con

rrS.ii la distribucion de datos observados se ajusta k
a un tipo de distribucion conocida, existen pruebas
que, en la practica, son mas aconsejables pero que
requieren olros supuestos.
" - - En este caso, la estadistica a emplear es la estadistica
La potencia del contraste, e
o sk etiog 6 ceacibaiad parametrica, dentro dt‘-. la cua_l muchas veces se
a¢ I prolsbilidad de depectar pue::h?n Em:n.mrar equnra.lem.:lu entre pruebas pero
R as SRS LN con ﬂIFErE.'.I'ICIEIS en la potencia entre a'ml.:nas. .
<iEmifcativos. as decir La potencia de las pruebas no parameétricas siempre
probabilidad de rechazar la &5 menor que la potencia de las pruebas paramétricas ||
k_hi;:l-u:']l:uf:!.is nula cuando es falsa. | kequiu-'alente e 5.
L ]
. . "siendo la potencia de las pruebas parameétricas menﬂr,ﬁ

el uso adecuado de los tamanos muestrales disminuye
la posibilidad de cometer un Error tipo 1, puesto que
aumenta al mismo tiempo la eficacia de la prueba.

o? Es decir, a medida que se aumenta el tamano de la
muestra, disminuye la posibilidad de cometer un Error
Tipo Il (Falso negativo: Mo rechazar la hipotesis nula
cuando esta en realidad es falsa)

b




Contraste Chi-cuadrado de Pearson
Contraste de Kolmogorov - Smirnov / Contraste de Shapiro Wilks

Bondad de Ajuste {

Prueba de Spearman Rho
Prueba de Tau de Kendall
Contraste de normalidad de Lilliefors

Independencia: Contraste Chi-cuadrado de Pearson

L, @
Contraste de signos de la Mediana
Contraste de Wilcoxon

Mediana {

Contraste de Kolmogorov - Smirnowv

Comparacion de dos poblaciones 3 Contraste de rachas de Wald - Wolfowitz

fuEstias indbpsnienies) Contraste de la U de Mann - Whitney

Contraste de signos de la Mediana
Comparacion de dos poblaciones | Contraste rangos - signos de Wilcoxon

(Muestras relacionadas) Contraste de Ansari - Bradley
Contraste de Siegel - Tukey

Aplicaciones Chi-cuadradao
Bondad de Ajuste

/ Homogeneidad muestras

empiricas Tabla de Contingenci

' Comparar distribuciones [Eunda{f de Ajuste ] .
a

El objetivo del contraste de bondad del ajuste es saber si una
muestra procede de una poblacion tedrica con determinada ™
distribucion de probabilidad.

il iTE L = ™
Sea una poblacion, donde se analiza un caracter X con (x,,%;, --- , %, }

< modalidades excluyentes, denotando por n, el nimero de elementos
k

que presenta la modalidad », (frecuencia observada de x.), Z n,=n

=1

RS -~




Se orig

ina la TABLA DE CONTINGENCIA:

Por otra parte, sea (e. =n.p. ) la frecuencia esperada o tedrica de cada modalidad

X X9 My | Soe | NG | mEii X
Frecuencia observada ny Ry | e | oA | e n,
Frecuencia esperada 2 gy | - N [foen e,

distribucion empirica u observada”

Para un nivel de significacion (o riesgo) @ se acepta H; si:

estadistico
ohservado  estadistico
——— tearico
= 2 .I'_A_'l.
n,—e} 2
—— % K (e —1)

i=1

K - i ? k nE

H estadistico Z Mh=RE Z_' _n (il en el calculo)
(=B =8
= e :

i=1

Se plantea la hipdtesis nula H; : * La distribucion tedrica representa a la

-

=
Para ajustar los datos obtenidos en
una muestra a una distribucion de
Poisson hay que considerar:

Vv &
X

k)= =¥)

Se establece la hipotesis nula H, :

“La distribucion empirica se ajusta a la normal™

1. Se utilizan intervalos de clase convenientes, clasificando los datos
en una distribucion de frecuencias.

M- ’
ITHE D TN

5

2. Se calcula la media y la desviacion tipica. Partiendo de la normal

Mumero intervalos = ﬁ Amplitud intervalo =

N{p=%, o=o, ) se hallan las probabilidades de cada uno de
los intervalos. Asi, en el intervalo [a, b):

p|=P[ 1{—h_“]
o

3. Se calculan las frecuencias esperadas, multiplicando las

.;—|.|.£:~:—|.|.{I::|—|.|. _p|2ks
o o o o

probabilidades por el nimero total de datos (e, =n.p,)

4. Si el estadistico

- 2
2 E i, —e)”
K—p—1= T
=
i=1 S

Se acepta la hipotesis nula, concluyendo que los datos muestrales
siguen una ley normal N{p, o} con un nivel de confianza (1-a)

K n:-.: .
) [
E E_ n< 1-::_,|-:—p—l

=

p=2 = numero de parametros que hay que calcular (p, o}

Para ajustar los datos
obtenidos en una muestra
a una distribucion normal
N{p=% , o0=0_}




" -
a) El test de la Chi-cuadrado se puede aplicar en s tuaciones donde

se desea decidir si una serie de datos (observaciones) se ajusta
0 no a una funcion tedrica previamente determinada (Binomial,

Poisson, Mormal, etc.)

b} Es necesario que las frecuencias esperadas de las distintas e
modalidades no sea inferior a cinco. 5i alguna modalidad tiene Obs ervaciones
una frecuencia esperada menor que cihco se agrupan dos o f_ﬂilil:ill:iﬂﬂ

mas modalidades contiguas en una sola hasta conseguir que

e -
la frecuencia esperada sea mayor que cinco. \hé

c) Los grados de libertad de la Chi-cuadrado dependen del numero
de pardmetros que se neces itan hallar para obtener las frecuencias
esperadas. En este sentido, 5i se requieren hallar p parametros,

los grados de libertad son {k—p ) 5i las modalidades son

independientes ¥ {k — p—1 } cuando las modalidades son excluyentes.
" 2

[TABLAS DE CONTINGEWNCIA: CONTRASTE DE DEPENDENCIA O INDEFENDENCIA)?

e Er
Cuando se desea comparar dos caracteres (% Y) en una misma poblacion que admiten

las modalidades: X {x,, %, ,---, % ,---, % ) e Y{y,vy,, -, ¥; 0" s Vim ) & toma una muestra
de tamafio n, representando por n. el numero de elementos de la poblacion que presentan

la modalidad = . de X e v de ¥

K1 My Mz My - My, n,.
K3 Mz Mz Ny -- Mzq MNza
N My M2 3 n 50 L. Mim
Xy My 1 Mz - Ny; -- Ny My .

m
E n--. n-l n-: el n-j STl n-rl'- ]
_|=].

Se plantea la hipotesis nula H, : “ No existe diferencia entre las distribuciones empiricas de X e ¥ "
Bajo la hipotesis nula, en cada frecuencia observada n. {i=1,---, k ; j=1,---,m) de latabla de

contingencia (k x m} hay una frecuencia esperada (e, ) que se obtiene mediante la expresion:

jad My T
Ei = p_l ¥ =—-—- dDI‘IdE p5i= ¥
] 4 f ! i i




Agrupando frecuencias observadas
y esperadas en la tabla de

contingencia (k x m)

v k
X ¥1 ¥z 3 'Il"J -- Yo E r1|i-
=1
nll nl'\- nj_, I‘.'IJ.I'I'l n
) -- -- lm
{eg,) {e:) (e} (e )
. M3z N2z N My -- Mam .
2 2-
{2} {e::) {EEj} ez )
My Mz n; (- i
M- g T e
{e;y) {e;) {e. .} (e, .}
" My Mz Ay i My y
" - m
CTEY, (2.5} {E-“} (e, .}
ITi
E n-ll n.l H-E L n_J e I"'I-m n
=1

i ™y
Las condiciones necesarias para aplicar el test de la Chi-cuadrado
exige que al menos el 80% de los valores esperados de las celdas
Sean mayores gque 5.
Cuando esto no ocurre hay que agrupar modalidades contiguas
en una sola hasta lograr que la nueva frecuencia $ea mayor
que Cinco.
b ~
' ™
[CDNTRASTE DE } El estadistico de contraste observado:
2
HOMOGENEIDAD |e , [conTRASTE DE ; saing e
™ INDEPENDENCIA Eik—1icim-1) _ZZ 5
i

e

sigue aproximadamente una Chi—cuadrado
con{k—1)x{m-—1) grados de libertad.




(HoM DEENEIDAD:I p

Contraste de Homogeneidad:

Se plantea la hipdtesis nula Se acepta H, si:

Hy: Mo existe diferencia significativa entre % Eik—1)xim-1) < X, (k=1 x(m-1)
las dos distribuciones empiricas a un
nivel o

[INDEFEND'IENCIA:I

Contraste de Independencia:

ﬂ_‘ 5e plantea la hipotesis nula
P,

Se acepta H, si:

2 2
Eik—1)x(m-1) = Xa, (k—1) x (m—1) - 2 g
ot ' bl e b H,: Las dos distribuciones empiricas

son independientes a un nivel @

2
En el calculo es muy itil la igualdad:

. k m {nij_Elj}E k m nE
e R SR

i=1 j=1 =1 j=1 Y
" -




TAELAS COHTIHGEHCIA
2x2 y 2x3

Para las tablas de contingencia 2x2 y 2x3 se obtienen
farmulas sencillas de la Chi-cuadrado wtilizando

inicamente las frecuencias observadas

%
¥
g ¥1 ¥z ?
2_r1{r'|“:-u:n22 =
=
My Mz Nz Mz i :
Se acepta Hy sit ¥ € Xe 1
n-l n-E n
' ¥ ¥ W
1 2 £
b
%1 Ny Nz Ny Na
My Mz Nz r N2m
Moy Mgz Naz n
2 2 2
; n | ny nys ns n |1 N Ngp
t: = + + + + =
r'l]_- n-]. nIE n-3 nEI n-l n-z n-3
L 2 2
5e acepta H; si: ¢; < ¢, :




de YATES

[Fa[:tur de correccian |

Cuando la muestra es pequefia (n<40) se hace aconsejable
el uso de la Chi-cuadrado con el factor de correccion de
continuidad de Y ates:

n; <e;; — n;+0,5
Factor de correccion ' ; '

M By o My 0,5

2
n
; RN A |r"11 X Nzz— My X ”zll_E
S TR

S

La correccion de Y ates se hace cuando el nimero de grados
de libertad es 1.

n
La correccidon no es valida cuando |”u K- Myp — Mz X ”zll - 3
b

Para una tabla de contingencia de 2«2 la correccion de Yates:

Coeficiente de
CONTINGENCIA

J

”
Es una medida del grado de relacion o dependencia

entre dos caracteres en la tabla de contingencia,
ze define:

de verosimilitud

[Test G de la razﬁn] 5 mayor entre X e Y

Mayor valor de € indica un grado de dependencia

-~

El test de contraste de independencias por la razan de
verosimilitudes {(test G) es una prueba de hipotesis de la
Chi-cnadrado que presenta mejores resultados que el de
Pearson. 5e distribuye asintdticamente con una variable

aleatoria Chi-cuadrado con (k—1) x{m—1) grados de
libertad.

k m
n
5e define el estadistico G=2 Zn._ 5 In [—]
: =

=] _=]_
5e plantea la hipotesis nula

Hy: Las dos distribuciones empiricas
zon independientes a un nivel @

S5e acepta H, si:

L mi n : 2
G=EZZH_: v In [—] < Xa, (k—1)x{m—1)
] e

i=1 j=1




Variables
CUALITATIVAS Tabla de contingencia con

. . *| frecuencias esperadas pequefias
[‘u’ariahles ] , e
5

dependiente

Test de I'uh:Hemar]

Test exacto de Fisherj

=l

-

La prueba de Chi-cuadrado es aplicable a los datos de una
tabla de contingencia solamente =i las frecuencias esperadas
son suficientemente grandes { al menos el 80% de las celdas en
una tabla de contingencia sean mayores de 5].

Del mismo modo, cuando los datos exhiben algiin grado de
dependencia, el test Chi-cuadrado no serd el método apropiado

para contrastar la hipotesis nula de independencia.

En estos casos, se puede recurrir al test exacto de Fisher y al
test de McHemar como alternativa estadistica del test de
Test de Chi-cuadrado.

McHemar

IIF L] L} L3 L] L]
El test de McHemar se utiliza para decidir si se puede aceptar
o no que determinado tratamiento induce un cambio en la

respuesia de los elementos sometido=s al mismo, y es aplicable
a los disefios del tipo antes-después en los que cada elemento
actila como su propio control.

e

-~ x 3 : =
Consisten en n observaciones de una variable aleatoria
bidimensional (X, ¥}

La escala de medicion para X e ¥ es nominal con dos

categorias, tales como positivo o negativo, hembra o macho,
presencid o ausencia, que se pueden denominar @ y 1.

A



Los casos que muestran cambios entre la primera ¥ segunda
respuesta aparecen en las celdillas b y c.

X L4 Total
+ ™
. + a b a+b
= ' d c+d
Total a+c b+d n

Un individuo es clasificado en la celdilla b si cambia de + a —,
en la celdilla a cuando la respuesta es + antes y después,

en la celdilla d cuando la respuesta es — antes y después
5e plantea la hiptosis nula:

H; ¢ “El tratamiento no introduce cambios
zignificativos en la respuesta”™

r‘; <

En el test de McHemar para la significacion de cambios solamente interesa conocer las

celdas b y ¢ que presentan cambios. Puesto que (b+c ) es el nimero de individuos que
cambiaron, bajo el supuesto de la hipdtesis nula, se espera que (b+c)/ 2 casos cambien

en una direccion y {b+c)/2 casos cambien en otra direccidn.

B Estadistico de contraste si (b+c) < 20

I:-‘-:-‘itm & b

sl g B 2
Se acepta H, sit Enichemar = b€ Xam 1

B Estadistico de contraste si {b+c) 2 20

;_- 2 _ (b—c)
Xnichizmar = e
b +¢c
2
z 2 o dm {b—c) 2
Se acepta H, sit Xuetamar = B = ——— € Xajz, 1
b +¢c

La aproximacion muestral a la distribucién Chi-cuadrado es mis precisa si se realiza la

correccion de continuidad de Yates {ya que se utiliza una distribucidn continua para
aproximar una distribucion discretal.

2
. ;| | h—c |— 11
Estadistico corregido: Xucherar= X1 =

b +c¢

: . [ |b=e|=1) :
Se acepta H, si: Xwctiemar = B = b vn “Xaiz, L




51 las dos variables que se estan analizando son dicotomicas, ¥ la frecuencia
esperdada es menor que 5 en mas de una celda, no resulta adecuado aplicar

el test de Chi-cuadrado, aunque =i el test exacto de Fisher.

El test exacto de Fisher permite analizar si dos variables dicotomicas estan
asociadas cuando la muestira a estudiar es demasiado pequena ¥ no cumple

las condiciones necesarias para que la aplicacion del test de Chi-cnadrado
zed idonea.

X L Total
Y1 Y2
%, a . b (a+b)
o c ; d (c+dj
Total {a+c) (b +d] (n)

El test exacto de Fisher se basa en evaluar la probabilidad asociada a cada una de las tablas
2x2 que se pueden formar manteniendo los mismos totales de filas ¥ columnas que los de la
tabla observada. Cada uno de estas probabilidades se obtiene bajo la hipdtesis de
independencia de las dos variables que se estan analizando.

La probabilidad asociada a los datos que han sido observados viene dada por:

(at+b ! {c+di! {atc)! {b+d)!
p:
n! al bl e! d!

La formula general de la probabilidad descrita debera calcularse para todas las tablas de

contingencia que puedan formarse con los mismos totales de filas ¥ columnas de la tabla
observada.

El valor de la p asociado al test exacto de Fisher puede calcularse sumando las

probabilidades de las tablas que resulten menores o iguales a la probabilidad de la tabla
que ha sido observada.

El planteamiento es bilateral, es decir, cuando la hipodtesisalternativa asume la
dependencia entre las variables dicotomicas, pero =in especificar de antemano en qué

sentido se producen dichas diferencias, el valor de la p obtenido se multiplica por 2.

-,




Los coeficientes mas utilizados en variables dicotdomicas son
los de correlacion Phi ¢l y O de Yule.

Estos coeficientes tienen algunas propiedades comunes de interés:
4l Estan normalizados, las magnitudes no dependen del tamafio de la tabla.

bl 5on muy sensibles a la distribucion empirica observada, traduciendo
concentraciones de casos en algunas celdas en magnitudes.

c} Tienen un recorrido tedrico entre [—1,1] indicando situaciones de

asociacion perfecta ¥y de independencia estadistica.

Los coeficientes l1JI ¥ O de Yule se diferencian en la sensibilidad rinconal:

B FE| coeficiente ¢' dlcanza su maximo valor s0lo cuando una de las dos

diagonales se ha vaciado.

El coeficiente O es muy sensible a la existencia de una celda que en
términos relativos se esta vaciando. Su valor maximo se alcanza
cuando en una celda no hay ningiin caso, esto es lo que se conoce

como sensibilidad rinconal.

Y
X Total
Yi | ¥
X, 3 | b (a+b)
o = | d (c+d)
Total fat+e) | (b+d) (n)
Coeficiente Phi: ¢ = ad—be 0 < ¢| <1
Jlatb)(ctd){at+c)(b+d)
Coeficiente Q de Yule: Q = w D=0 =1

ad+ bec
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Métodos 5P55 |
Cuantitativos

rFEntna los contrastes no paramétricos: La prueba de signos y

el test de rangos-signos de Wilcoxon permiten el contraste

de hipotesis acerca de la localizacion de la variable en estudio
respecto a la mediana, no respecto a la media como la prueba
hparamétrica t de Student.

Contraste de Hipotesis
respecto a Ia Mediana

Contraste de

l
rangos-signos Fdreugit:gius : Test rangos-signos
de Wilcoxon _ ' i

de Wilcoxon

La prueba no paramétrica de Wilcoxon sirve para .
rechazar o no la diferencia estadisticamente

L significativa entre dos conjuntos de observaciones

que tienen una distribucidn cualesquiera desconocida.

La prueba consiste en lo siguiente:

al Se calculan las diferencias de dos obserraciones

bl 5e jerarquiza en orden ascendente el valor absoluto de las diferencias

cl 5e suman las jerarquizaciones de las diferencias positivas, denominando

a la suma con el simbolo T, = 5uma de rangos de las D, >0

dy Se calculan los valores criticos T de la tabla para el test de
rangos-signos de Wilcoxon
e} 5i T,<T, , noexiste diferencia significativa entre las observaciones

4 un nivel de significacion o

La prueba de Wilcoxon supone que la distribucion de las diferencias es

continua, simétrica, independiente ¥ que las diferencias tienen la misma
mediana.




-~

i
Se plantean las hipotesis: Hy: M, =k H;:M, # k

Estadistico de prueba:
T,=Suma de los rangos positivos de D. =X —k = E RE bilateral
5e admite la hipotesis nula Hy coando: T, <T_ _

Cuando el tamafno muestral n> 15 se puede vtilizar la

aproximacion normal, ¥ en lugar de T+=ZF{;+ utilizar

como estadistico de contraste

|T+_ E[T+]|
7 =

5 —=> N{0,1)
,Jlr'-..l'ar[T+] e

T,-E[T
S5e admite H, cuando: z | i [+]|

= ;

-

=
S5e plantean las hipdtesis: H,: M, £k H;: M, >k

. T —E T
Contraste Se admite H, coando: z, =¢ Lo
unilateral .Il"ul'ar [T, ]

El calculo del valor experimental del estadistico, se
obtiene:

n.{n+1) n.{n+1).(2n+1)
E[T.]= ——  Var [T.]= o

v n.{n+1}
P 4
Jn.{n+1]l. (2n+1) <ot -t

24 z 48

i=1

T; =ZHT 2 17 =ZH,‘ T=min(T,, T_)

k=niimero de rangos distintos en donde hay empates

t. = niimero puntuaciones empatadas en el rango i-ésimo

-



Prueba de
Wilcoxon

Formulas
complicadas

;Rangos?
zlerarquizacion

j

ek ]
;Hay diferencias en el valor de [53 t"f“““ que] .
las acciones de las sociedades vpr gjemplos ooy
]
en que participa el inversor?
p
|
-
Cotizacién| Cotizacion |Diferencia| Diferencia | L s Rango 4 i
Seeledsd absoluts Diferencias R R
compra actual ] sscendente
o 3
1 10,07 3,92 0,15 0,15 4 2 1,5 15
2 7,7 7,85 -0,15 0,15 3 1 15 | 15
E 398 5,37 =0, 35 0,39 T 3 3 3
4 2,56 1,44 1,12 1,12 3 7 7 7
5 3,05 3,05 [ 0 1
& 4,41 3,32 1,09 109 B [ [+ B
7 6,73 6,46 0,27 0,27 6 A 1 4
a8 185 8,09 -0,24 0,24 5 3 | 3
a 2,95 2,95 0 o 1
95 | 185

fueran diferentes.

de diferencias nulas.

S5e plantea la hipotesis nula

n=1,---,9) 5i exisen valores de |D| repetidos, el rango

los rango= o numeros de orden desde 1 hasta n {en este caso,

Hy: “Ho hay diferencias en el valor de las acciones de las
sociedades en que participa el inversor™

correspondiente serd el promedio de los que se les asignarian si

Cuando hay diferencias nulas no se tienen en cuenta, el tamafo

Para obtener los rangos, los valores absolutos de las diferencias |D;|
g jerarquizan en orden ascendente {de menor a mayor) ¥ se asignan

mue=stiral se reduce en el niimero de observaciones menos el nimero




En este caso, hay dos diferencias nulas y el tamano
muesiral es n=9—2=7, con lo que los rangos o nimeros

de orden vande 1 a 7.
Por otra parte, lasociedad 1 ¥ 2 presentan el mismo valor

|D.| por lo que el rango de cada una de ellas sera el promedio

que se les asignarian si fueran diferentes (1+2) f2=1,5

T,=2 R’ =185 T_=2'R =95

Al tratarse de un contraste 5“'-".2=:"-T25 itrffz:\?’{'zs '
bilateral, la region critica 1 I
tendra dos colas ka2 k./2

PIT, = l-;;_,-zﬂi Laf2 = PIT, % h;J.mJTgin,nﬁ — k;_.mﬁ=z

PLT: 2 I'"u-_-"E,n lfaf2 > P Te = Kygas 7] =1- Pl T8 I""-:u.-:nzs.?l =
=1-0,025=10,975 > k. ,=26
Asi pues, como kj s ;=2 < T, =185 < 26 =k, ;,; ; 5€ aceptala

hipotesis nula, afirmando que no hay diferencias en el valor de

las acciones de las sociedades en que participa el inversor.

Valores criticos para el test de rangos-signos de Wilcoxon

T, = E:, .rango (D |)

=1

' P(T, <k, )= P(T, 2k, )s1-a
i A% |0,005 0,00 0,025 0,05 0,10 |0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
4 - = = = 0 0w - = = =
- - = = 0 2 | B | O —
6 - = 0 2 30| 18 19 2 - -
7 - 0 2 3 5|l B % 8 =
B 0 i 3 5 g8 | 2 A 33 35 36
9 | 3 5 B LT I S 1 a7 4
10 3 5 8 0 14 | 41 45 47 0 52
¥ 5 7 10 13 17 | 49 53 56 5 6l
12 7 9 13 17 21 57 6l 65 69 7
13 9 12 17 21 2% | 65 Mmoo 74 ™ 82
14 12 15 2 5 3 M8 84 90 93
15 |5 19 25 n 1 B U 05 101 105

i notiene por qué coincidir con el nivel de significacién




ZPara demostrar que una

Test de rachas de
muesira es q}leaturia? WaldWaolfowitz

El test de rachas de Wald-Wolfowitz permite verificar
la hipotesis nula de gue la muestira es aleatoria, es

decir, si las sucesivas observaciones son independientes.

H,: La muestra es aleatoria
S5e plantea el contraste:

H,: La muesira no es aleatoria

Estadistico de prueba: R = "Himero de rachas en la muestra"

El contraste se basa en el nimero de rachas que presenta la muestra.

Una racha es una secuencia de valores muestrales con una caracteristica

en comin precedida ¥ seguida por valores que no presentan esa
caracteristica.

En esta linea, se considera una racha la secuencia de k valores consecutivos
superiores o iguales a un valor de corte {media, mediana, moda, ...} siempre

que se encueniran precedidos ¥ sequidos por valores inferiores a este
valor de corte.

-
-

El nimero total de rachas en una muestra proporciona un indicio de si
hay o no aleatoriedad en la muestra.

Un niimero reducido de rachas (el caso extremo es 2} es indicio de que
las observaciones no se han extraido de forma aleatoria, los elementos

de la primera racha proceden de una poblacion con una determinada

caracteristica {valores mayores o menores al punto de corte}] mientras

que los de la segunda proceden de otra poblacion.

De forma idéntica un nimero excesivo de rachas puede ser también
indicio de no aleatoriedad de la muestra.




'l Ty
5i la muestra es suficientemente grande y la hipotesis de aleatoriedad es cierta,

la distribucion muestiral del nimero de rachas R puede aproximarse mediante

und distribucion normal de parametros:

2.MNy . N 2. MNy.ny (2. n;.ns—n
ER)=———= +1 Var(R)= : Z{ S
n n“.{n—1}
. —
R+c—E(R R<ER} = c=0,5
Se acepta la hipotesis nula cuando z, =| (R) |£ X h (R) 2
VariR) R>E{(R}) = c=-0,5

B Cuando hay mas de 10 rachas y el tamafio de |la muestra n> 40 se puede otilizar la

L

aproximacion asintotica de Levene: R il r\.-[
3 a0

2n—1 1r5n—29]

B Cuando n,>10 y n;>10 se puede aplicar la distibucidn asintdtica normal de
n
Wald vy Wolfowitz, denotando por '|r=—1 la proporcion de observaciones de
n

una categoria en la muestra de tamafio n

Se verifica que: B N[E'rl[l—'r}n, .?.T{i—'r]l-,fr;]

El director de una agencia de viajes, para disefar un conjunto de estrategias publicitarias,
estd interesado en tener informacion sobre las edades de los compradores de un

Practica Test
Wald-Wolfowitz

determinado paquete de viajes. Por este motivo, decide registrar la edad de las personas

que compran este tipo de oferta de viajes, obteniendo la secuencia: X

Aleatoriedad
de la muestra

34 26 27 31 28 32 23 26 29 36
40 25 42 23 20 29 31 34 28 24 g
23 35 29 34 32 31 25 24 30 31 y
37 29 28 27 A

~
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Para verificar =i la sucesion de edades es aleatoria, se realiza el contraste bilateral:
H;: La muestra es aleatoria H,: La muestra no es aleatoria

Para ello se acude a la prueba de rachas de Wald-Wolfowitz que permite verificar la hipdtesis

nula de que la muestira es aleatoria, es decir, si las sucesivas observaciones son
independientes.

Estadistico de prueba de Wald-Wolfowitz: R ="Himero de rachas en la muestra™

Como las observaciones son cuantitativas, se construye und sucesion dicotomica asignando
d cada observacion el signo de su desviacion respecto a la mediana muestral, es decir:

D.=X,—m,

Como los datos n=34 (parl, la mediana una vez ordenados los datos en orden ascendente
{(Excel), serd el valor medio de las observaciones centrales {lugares 17 y 18}, con lo coal,

29429
r'|'l.== =29
2
T e e R R
El signode D,=X.— 29 apartir |, _ 4 _ - g 4 4 = =
de la serie original sera: S S SR S
T

Como hay coatro observaciones iguales a la mediana se ignoran y se reduce el tamaiio
de la muestra a n= 34 —4 =30 observaciones, donde:

n, = “Hidmeros con signo positive” =15> 10

n- = “Himeros con signo negativo™ =15> 10

Al ser n;>10 y n;>10 se puede wtilizar la aproximacion normal:

_ 2.15.15

.M, ..n
E(R)=—L" % +1
n 30

+1=18

2.n.0.(2.0;.0,— N 2.15.15. {2.15.15 — 30
hfar{ﬁ}=J 1 A2 00 Y J { }=z,591

n®.{n=1) 30, (30— 1)

_|F{+n:—E{F{]I|_|1E.—1E.|_D
" wvar(R) 2,691

Siendo —2,,,.=—1096 € 2, =0 < 1,96=12, ..

Se acepta la hipotesis nula de aleatoriedad de la serie de edades con
una significacion del 5%




Aleatoriedad *
de la muestra .' e

Distibucion asintdtica
normal de
Aleatoriedad o Wald y Wolfowitz
de la muestra .
| I i3

de una

En esta linea,

=PlzX

en la region de

hipotesis nula

=p[(REk, ) (R2K) 7 N(15, lJﬂ]:P[H_lS{ k1—15] i P[F:—J;E} k2-15]

k, —15] ky,—15
+ Plz2 =0,025+0,025
2,74

Zn n 2.15.15
El niimero de rachas E(R)=—1 2 4 1=_""""

Cuando n,>10 y n,>10 se puede aplicar la distibucion asintotica normal

| o 5
de Wald y Wolfowitz, denotando por ¥=- la proporcion de observaciones
n

categoria en la muesira de tamaifo n, se verifica que

R—> N[2y(1-7)n, 27(1-7)fn ]

R—N[2.0,5.(1-0,5).30, 2.0,5.(1-0,5) . {30 | = N(15, 2,74)
Los valores criticos k; y k; se determinan con el valor de significacion o= 0,05

@ =P[ET1]=P[Rechazar H, | H, Cierta |=P[|R| / N(15, 2,74) ]=

2,74~ 2,74 2,74~ 2,74

2,74

[l 1] —k, +15 —k,+15
mPlzs Ll "=z " |=0,025 » 1 _"=19 — k =963
I 2,74 | 2,74 z
[ k,—15] k, —15
mPlzz 2 =0,025 = — " =196 — k.=20,37
I 2,74 | 74 >

+1=16 5e encuentira
n 30

aceptacidn: 9,63 < R=16 < 20,37 por lo que se acepta la

de aleatoriedad de las edades con una significacion del 5%.

-

Prueba Wald y Wolfowritz

dproximacion asintotica

E"‘I
s ™ -.
Analizar / Pruebas no paramétricas / Rachas / Mediana

El contraste bilateral presenta un

p_valor (5ig. asintdtica bilateral) = 0,655 > 0,05=mo

por lo que se admite la hipdtesis nula de aleatoriedad

de Levene

de la muestra, con un nivel de confianza el 95%
"

d
R 3

Cuando hay mas de 10 rachas ¥ el tamafio de |la muestra n> 40

se puede utilizar la aproximacion asintotica de Levene:

-,

2n—1 16n—29
M ’
[ 3 a0 ]




Contraste rangos-signos
de Wilcoxon

L

=
* El director de la agencia de viajes habia registrado las edades
de las personas que compraron el paquete de viajes:
34 26 27 31 28 3z 23 26 29 36
40 25 42 23 20 29 31 34 28 24
23 35 29 34 32 31 25 24 30 31
37 29 2B 27
:5e puede afirmar que las personas que compran este paquete
de vidjes tienen al menos 30 anos?
e 2

Para aplicar el contraste es necesario suponer que la variable aleatoria X es continua
¥ simétrica respecto 4 su mediana.

5e establece el contraste bilateral: H;:M, =30 H;: M, s+ 30
Estadistico de prueba: T, =5uma de rangos positivos de D, =X, —M, = 3 R"

Cuando el tamafio muestral n> 15 se puede utilizar la aproximacion normal,

y en lugar de 1'+=ZF;'_r . utilizar como estadistico de contraste

|T+_E[T+]| H, :
= —> Ni0,1
. JUEII"[T-}] KRR o
T.—=EIT
Se admite H; si z =M L4

n
. Var [T_,_]
El calculo del valor experimental del estadistico, se obtiene:

n.{n+1} n.{n+1}.{Zn+1)
E[T+]=—4 Var[T,]= -

Para facilitar los calculos necesarios para hallar el estadistico de contraste,
se elabora la tabla siguiente:




1 F 3 4 5 & T B
Ovden % | D =x—-30| =x |o| | Pesicidn |D|| RangoR R R*

20 10 0 | 10 31 315 35

23 -7 23 Fi 27 28,5 28,5

23 -7 13 ¥ 28 28.5 28,5

23 ] [ 23 7 29 285 285

24 -6 i4 & 24 L i5

24 .6 24 B 25 1 F3

25 -3 25 3 21 ad ad

25 -5 15 5 12 22 22

26 .4 26 a 16 18 18

25 -4 ib 4 | 17 18 18

27 3 27 3 14 145 14,5 |

a7 -3 ar 3 13 14,5 14,5

I8 -2 18 | 9 11 11

28 -2 28 2 1a 11 11

28 -2 i8 F 4 | 11 11 11

2 -1 29 T a5 a5

29 -1 a9 | F 4,% 4,%

29 -1 49 i E | 4,5 4,5

29 X 29 1 3 45 45

3} 8 31 1 5 45 45
o8 | 1 [ s ] & ] AS a5

5 | 1 1 1 i 4,% 4,%

31 1 31 1 B 4,5 45

il 1 12 2 12 11 11

2 i 32 F | 13 11 11

2 2 34 a 18 18 13 |

M4 4 M 4 139 18 18

T a 34 a 0 18 18

L & 35 3 23 22 22

35 5 36 B i i5 25

16 B ar 7 30 18,5 18,5

i i 49 10 a2 3.5 315

sl o T — <

42 12 327 FE

En la primera columna se ordenan los datos muestrales de menor a mayvor

La sequnda columna son las diferencias entre los datos muestrales ordenados
¥ la mediana

La tercerda columna son los datos muestrales ordenados, sin tener en cuenta
los datos con diferencias nulas

En la cuarta columna las diferencias absolutas |D||=|xi—’iﬂ|aﬁ4]

En la quinta columna la posicion de |D.| en orden ascendente, empezando
por la mas pequefia.

En la sexta columna los rangos de las diferencias |Di|, cuando hay diferencias
repetidas se asigna el rango medio de ellas.

En Excel:

JERARQUIA.MEDIA{Dato, Columna valor absoluto datos, Columna datos ordenados)




# Cialculo del rango R:

31432
=31,5

La diferencia |D |=1D estd repetida ? veces, el rango es:

14243 +445+6+7+8

La diferencia ||:1 |=1 estd repetida 8 veces, el rango es: = 4,5
i - 7 1 14415

La diferencia |D_|=3 estd repetida 2 veces, el rango es: T=14,5
] ] . . 16 4+17 +18+ 19420

La diferencia |II} |=4 estd repetida 5 veces, el rango es: =18

5

z En la septima ¥ octava columna aparecen, respectivamente, los rangos negativos
¥ positivos.

T_=ZF{_=3-F:? T+=ZF{+=.‘-1-14
Siendo n=33> 15, utilizando la aproximacion nomal, el estadistico de contraste:

n.{n+1) 33.34
4 3

n.{n+1).(2n+1) 33.34.67

=280,5 Var[T,]= = =

E[T.]= =3132,25

|| |23a-280,5]

i ||l.,r,;r[T+] J3132,25

Siendo z_=0,831 < 1,9 =z, ... 5¢ admite la hipdtesis nula H;: M, =30

=0,831




Posicionde Prueba de Signos
la variable Prueba de Wilcoxon

4

Contraste de signos : lisasiaiiie bl
bireha Binamial ocalizacidn de la variable
respecto a la Mediana

i Ty
La Prueba de signos permite el contraste de hipotesis
acerca de la localizacion de la variable en estudio
respecto 4 la mediana, no respecto a la media
como la prueba paramétrica t de 5tudent.

B Contraste bilateral (o de dos colas)

Hp: M. =k H;:M, =k
Los signos positivos y negativos se calculan haciendo las diferencias D, =X, — M,

5,= Himero de signos positivos en la muestra”
S=mm{5,, 5_}
s

= “Nilmero de signos negativos en la muestra®

El estadistico de prueba S=min (5., 5_) bajo la hipdtesis nula H; sigue una

distribucién binomial s—B(n,1/2}: E[g]=n,p=; V[5]=n,p,q=%

Cuando n=> 10 —— S—P-.-[;. E]

: o

Rl RS Bt
: ‘* £ g‘hs—mﬂ—nﬁm|
5e acepta Hy 51 z_= =

% = i: 11:_-'.2
g n 0,5.4/n

4
B Contraste unilateral (o de una cola)
Ho:M. %k Hi::M, >k

{$-0,5)—-0,5.n
= z

<
d 0,5..Jn =

Se acepta Hy si 2




Contraste
*| de signos

' 5
El director de la agencia de viajes habia registrado las edades
de las personas que compraron el paquete de viajes:

34 26 27 31 2B 32 23 26 29 36
40 25 42 23 20 29 31 34 28 24

23 35 29 34 32 31 25 24 30 31 !
37 29 28 27

:5e puede afirmar que las personas que compran este paquete
de vidjes tienen al menos 30 afios?

LS

Suponiendo que la variable aleatoria en estudio X es continua alrededor de
la Mediana se establecen las hipotesis:

Hy: M. = 30 H;: M, # 30 ({(contraste bilateral o de dos colas)

5= Himero de signos positivos en la muestra"
Denotando por: S=rmin {5, 5_}

5_="Himero de signo= negativos en la muestra"

Los signos positivos y negativos se calculan haciendo las diferencias 0. = X. — M

El estadistico de prueba S=mm {5, , 5_) bajo la hipdtesis nula sigue una

distribucion binomial

n 3
5—Bin,1/2): E[-s.]=r~..;:.=E ~.|'[-3]=r-|.p..q=E
Bl non
Cuando n es suficientemente grande n> 10 ——> Smh[E, E]
; ? 5 |{5—D.5}—D,5.n|{
e acepta H, cuando: z_= 4
] U.ﬁ.ﬁ )
Se calculan las diferencias D. = X.— 30
Como hay una observacidon igual a 0 v : ; T _ T l_ : r "_' 5,=14>10
e reduce el tamafio muestral a TP PR AT WP - 0 - e

n=33—1=33 > 10 observaciones. e i 5 = min{14, 19) = 14

Al zer n suficientemente grande se puede vtilizar la aproximacion normal.
(14 — 0,5) - 0,5.33 |

0.5:4/33

S5e acepta la hipotesis nula Hy: M, = 30 afirmando que la mitad de las personas

Siendo 2 =

=1,08 < 1,96 =z, ..

que compran este tipo de viajes tienen 30 afos.




Contraste unilateral a la izquierda Contraste unilateral a la derecha

Hy:M, <30  H @M, 230 Ho:M,. <30 Hy:M,>30
_ I_E"EE ‘- lr_.” '—E :-
R.C R.A R.A R.C

e acepta H; cuando E F—E S5e aceptia H; cuando L1

En el contraste unilateral a la izquierda {cola a la izquierdal: H_: M, =2 30 H;: M, <30

_{5-0,5)-0,5.n

p D.5.JT‘I Foiy

zg¢ acepta la hipdtesis nula si: z

En consecuencia, siendo

{14 — 0,5) — 0,5. 33
oo i =—1,08 >—1,645=1_

se acepta la hipotesis nula, la mitad de las personas que compran este tipo de

viajes tienen al menos 30 afos.

- Analizar / Pruebas no paramétricas / Binomial
Punto de corte: 30

El p_valor (5ig. asintdtica bilateral) = 0,392 > 0,05 =
=/ |con lo que se acepta la hipdtesis nula Hy: M, = 30

; {contraste bilateral o de dos colas)
.

Para realizar el contraste unilateral ala izquierda:

Hg: M_ 230 H;: M, < 30

. ci b . . : 0,392
p_valor (Sig. asintdtica unilateral izquierdal=1-— =0,804 > 0,05=u

Concluyendo que las personas que compran este pagquete de viajes tienen
al menos 30 anos.

Contrastes
Hormalidad

olmogero] +  [shapiro
x o -WHlk
:; T
Lilliefors | *

5i se hubiera optado por un contraste paramétrico de la variable
X ="Edad de las personas que compran el paquete de viaje™

I tendria que haber realizado primero un contraste de

normalidad de los datos obtenidos.

Se recurre 4 los contrates de Kolmogorov-Smirnov, Shapiro-Wilk,
o Lilliefors.

LS




Contraste normalidad
de Shapiro-Wilk

Cuando los datos no estan agrupados y el tamafio muestral
e5 pequefio no se utiliza el test de la Chi-cuadrado de Pearson
de bondad de ajuste, sino los contrastes de normalidad de
Lilliefors ¥ de Shapiro-Wilk.

Contraste de normalidad de Shapiro-Wilk .

Sea una muestra aleatoria simple de tamafno m{x, %;,---, %}

# Contraste bilateral (o de dos colas)

5e establecen las hipotesis:

Hy: La muestira procede de una distribucion normal
H,: La muestra no procede de una distribucion normal

=
T £
k

Za--{ﬂ,_.ﬂ—ﬁ_}
=1 { nf2 n par

Estadistico contraste: W = k=

n

Pl

=1l

in—-1}/2 n impar

% = Estadistico ordenado de orden i

_ Coeficientes paracada(x, _,,,— ¥}, con{n,i=1,2,..,k ) valores de la
Tabla de Shapiro-\tilk

1]
I

5e rechaza la hipotesis de normalidad H; cuando W < W, _ {(valor critico de

Shapiro-Wilk)
L .




Coeficientes a, del test W de Shapiro-Wilk de normalidad
valores de los coeficientes a; del estadistico de Shapiro-Wilk de normalidad:

&
Z“r{ Kin-ion ™ x:-‘:-];

i=1

W=

i{x| i I}I

=1

1 07071 07071 06872 06646 06431 06233 06052 05888 05739
1 0,0000 01667 02413 02806 03031 03164 03244 03291
3 00000 00875 01401 01743 01976 02141
4 00000 00561 00947 0,1224
5

n
\ 11 11 13 14 15 16 17 18 19 20
i

05601 05475 05359 05251 05150 05056 04968 04886 04308 04734
0335 03325 03325 03318 03306 0329 03273 03253 03232 0321
02260 02347 02412 02460 02495 02521 02540 02553 02361 02565
01429 0,1586 01707 01802 0,878 01939 01988 02027 02059 02085
00695 00922 01099 0,140 01353 0,1447 01524 0,1587 01641 0,1686
00303 0053 00727 00880 0,1005 01109 01197 01271 0,1334
00000 00240 00433 00593 00725 00837 00932 01013

00000 00196 00359 0049 00612 00711

00000 00163 00303 00422

0,0000 00140

R N T




;La muestra es

aleatoria respecto| |Test de rachas de

a un valor?

Wald-Wolfowitz

El test de rachas de Wald-Wolfowitz permite verificar
la hipotesis nula de que la muesira es aleatoria, es

decir, 5si las sucesivas observaciones son independientes.

El contraste se basa en el nimero de rachas que presenta la muestra.

Una racha es la secuencia de k valores consecutivos superiores o
iguales a un valor de corte {media, mediana, moda, ...) siempre que
ze¢ encuentran precedidos y seguidos por valores inferiores a este
valor de corte.

H,: La muestra es aleatoria
5e plantea el contraste:

H,: La muestra no es aleatoria

Estadistico de prueba: R = "Himero de rachas en la muestra™

Cuando el niimero de rachas R = 10 y el tamafio de la muestra es

pequefio se utiliza 1a distribucion de probabilidades para el test
de rachas de aleatoriedad.

N, = Himero de valores observados que superan a esta cantidad

N; = Hilmero de valores obhservados inferiores a esta cantidad

Con los valores n; ¥ n; se va ala Tabla de rachas de Wald-Wolfowitz
para determinar el menor (k; } y el mayor entero (k; }, respectivamente,

de la region critica del contraste, que verifican:

Region critica w2

1
del contraste T
.I;-

PIR<k, )=

~l g

P(R2k,) =

w1 A

S5e acepta la hipotesis nula cuando k, < R <k,




Distribucion de probabilidades para el test de rachas de aleatoriedad
funcién de distribucidon del mimero total de rachas R

P(R = r) en una muestra de tamafio n =n, +n, para el test de rachas de
aleatoriedad de Wald-Wolfowitz

r,

n-

2 3 4 - (] 7 . ] 10 1n 12 13

e dn e de o B e Lel b Lab Gl Gl bl el Lk Pl Pub el B Bl Bl Bl

02000 0,5000 0,9000 1,0000

0,1333 0,4000 0,5000 1,0000

0,0952 0,3333 0,7143 1,0000

0,0714 02857 0,6429 1,0000

0,0556 02500 0,5833 10000

0,0444 02222 0,5333 1,0000

0,0364 02000 04909 10000

00303 01818 04545 1,0000

0,1000 0,3000 0,7000 09000 1,0000

0,0571 02000 05429 08000 09714 1,0000

0,0357 0,1429 04286 0,7143 09286 1,0000

0,0238 Q1071 03452 0,6429 08810 1,0000

00167 00833 02833 0,533 0,333 1,0000

0,0121 00667 02364 0,5333 07879 1,0000

00091 00545 02000 04909 0,7454 11,0000

0,0070 0,0454 0,1713 04545 0,7063 1,0000

0,0286 0,1143 0,3714 06286 08857 0,9714 1,0000
00159 00714 0,2619 05000 07857 09286 05921 1,0000
0,0095 0,0476 0,1905 04048 06905 05810 09762 1,0000
0,0061 0,0333 0,1424 03333 0.6061 0,8333 09545 1,0000
0,0040 00242 0,J091 02788 0,5333 0,7879 09293 1,0000
0,0028 00182 0,0853 02364 04713 0,7454 09021 1,0000
0,0020 00140 0,0679 02028 04186 0,7063 05741 1,0000

o
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pequenas Test normal
A Shapiro-Wilk
= ]

3
Test rachas . . La tabla adjunta presenta las cotizaciones maximas de las acciones
Wald-Wolfowitz e Sy : 2
de una compaiia durante los iltimos diez dias del mes de octuobre:

14,47 12,63 15,12 17,75 18,05 17,1 13,42 20,4 19,3 17,4

Con un nivel de significacion del 10%, ;se puede decir que |la muestra
e¢s aleatoria con respecto a la media de cotizaciones alcanzada en el
mes anterior que fue de 17,5 euros?

Utilizando el contraste de Shapiro-Wilk, con un nivel de significacion

del 5%, se puede afirmar que las acciones se encuentran normalmente
distribuidas.

b
-

m 5e utiliza el contraste de rachas de Wald-Wolfowitz

Se establece el contraste: H,:“La muestra es aleatoria® Hy : “La muestra no es aleatoria”

Estadistico contraste: R = Himero de rachas

Para obtener una sucesion dicotomica se compara cada observacion con 17,5, sustituyendo
el valor por el signo 5 cuando el valor observado supere a esta cantidad o por el signo |
cuando la observacion sea inferior a 17,5.

En caso de haber alguna observacion igual a esta cantidad se ignora ¥ el tamafio de la
muestra se reduce convenientemente.

14,47 | 12,63 | 15,12 | 17,75 | 18,05 | 17,1 | 13,42 | 20,4 | 19,3 | 17,4

| | | 5 5 | | 5 5 |
La sucesion dicotomica queda: Il | 55 |II| '3'3| | = R=5
n, = Himero de signos 5 =4 nN; = Himero de signos 1 =6

Region critica ""':21
del contraste |

Ry

[+
2

P{R<kK, )= PIRZk, )=

=R
P | B

-,




Utilizando la tabla para el test de rachas de aleatoriedad:

Distribucién de probabilidades para el test de rachas de aleatoriedad
funcion de distribucién del nimero total de rachas R

P(R = r) en una muestra de tamafio n =n, +n, para el test de rachas de
aleatoriedad de Wald-Wolfowitz

n

2 3 4 - ] 7 8 9 10 11 12 13

02000 0O,5000 0,9000 10000

0,1333 04000 0,8000 1,0000

00952 03333 07143 1,0000

D074 02857 06429 01,0000

0,0556 02500 05833 1,0000

00444 02222 0,5333 1,0000

00364 0,2000 04909 10000

00303 0IB1E 04545 |1,0000

00000 03000 07000 09000 1,000

00571 02000 05429 08000 09714 10000

00357 01429 04286 07143 09286 | 0000

00238 01071 03452 06429 OEEID 0000

00167 00833 02833 05833 08333 | 0DO0

00121 00667 02364 0,5333 0.7879 1,0000

0,0091 00545 02000 04909 0,7454 |,0000

00070 00454 01713 04545 07063 1,0000

00286 01143 03714 06286 O0REST 09714 1.0000
00159 00714 02619 05000 0,7857 09286 0,9921 1,0000
[0,0095 00476 01905 04048 06905 08810 09762 1.0000
00061 00333 0,424 0,3333 06061 08333 09545 1,0000
0,0040 00242 00091 02788 0,5333 0,7879 09293 1.0000
00028 00182 00853 02364 04713 0,7454 09021 1,0000
0,0020 00140 00679 02028 04186 07063 08741 1,0000

=

—
O ND 00 ) B LA B O WD 00 ) O LA d e O WD D0 ] M A B el

e i b e e ol e LeR el Lab Dl Had Ll Led Lad Bl B b Bl bl B Bl B

P{R £ 3}=0,0476 £0,05 P{R £ 4 }=0,1905> 0,05 =¥ k, =3

P{R%7)=0,8810 — P{R2 B)=1—0,8810=0,1190> 0,05
PR 8)=0,8762 — P(R2 9)=1-0,9762=0,0238<0,05

Region critica “-3‘:'5'51
del contraste 1

Con una significacion del 10% se acepta la aleatoriedad de la muestra de cotizaciones

respecto 4 la media historica alcanzada el mes anterior.

_ Analizar / Pruebas no paramétricas / Rachas

Personalizado: 17,50

El p_valor (5ig. asintdtica bilaterall =0,833>0,10=
con lo que se acepta la hipdtesis nula de aleatoriedad

de la muestra.




Test de normalidad
de Shapiro-Wilk

"
Habiendo demostrado que la muestra es aleatoria, hay que analizar

=i la cotizacion de las acciones en los 10 dias siguen una
distribucion normal.

14,47 12,63 15,12 17,75 18,05 17,1 13,42 20,4 19,3 17,4

b

® Contraste de normalidad de Shapiro-Wilk
5e establecen las hipdtesis:
H;: La muestra procede de una distribucion normal

Hy: La muestra no procede de una distribucidn normal

2
k

Zai'{Hn—.+l_Hi}

e iy nf2 n par
Estadistico contraste: W = k=

z“: ; {in—1}/2 n impar
{Hi_?}
i=1

%; = Estadistico ordenado de orden i

i Coeficientes paracada(x, _. ., — %}, con{n,i=12,..,k ) valores de la
Tabla de Shapiro-Wilk

S5e rechaza la hipotesis de normalidad H; cuando W < W, | (valor critico de
Shapiro-Wilk)

Para calcular el estadistico W se organizan las operaciones en la siguiente tabla:

5 Kn—i+1 K Kn—i+1— % d; 3.-{:':p_5+1_?‘:;}
20,4 | 20,4 | 12,63 7,77 0,5739 4,4592
19,3 | 19,3 | 13,42 5,88 0,3291 1,9351
18,05 | 18,05 | 14,47 3,58 0,2141 0,7665
17,75 | 17,75 | 15,12 2,63 0,1224 0,3219

174 | 178 | 171 0,30 0,0399 0,0120
17,1 7,4947
15,12 _ :

:

ok Z;;. (x _.,, —x )| =7,4047% =56,1705
13,42 L
12,63




Coeficientes a, del test W de Shapiro-Wilks de normalidad
"
2 3 4 5 6 1 8 9 10
i

1 07071 07071 06372 06646 06431 06233 06052 05888 | 0,573
2 00000 01667 02413 02806 03031 03164 03244 | 0,329]
3 00000 00875 01401 0,743 01976 | 0,2141
4 0,0000 00561 00947 | 01224
5 0.0000 | 0,03%9

10 10
1 ) et
5e calcula: 5E =E E (% — X ]I2 =6,5147 — E (%, — ]I2 =58,6323
i=1 i=1

Asi pues: W =

Siendo W =0,957% > 0,869 =W, ), ,;, se acepta la hipotesis nula de normalidad,

con un 10% de significacion.

Valores eriticos del tesi W de Shapiro-Wilks de normalidad
PIW < W, ]=

Mivel de significacidn a
0,01 0,02 0,05 o010 0,50 0, 5 0,95 0,98 0,59

0,753 0,756 0767 0789 0959 0,998 0999 1,000 1,000
0GET 0,707 0,744 0,792 0,935 0987 05932 (094 R
0686 0715 0762 0806 0927 0979 0986 0991 0,993
0,713 0,743 0,788 0826 0927 0974 0981 0,986 0,989
0,730 0,760 0,803 OE3E 05928 0972 0579 0,585 0,988
0,749 0778 0818 0851 0932 0972 0978 0934 0,987
0,764 0,791 0,829 0£59 0,935 0972 0978 0934 0986
0,781 0,806 0f42 0865 0,938 0972 0978 0,983 0.986

2

S 00wl U e G

[_ Analizar / Estadisticos descriptivos / Explurar]

El p_valor (5ig. asintdtica bilaterali = 0,762 > 0,10 =
con lo que se acepta la hipdtesis nula de que la muestra

procede de una poblacion normal.

5P55 muestra las Pruebas de normalidad
de Kolmogorov-5mirnov con la correccion

de Lilliefors, ¥y de Shapiro-Wilk

:
Para muestras pequefas se recomienda la Prueba de Shapiro-Wilk.

Para muesiras mayvores se aconsejd Kolmogorov-Smirnov con la
correccion de Lilliefors.

Ho se utiliza la Prueba de Kolmogorov-Smirnov sin la correccion

de Lilliefors por resultar muy conservadora (en casi todas las
ocasiones se acepta la hipotesis nula)




Contraste
de normalidad
de Lilliefors

FLa Prueba de Lilliefors para una muestra es un prucedimientuﬁ
de "bondad de ajuste”, que permite medir el grado de
concordancia existente entre la distribucion de un conjunto

'de dato= y una distribucidn tedrica especifica.

La Prueba de Lilliefors para una muestra se utiliza para
comprobar =i una variable se distribuye normalmente.

—

El estadistico del contraste de Lilliefors es el mismo que para el de Kolmogorov-Smirnov,
pero construido sobre valores tipificados.

Para realizar el contraste a partir de la informacidn muestral {X,, X5, -, X}
5e plantea el contraste bilateral:

He - La muestra procede de una distribucion normal con media ¥
“" desviacidn tipica desconocidas

H,: La muestra no procede de una poblacion normal
0 bien, si F(x) es |la funcidon de distribucion desconocida de X, entonces:
Hy: Fix) es la funcidn de distribucion de una normal

H,: F{x) no es la funcidn de distribucion de una normal

S g e b
El estadistico de contraste sobre los valores tipificados z = es:

[l
=

D =max

F {z) — Fy(z) |
5e construye una tabla ordenando las observaciones ¥ calculando

F;(z,) ¥ F{z )} ¥ creando las columnas a =|F (z. ) — FJ{I:}| ¥ b =|F,{z__lj-— FJ{I.]'|

F,(z.)=Funcién de distribucion de una H{D,1) — Excel: DISTR.HORM.ESTAHD(Z. )

% oh i Mz
F (z,)=Funcion de distribucion empirica de la muestra tipificada: F,{z,}=" L )
n n

5e acepta H, si: D, =n‘..;i-:-:| Flz)—Fy(z;) | = maxfa, b;) < Dy ., (valor critico tabla de Lilliefors)




Correcciion de Lilliefors para Normalidad

Nivel de significacion o
020 0.15 .10 0,05 0,01
0300 0319 0352 0381 0417
0285 0.0 0315 0337 0 405
0265 0IM 0.294 0319 0364
0247 0258 0.276 0.300 0348
0233 0.244 0.261 0285 033l
0233 0.233 0.249 0.271 0311
0215 0224 0.239 0258 0.204
0206 07 0230 0.249 0284
0.199 0.212 021 0.242 0275
0150 0_M02 214 0234 0268
0.183 0.194 0.207 0.227 0261
0177 0187 o2m 0.220 0257
0173 0.182 0.195 0.213 0250
01 0.177 0.189 0.206 0.245
0.166 0.173 0.184 0.200 0.239
0163 0169 o1 0195 0235
0160 0166 0174 0.190 0231
0157 0.162 0.170 0186 0.226
0154 0158 0.16ET 01s2 0220
0150 0.154 o6 0.179 0213
01446 0151 0161 0176 0207
0142 0.147 o158 0.173 0200
0139 0.145 0155 0171 0197
0137 0.143 0.153 0.168 0194
0133 0.140 015 0.166 0.192
0133 0.138 0147 0.163 0190
0131 0.136 0144 016l 0187
n>30 | 0736,/ /n o788/ /n 0.805/.fn 0,886 /.fn 1031/fn




Contraste
de normalidad
de Lilliefors

-

5e sabe que la muestra es aleatoria, hay que analizar si la

cotizacion de las acciones que se¢ muestran durante 10 dias
ziguen una distribucion normal.

14,47 12,63 15,12 17,75 18,05 17,1 13,42 20,4 19,3 17,4

e

m Contraste de normalidad de Lilliefors

5e plantea el contraste bilateral:

H;: La muestra procede de una distribucion normal

H,: La muestra no procede de una distribucion normal
Estadistico contraste para valores tipificados: D_ =m.i:-:| Fl{z)-F(z) |= max{a. , b}

donde a=|F:,{z_JI—Fﬂ{I:}| ¥ h_=|F:.{I:]'—F.11_1]'|

F,{z.)=Funcion de distribucion de una H{0,1)— Excel: DISTR.HORM.ESTAND (. )

n? obzervaciones MN{z
F (z.)=Funcion de distribucion empirica de la muestra tipificada: F (z, )= = (z)
n

Se acepta H, si: D, =nté:-:| E.{z )—Fy(z;) | =maxf{a;, b} € D; , (valor critico tabla de Lilliefors)

Para determinar el estadistico de contraste se construye una tabla donde se ordenan los datos,
tipificando cada valor, con los siguientes calculos previos:

1
1 165,64 1 ,  2802,2936
A=K Y X =A6;568 = il ¢

10 — 10 1o ' 10

= 280,22936

S =IT=5:514? g, =./6,5147 =2,5524
M x.— ¥ % — 16,564
Yalores tipificados: .= =
5 2,5524




Excel:
DISTR.HORM.ESTAHD{Z }

]

X : Efz) Riz) 3 =|FRiz)-Fiz)||b=|Riz)-Flz_)
12,63 |-1,5413 | 0,100 0,0616 D,0384 0,0616
13,42 |-1,2318 | 0,200 0,1090 0,0910 0,0080
14,47 |- 0,8204 0,300 0, 2060 0,0940 0,0060
1512 | —0,58657 D, 400 0,2858 D,1142 0,0142
17,1 0,2100 | 0,500 0,5832 0,0832 0,1832
17,4 0,3275 0,600 0,6284 0,0284 0,1284
17,75 0,4647 | 0,700 0,6789 0,0211 0,0789
18,05 D,5822 | 0,800 0,7198 0, 0802 0,0198
19,3 1,0719 | 0,900 D,8581 0,0419 0,0581
20,1 1,5029 | 1,000 0,9336 0,0664 0,0336

D, = max(a ,b)=0,1832 < 0,239 =D, ;; ,;, (Valor critico tabla de Lilliefors)

Por lo que se acepta la hipdtesis nula de normalidad para la muestra, con un nivel de

significacion del 10%

Correccion de Lilliefors para Normalidad
Nivel de significacion a
n .20 0.15 0. 10 0,05 0,01
4 0300 D319 0.352 0381 0417
S 0285 0299 0315 0337 0405
L 0263 0277 0.294 0319 0364
7 0247 0158 0276 0300 0348
L 0133 0.244 0.261 0283 0331
9 0223 0233 0.249 0271 0311
10 0215 0224 0258 0204
11 0.206 0217 0.230 0.249 0284
12 0199 0212 0.223 0.242 0275
13 0.190 0202 0214 0234 0268
14 018 0.1%4 0.207 0127 0261
15 o1m 0.187 0201 0.0 0257
16 017 0182 0.195 0213 0.250
17 0162 0177 0.189 0.206 0.243
18 0.166 0173 0.184 0.200 0239
19 0183 0.168 o1 0.195 0235
0 0.160 0166 0.174 0.190 0231
21 0.157 0162 01N 0.186 0226
22 0154 0158 0167 0.182 0220
23 0.150 0.154 0.164 0.179 0213
24 0146 0.151 0.161 0.176 0207
15 o142 0.147 0.158 0173 0200
16 0139 0.145 01355 0171 0197
27 0.137 0.143 0.153 0.168 0194
28 0133 0.140 015 0.166 0.192
29 0133 0.138 0.147 0.163 0190
30 0.131 0.136 0.144 0.161 0187
n>30 | o736/, /n o768/ /n 0,805/ fn 088 [ n 1031/[n




Prueba de
Kolmogoroy-Smirnov
Ajuste a una
distribucion determinada.| |Contraste
de normalidad
¢ |de Kolmogorov-5mirnov

La Prueba de Kolmogorov-Smirnov para una muestra es un
" procedimiento de “"bondad de ajuste”, que permite medir

el grado de concordancia existente entre la distribucion

1

Para realizar el contraste a partir de la informacidn muestral {X,, ¥,,

de un conjunto de datos y una distribucion tedrica especifica.

K )
5e plantea el contraste bilateral:

Hi;: La muestra procede de una distribucion determinada

H,: La muestra no procede de una distribucion determinada
0 bien,

Hy: F{x) es la funcion de distribucion determinada

H,: F{x) no es la funcidon de distribucion determinada

Estadistico de contraste: D =max | F{x. })—F{x) |=r‘r=-.;:-¢{a. b

F;{% ) = Funcién de distribucion determinada — Excel: DISTR.EXP, DISTR.LOG.HORM,
DISTR.ANEIEUL , otras

* ob i Mox
F.{x,) = Funcion de distribucion empirica de la muestra: F (x)= LMol e i (x:)

n n

Se acepta H, si: D, =max | Fim ) —Fyix:) | =i » FI (valor critico tabla Kolmogorov-Smirnov




Valores criticos D del test de Kolmogorov-Smirnov

Yalores criticos del test de Kolmogorov-5mirnov para una muestra

Dn=max|Fn{xi}—Fﬂ{xi}| P{D, >D_ )=
Tamaio T I

de esl unilateral, a=0,10 0,05 0,025 no1 0,0
muoesira Test bilateral, a= 0,20 0,10 0,050 0,02 0,010
n= | 0,900 0,950 0373 0,990 0995
2 0,654 0,776 0,542 0908 0929

3 0,565 0,636 0,708 0,785 0,829

4 0493 0,565 0624 0,689 0,734

5 0447 0,508 0,561 0,627 0668

& 0410 0,468 0,519 0,577 0617

7 0,381 0436 0,483 0,538 0,576

B 0,358 0410 0454 0,507 0,542

4 0,339 0187 (430 0,480 0,513

10 0,323 0,369 0409 0,457 0,489

1] 0,308 0,352 0,391 0,437 0,468

12 0,296 0338 0375 0419 0,445

13 0285 0,325 0361 0404 0432

14 0275 0314 0 349 0,390 0418

15 0,266 0,304 0,333 0,377 0,404

16 0,258 0,295 03 0,366 0,252

17 0,250 0,286 0318 0,355 0381

18 0,244 0279 0,309 0,346 0,111

19 0,237 0271 0,301 0,337 0,361

20 0,232 0,265 0,294 0,329 0,352

21 0,226 0.25% 0,287 0,321 0,344

22 0231 0253 0281 0314 0,337

23 0216 0,247 027% 0,307 0,330

24 0212 0,242 0,269 0,301 0,323

25 i, 208 0,238 0,264 0,295 0,317

.l 0204 0,233 0,259 0,290 03l

i 0,200 0,229 0,254 0284 0,305

248 0,197 0,225 0,250 0,279 0, 30

29 0,193 0.221 0,246 0275 0,295

i 3,1%0 0,218 0,242 0,270 0,290

L] 0,187 0,214 0,238 0266 0,285

32 0,184 0211 0,234 0,262 0281

33 0182 0,208 0,231 0258 0277

34 0179 0,205 0,227 0,254 0,273

15 0177 0,202 0,224 0,251 0,269

36 0,174 0,199 0,221 0247 0,265

37 0,172 0,196 0,218 0,244 0,262

38 0,170 0,194 0,215 0,241 0,258

19 0,163 0,191 0,213 0238 0,255

A 40 0,165 0,189 Q210 0,235 0252
n“mﬂ:‘; 10730 12239 13581 1,5174 16276

n 40 Jn Jn Jn N Jn




Prueba de
Kolmogorov-Smirnov
~ | Ajuste a4 una

distribucion uniforme

-~

Una compafia dedicada al envasado, fabricacion y venta de
productos lacteos pretende analizar el consumo anual de leche en
una ciuvdad. Para realizar el estudio, decide llevar a cabo una "
encuesta a cien personas, clasificando por edades los litros de
leche medios consumidos, obteniendo los siguientes datos:

-
e
=

[ ]
Li_,—L| 0-10|10-20|20-30| 30-40| 40-50 | 50—60 | | A
n 26 21 16 15 12 10 ‘

Determinar =i la muestra se ajusta a una distribucion uniforme
U{o,60), con un nivel de significacion del 5%

ey

Se establece el contraste bilateral:

H;: La muestra procede de una distribucidn uniforme U{0, 60)
H,: La muestra no procede de una distribucidn uniforme W0, 60}
Estadistico de contraste: D =max | Fix)—Fix) |

Se acepta H; si D, =m.i:-:| Fix)— F.j{x_]-l £ B

H—D_:-c

0O-0 &0

F,{%. )=Funcidn de distribucién U(0, 60) =

0 = I
F (% }=Funcion de distribucion empirica de la muestra: F{ x }= n® observaciones L N(x:)
n n

Se construye una tabla con Fix ), F(x) ¥ | E (%) — F-:.{H-]'| para determinar el estadistico de contraste,

Las probabilidades acumuladas a cada valor x, , es decir, la funcion de distribucion F {x;}) se determinan
de la siguiente forma:

F(x,)=P(X £10) = 10 /60 = 0,1667
F(x;)=P(X<20)=20/60 = 0,3333

Fu, )=P{XL60)=60/60=1

Loy — K n, N, E, {x;) Faix, ) | Fix ) —Falx)|

0 — 10 26 26 0,260 0,1667 0,0933

10 — 20 21 47 0,470 D,3333 @

20 — 30 16 63 0,630 0,5000 0,1300 D, =max | F{x)-F(x)]|= 01367
30 — 40 15 78 0,780 0,6667 0,1133

40 — 50 12 a0 0,900 0,8333 0,0667

50 — 60 10 100 1,000 1,0000 0, 0000




Siendo D, = 0,1367 > 0,1358 = Dy, 5 5e rechaza la hipdtesis nula. En consecuencia, la muestra no se

djustda 4 una distribucion U{0, 60%, con un nivel de significacion de 0,05

Yalores criticos del test de Kolmogorov-Smirnov para una muestra

Test bilateral

T amafio muestra a=0,20 0,10 0,050 0,02 0,010
Aproximacidn b 1,3581
ishi 1.0730 1,2239 1,3581 1.5174 1,6276 _y X = 0,1358

O R Ji0

5
Primero hay que transformar los datos: SPS$5: Transformar / Calcular variable

Control =(0,1, 2, 3,4, 5, 6)

F,{x. ) = PDF.UHIFORM({Control, 0, 60}  F,{x;) = CDF.UNIFORM{Control, 0, 60)

5P55: Analizar / Pruebas no paramétricas / K-5 de 1 muestra / Uniforme

El p_valor {Sig. asintotica bilateral) =0 = 0,05 =@ con lo que se rechaza

la hipotesis nula, concluyendo que la muestira no se ajusta a una

distribucion U{Q, 60}, con un nivel de significacion de 0,05




Prueba de
Kolmogorov-Smirnov
Ajuste a una
distribucion exponencial

el o

Durante los meses de declaracion de la renta una sucursal bancaria
decidid dar cita previa a los clientes para evitar largas esperas.

A pesar de la media, lo=s clientes esperaban un tiempo medio de

5 minutos antes de ser atendidos.

. Determinado dia se eligid al azar anotar los tiempos de espera de
cdada uno de los clientes, contabilizando los tiempos:

4 0= 3 9 B3 HLE 4 b a3

Para un nivel de significacion del 5%, :se ajusta la muestra a una
distribucion exponencial?

i

i

La distribucion exponencial es una distribucion de probabilidad continua con un parametro L >0, con

funcion de densidad f{x })=P{x.})=1. g: L1 ¥ con funcion de distribucion F{x J=P{X%x.}) = 1- g~ -

para x =0: E{:M'.Jl=E U{H}=i,
F 1 f iy

Siendo la variable aleatoria X = “Tiempo de espera de cada uno de los clientes™ , X —exp{dA=75)

’ 1 1
En consecuencia, E{:H:]-=I=5 — A==-=0,2

S5e plantea el contraste bilateral: H,: X—exp {02} H;: K;Ze:-:p{[!.z}
O bien, Hy: Fix)=FKix}) H:Fix)=FK{x}

F {x) = VWerdadera distribucion de la variable X
Siendo:

F,{x )} = Funcion de distribucion de exp(0,2)
Utilizando el test de Kolmogorov-Smirnov
Estadistico de contraste: D =max | Eix])—Fix) | =max {a , b}

donde a =

A )= Faix)| bi=|E (x_y) = Fyix)]
Se acepta H; si:
D =max | Flx)—F(x) | =max {a , b} < Dy . (valor critico tabla Kolmogorov-Smirnov)

S5e construye una tabla ordenando las observaciones y calculando F {x ), Fix )},

| Edx }=Fix )| v |F (x_y)—Fyx )|

F,{%.} = Funcidn de distribucion exponencial - Excel: DISTR.EXP

® ob i Mo
F{x )} = Funcion de distribucion empirica de la muestra: F (x;}= L Ll AT e A )

n n




X n, N. Fix) Faix.) | E{x ) —Fix}| Fdxi_1) — Falx; )|
0 1 1 0,1111 0 0,1111 0
3 1 2 0,2222 0,4512 0,2290 0, 3401]
4 2 4 0,4444 0,5507 0,1062 0,3284
g5l a 5 0,5556 0,6671 0,1116 0,2227
6 1 6 0, 6667 0, 6988 0,0321 0,1433
gsf a 7 0,7778 0,7275 0,0503 0,0608
7 B 0,8889 0,7769 0,1120 0,0009
g 1 9 1 0,8347 0,1653 0,0542
F(D)=P(X£0)=1-""" =
E(3)=P(Xx£3)=1-e""" 7 = 0,4512
Fi{4)=P(X£4)=1-¢ " * = 0,5507
F{a)=P{X<9) = 1—e % = 0,8347

D =max|F{x)—F{)|=maxfa, b)=0,3401
En la tabla de Kolmogorov-Smirnoy: Dy ;. , = 0,387
Siendo D, =0,3401 < 0,387 =D, ;5 4

5e acepta la hipdtesis nula, con un 5% de significacion, afirmando que la espera de los
clientes seguia una distribucion exponencial de parametro L =0,2

Valores criticos del test de Kolmogorov-Smirnov para una muestra
Tamafio muestra a=0,10 0,05 0,025 0,01 0,005
6 0,410 0,468 0,519 0,577 0,617
¢ 0,381 0,436 0,483 0,538 0,576
8 0,358 0,410 0,454 0,507 0,542
9 0,339 0,387 0,430 0,480 0,513
10 0,323 0,369 0,409 0,457 0,489

-

Primero hay que transformar los datos: 5P55: Transformar / Calcular variable

F,{x. ) = CDF.EXP{X_, 0,2}
5P55: Analizar / Pruebas no paramétricas / K-5 de 1 muestra / Exponencial

El p_valor (5ig. asintdtica bilateraly = 0,143 = 0,05 =@

En consecuencia, se acepta la hipotesis nula, concluyendo que los datos se
ajustan a una distribucidn exponencial de parametro 4 =0,2




Prueba de
Kolmogorov-Smirnov

- Ajusie a una

o | distribucidn de Weibull

o

En la tabla aparecen los resultados de una encuesta que se

realizo a cien personas sobre las veces que viajaban en avion
durante un aio.

X, 2 (3|4 |5(6]|7|8|9|10({11(12]13

1
2

e = EoEL SR AR SRS STYRE Y, R

3 5 (1014 |16(12 |11 | B | 5 |6 | 8 |2 | 1

Con una significacion del 5%, detrminar si la muestra se ajusta
4 una distribucion de Weibull de paramétros h=6 y c =2,
empleando la prueba de Kolmogorov-Smirnov.

L il

=

La funcion de Weibull se emplea con frecuencia en analisis de supervivencia (funcion de supervivencia,
vida permanente de construcciones, vida de electrodomeésticos, etc.)

La funcion de densidad y funcion de distribucidn, respectivamente, son:

=—1

c.M —fx /B <
fx; I::,-:}=T.e- R %20, b»0,c>0 c= parametro de forma ¥ b = parametro de escala

Flx; by c)=1—a =/t

Con el test de Kolmogorov-Smirnov se establece el contraste bilateral:

H;: La muestra procede de una distribucion de Weibull

H;: La muestra no procede de una distribucion de Weibull

Estadistico de contraste: D_=max | F{x)—Fx) |

Se acepta H, sit D =max| E{x ) -Fix)| < p_ _ {valor critico tabla Kolmogorov-Smirnov)
F,{%.}) = Funcidn de distribucion de Weibull: DISTAVEIBULL{ %, ; 2 ;6 ;1)

s A 5 s . n? observaciones N{x
F{x )} = Funcidn de distribucion empirica de la muestra: F (% }= = ()
' n n

Las probabilidades acumuladas a cada valor x; , es decir, la funcion de distribucion F {x;} se determinan
de la siguiente forma:
E—l' l_-":'|'|"

F(x,)=P(X% = 0,0274

1)=1—
E(x,)=P{X€£2)=1— g 2/5" 0,1052

E(xg)=P(X$13)=1—¢ "% - g,0043

Se construye una tabla ordenando las observaciones y calculando F,{x.}, F{x } ¥ | Fx)—F(x ]'|




X, n, N, EAx) Falx;) | (%) —Fy(x;) |
1 2 2 0,020 0,0274 0,0074
2 5 7 0,070 0,1052 0,0352
3 10 17 0,170 0,2212 0,051 2
4 14 31 0,310 0,3588 0,0488
5 16 47 0,470 40,5006 40,0306
6 12 59 0,590 0,6321 0,0421 D, =max| E (g} Fylx ) | =i0.0546
7 11 70 0,700 0,7436 0,04 36
8 8 7B 0,780 00,8310 00,0510
g 5 83 0,830 0,8946 0,0646
10 6 89 0,890 09378 0,0478
11 8 97 0,970 0,9653 0,004 7
12 2 99 0,990 0,9817 0,0083
13 1 100 1,000 0,9957 0,004 3
Siendo D, =0,0646 < 0,1358 =D ;s 15
5e acepta la hipdtesis nula, en consecuencia, |a muestra se ajusta a una distribucion de Weibull Wia, 2i,
con una significacion de 0,05
Valores criticos del test de Kolmogorov-Smirnov para una muestira
Tamafo
de Test bilateral, a=0,20 0,10 0,050 0,02 0,010
muestra
go - pnsing 1,0730 1,2239 1,3581 1,5174 1,6276
n > 40k WG VG V"r; "& V'G

i
w

-~

5P55: Analizar / Estadisticos descriptivos / Graficos P- P/ Distribucion de contraste: Weibull

Los parametiros de la distribucion de Weibull estimados para las personas son:

biescala) = 7,021 ¥ c{forma) = 2,323
LY




kruskal - Wallis
Tau de Kendall
Spearman Rho
CONTRASTES 3 Mediana

DE COMPARACION
DE POBLACIOMNES

U de Wilcoxon - Mann - Whitney
Kolmogorov - Smirnov
Ansari - Bradley

Siegel - Tukey

Prueba de
Kruskal-Wallis

-

Permite contrastar si varias muestras independientes, de iguales o diferentes

tamanos, proceden de la misma poblacion continua.
5ean F,F;,---,F las correspondientes funciones de distribucion.

Se trata de comprobar si estas funciones presentan diferencias significativas.

Aplicando el test de KruskalWallis se contrasta:

Hy: F{x)=F{x}= --- =F, {x} Hy: Al menos dos son diferentes
by =

siendo F la funcion de distribucion de la variable X. , i=1,2,---

b
Estadistico de contraste: H = _ ZH_ —3.(n+1)
n.{n+1} e

k n
donde n= E n. R.= E r, r;=Rango de la observacion j-ésima de la muestra i
=3 =11

Se rechaza la hipdtesis nula H, coando: PIH 2 h_ |H; =&
h, = valor que se observa en las tabla de valores criticos de KruskalWallis
# Cuando todos los tamafios muestrales son mayores que 5 se recurre a la

dproximacion asintotica, que emplea la distribucion Chi-cuadrado con

k muestras ¥ (k—1) grados de libertad 'Ii t—1 k= nimero de muestras

# Cuando hay observaciones repetidas el estadistico de contraste H emplea
un factor de correccion:

Dt -1)
s

f. = .
n.{n—1}




1. = Himero de observaciones que se repiten de cada grupo de repeticiones

El estadistico de contraste que resulta es:

H P ln=1 12 * R
H = — =—— nrn }3 ; Z——i.{n+l}
. n‘.{n—l}—Z{t_—t.} n.{n+1)

5e rechaza H; cuando P | H™ 2 hu| H, I=a

= Cyando se rechaza la hipotesis nula puede decirse que existen diferencias significativas
Para obtener gué muestiras presentan diferencias significativas se realiza el test de
comparaciones miltiples, o método de Dunn, seqgiin el cual la diferencia entre las

poblaciones i ¥ J es significativa al nivel o si:

| R, — R, | 2 e, R, R, = media de los rangos R;, R, respectivamente
n.{in+1} 1 1 o
donde ¢ =2, | ——— | —+ — con Flz2z jJ=p= ———
L 12 [ n n ] k.(k—-1)
;Las muestras proceden
de la misma poblacion? ERER L
3 0 -' Kruskal-Wallis
R
En tres estaciones del metro de Madrid se analiza la puntualidad del servicio. Para ello, "

ze¢ toma una muestira en cada una de ellas, midiendo el tiempo que se retrasa cada tren
que llega. 5e han obtenido lo=s resultados siguientes:

A 30 25 29 32 33 20 19 5 18 23
26 21 22 if 38 13 10 O 3 14 16 34 ]
C 31 33 42 15 17 11 12 24

Contrastar =i los retrasos en las tres estaciones son semejantes, con un nivel de
significacion del 5%

La prueba de Kruskal-\WWallis permite contrastar =i varias muestras independientes, de iguales o diferentes
tamanos, proceden de la misma poblacion continua.

Sean F, k. ¥ ki las correspondientes funciones de distribucidn. 5e trata de comprobar si estas

funciones presentan diferencias significativas en cuanto a su retraso.
Aplicando el test de Kruskal-Wallis se contrasta:
Hy: F{xh= F{x) = Fix} H,: Al menos dos muestras son diferentes

ciendo F la funcidn de distribucion de la variable X. , i=1,2,---

i
Estadistico de contraste: H = . kRS ZF‘_ — 3.({n+1)
n.in4+1) =i

k

donde n= Zn_ R.= Zr._ r; = Rango de la observacion j-ésima de la muestra i
=1 _;=].




Se rechaza la hipdtesis nula H; cuando: P{H 2 h_|H, I=a¢

he=valor que se observa en la tabla de valores criticos de Kruskal-Wallis

Como todos los tamafios muestrales son mayores que 5 se recurre a la aproximacion asintotica, que

. " e E
emplea la distribucion Xz & -1

k= nimero de muestras

Para calcular el valor experimental H se ordenan las observaciones x, de menor a mayor, asignando a

cada una su rangao

Estacion X R
2 3 1
1 5 2
2 g 3
2 10 4
3 11 3
3 12 6
2 13 7
2 14 8
3 15 9

] 2 16 10
3 17 11
1 18 12
1 19 13
1 20 14
2 21 15
2 22 16
1 23 17
3 24 18
1 25 19
2 26 20
1 29 21
1 30 22
3 31 23
1 32 24
1 33 29
2 34 26
3 35 27
2 37 28
2 38 29
3 42 30

5e agrupan los rangos de cada estacion y se hace la suma de
cada una de las muestras

Estacion Fl’" Estacion F'.F Estacion H,:
1 2 2 1 3
1 12 2 3 3 6
1 13 2 4 3 9
1 14 2 7 3 11
1 17 2 8 3 18
1 19 2 10 3 23
1 21 2 15 3 27
1 22 2 16 3 30
1 24 2 20 125
1 25 2 26 RE = 129
169 2 28
R = 169 g 29
167
R® = 167




2 =2

s 12 R’ 12 [ 189 167° 129°
Estadistico contraste: H=— Z— —3.(n+1)= + + - 3.31=0,6814
n.n+1) &in 30,311 10 12 8

—

£ £ St . Ehi z el -
Recurriendo a la aproximacion asintdtica ala Xa, (-1 = Xo0s,2 = 2,991

Siendo H=0,6814 < h, .. =5,991 — Se acepta la hipdtesis nula, afirmando que los retrasos en las tres

estaciones son semejantes o siguen und misma distribucion, con un nivel de significacion del 5%.

5P55: Analizar / Pruebas no paramétricas / k muestras independientes

| Definir rango: 1/ 3

El p_valor (5ig. asintdtical =0,711>0,05=a — 5e acepta la hipodtesis nula.

Es decir, los retrasos en las tres estaciones de metro son semejantes o siguen

una misma distribucion, con un nivel de significacion del 5%

. -




[5Existen diferencias ]
-

Pruebha de significativas en las muestras
Kruskal-Wallis .
[ ]

Un fabricante de juguetes desea conocer si existen diferencias en cuanto
a la calidad de cuatro marcas de pilas extendidas en el mercado, con el
fin de recomendarlas para su utilizacion en un nuevo juguete que se va

i | prumuciunar. Para comparar las cuatro marcas, toma muesiras

p aleatorias de pilas de cada una de las marcas ¥ controla el tiempo que

permanecen funcionando el juguete en cuestiogn. Los resultados obtenidos:

87 | 9% (100 | 75 | 8% | 98 | 100 | B4
97 | 62 29 37 | 90 | 42 44 | 100 | 94
100 | 45 11 9% | 7O | 7B 80 47 | 69
i o0 4 i

o= =

Puede decirse que existen diferencias significativas en las calidades de
estas marcas de pilas alcalinas, con un nivel de significacion del 5%

5ean F,F sk ¥y F; las correspondientes funciones de distribucion. 5e trata de comprobar si estas funciones

presentan diferencias significativas en cuanto a la duracion de las pilas.
Aplicando el test de KruskalWallis se contrasta:
Hy: Fi{x)} = Fix} = Ri{x} = Fix} H;: Al menos dos muestras son diferentes

ziendo F la funcion de distribucion de la variable X. , i=1,2,3,4

Hay observaciones repetidas, el estadistico de contraste corregido por observaciones repetidas:

1 12 8
SE—w e Ay,

1
His —aH=
E:

1 - —
n.{n—1})

donde n= E n, R,= E r, r.=Rango de la observacion j-ésima de la muestra i
=1 =1

5e rechaza la hipodtesis nula H; coando: PIH 2 h_ |H, =

Para calcular el valor experimental se ordenan las observaciones de menor a mayor, asignandoles su
correspondiente rango ¥ sumando los rangos de la observaciones de cada muestra.
En caso de empates, se procede de forma habitual:




Muestra pilas X; Muestra pilas K, R,
1 87 2 37 1
i 95 2 42 2
1 100 2 44 3
1 79 3 45 4
1 85 3 47 5
1 98 4 50 6,5
1 100 3 50 6,5
1 84 4 54 &
2 97 2 59 9
2 62 2 52 10
2 59 4 65 11
2 37 3 59 12
2 o0 3 70 13
2 42 4 75 14
2 44 3 ] 15
2 100 1 79 16
2 94 3 80 17
3 100 1 84 18
3 45 1 85 19
3 50 1 87 20
3 95 2 90 21
3 70 2 94 22
3 78 3 95 23,5
3 80 1 a5 23,5
3 47 2 97 25
3 659 1 a3 26
4 75 1 100 28,5
4 50 2 100 28,5
4 54 3 100 28,5
4 65 1 100 28,5

En las observaciones repetidas, como en el caso
del valor 100 que aparece en las posiciones
27.28, 29 y 30, el rango medio:

27 +28+29430
4

=

28,5




e clasifican las muestiras con sus rangos ¥ se realiza la suma de los rangos en cada muestra

Muestra A Fl’:‘ Muestra B Fl Muestra C R Muestra D H:'
1 16 2 1 3 4 4 6,5
1 18 2 2 3 5 4 8
1 19 2 3 3 6,5 4 11
1 20 2 9 3 12 4 14
1 26 2 21 3 15 F:-.:l _395
1 28,5 2 22 3 17
1 28,5 2 25 3 23,5

179,5 2 28,5 3 28,5
RY ~179,5 121,5 124,5
RS =121,5 R-=124,5

[ﬂperaciunes :l

- g S daa
Estadistico de contraste inicial:

12 © R 12 f[179,5° 121,5° 124,5° 39,5°
He ————%"— — 3.{n+1) = + + +
n.(n+1)&hn, 30.311 =8 9 9

Zir %)

Empleando el factor de correccidn para observaciones repetidas: f = fhﬁ
n.in—1

T = Himero de observaciones que se repiten de cada grupo de repeticiones:
2 (por el valor de 501, 2 {(por el valor de 951 ¥ 4 (por el valor de 100)

(2 -2} (2 -2)+ (4 - a)

f=1-+———=-1

5 = = 0,9972
n.{n—1} 30°, 29
. . = 1 7,3B883
Estadistico de contraste final: "= — . H = = 7,408
f 0,9972

5e rechaza la hipdtesis nula H; cuando: PI{H 2 h_|H, I=a

L] L] L L] o L] 2 — 2 —
Recurriendo a la aproximacion asintotica Xix-1),«= X3, 005 = 7,815

H"=7,408 < h, . =7,815 — Se acepta la hipdtesis nula, por tanto no existen

diferencias significativas en la duracion de las pilas alcalinas, con un nivel de

significacion del 5%.

]—3.31 = 7,3883




Azociacion

de variables |y =«

Prueba Tan
de Kendall

Es una medida no paramétrica de asociacion de variables

El signo del coeficiente indica la direccion de la relacion ¥ su
valor absoluto indica la magnitud de la misma, de modo que
los mayores valores absolutos indican relaciones mas fuertes.
Los valores posibles varian de —1 a 1

] Hy: ¥4y =0 Las variables no estan asociadas {incorreladas)
Contraste bilateral:

H,: T,, #0 Las variables estan asociadas {correladas)

2.5

Estadistico de contraste: t= —————
n.{n—1}

n

n =Tamano de la muestra ¥ 5 = 5uma total de la funcion indicador: 5=ZI.|J___

=1
<j

El estadistico de contraste T se construye mediante una tabla que contenga los

rangos R, ¥ R, considerando los valores ordenados de mayor a menor.

Posteriormente se reordenan los valores siguiendo el orden natural de R,
5e hallan los indicadores utilizando la doble tabla de R,

: : 1 5i no hay inversion de rangos
1|.l_1F11. R, =

—1 5i hay inversion de rangos
Se rechaza H; si P[‘I: = k | Hy es [ie-rta]

Los valores se encuentran tabulados, paran =10 se emplea una aproximacion

. els . . . r 2.(2n+5)
asintdtica de la distribucion normal t — N|O0, | —m8 —
n.{n—1})

ordinales o de rangos que tiene en consideracion los empates.

B




Prueba Tan
de Kendall &
L ]

Valores criticos del estadistico T de Kendall

Nivel de significacion o
] L] .05 0,025 0,01 0005
5 | "t* 5 "t 5 i 5 "* 5 i
. 4 i I, i fi f.omay & .o & 1,000 8 I i
5 § |0800 & |(0800| 1o |Loog| [0 |Lo00| 12 | 1Lo00
6 9 o600 11 |0, '_ui 13 o867 13 |0.867| 15 | 1,000
T 11 |0.524) I3 0619 15 (0714 I7 |0.810) 19 | 0905
b 12 (0429 16 (0571 18 |0643| 20 |0 714 22 | 0,786
0 4 |0.389) I8 0500 20 |0.556| 24 |0,667) 26 |0,722
10 17 (0378 21 |0467) 23 (0511 27 |0.600] 29 |0.644
Asociacion
de variables
s =y
En la tabla se adjuntan los datos sobre el ROE {ratio utilizado para
realizar analisis mediante la medicion de la rentahilidad obtenida
L por la entidad sobre sus recursos propios) ¥ ROA (beneficio obtenido
antes de intereses e impuestos - activos totales) de diez entidades
financieras que cotizan en Bolsa.
Entidades ROE ROA
1 Endesa 13,68 1,80
2 Repsol 14,64 1,73
3 BEVA 20,28 1,66
4 Banesto 17,52 1,25
5 Carrefour| 20,34 2,21 Contrastar que ambos conceptos no
6 lbercaja 15,12 2,28 estdn relacionados, con un nivel de
7 Aceralia 18,6 1,75 cignificacion del 5%.
8 Unicaja 18,72 2,83
9 BEK 19,32 2,62
10 Bankia 13,8 1,32
-

Estadistico de contraste:

IT=

2.5]

n.{n—1}

Hi: Tyy =0 ROE y ROA no estan relacionadas

Empleando la Prueba de Kendall, se establece el contraste bilateral:

Hy: T,y =0 ROE y ROA estan relacionadas




El estadistico de contraste t se construye mediante una tabla que contenga los rangos R, ¥ R,
considerando los valores ordenados de mayor a menor.

Ll I L] Ll
Posteriormente se reordenan los rangos R, (R, ordenados) siguiendo el orden natural de R,

R, =lJerarquiafx;; $x51:5x510}) Orden natural de R,
' | Entidades X; ¥ Ry R, Entidades Ry Fl‘,,
1 Endesa 13,68 1,80 10 5 Carrefour 1 4
2 Repsol 14,64 | 1,73 8 7 EBVA 2 8
3 BBUA 20,28 1,66 2 8 EEK 3 2
4 Banesto 17,52 1,25 6 10 Unicaja 4 1
% Carrefour| 20,34 2,21 1 4 Aceralia o 6
6 lbercaja 15,12 2,28 7 3 Eanesto 6 10
7 Aceralia 18,6 1,75 5 6 Ibercaja 7 3
8 Unicaja 18,72 2,83 4 1 Repsol 8 7
9 EBFBK 19,32 2,62 3 2 Bankia 9 9
10 Bankia 13,8 1,32 g 9 Endesa 10 5
h---_-_-_---‘
R, =lerargquiafy; Sy5$1:5y510)
.
5e hallan los indicadores utilizando la doble
tabla de F‘*Ir.
" i 1 Sino hay inversion de rangos
"Fij‘ﬁ'n'--'ﬁ\'-I= . . .
' ] —1 5i hay inversion de rangos
F'L,.,? Fl,l,! Hh F'L,I, Fi,l,_: H'r, F'ql._: H\--i F"\'m
8 2 1 6 10 3 7 9 5
Ry, | 4 1 -1 | -1 ) 1| -1 1 1 1
L _ K " 3 - 1 g
F'LII,E 8 1 1 1 1 1 1 1
Bl 2 = 1 1 1 1 1 1
o
Fl,l,j 1 1 1 1 1 1 1
Ry. | ® LI 1 =
o
Ry, | 10 —1 —1 | -1 1
H” 3 1 1 1
F?L,rEI 7 1 -1
HH 9 =1
1| -2 | -3 2 5 | -2 3 6 | —1




3
La suma total de la funcion indicador: 5=Zu.|.rE =1-2—-34+24+5—-24+34+6—-1=19

1

. |2.5] 2.9
Estadistico de contraste: 1= — =
n.{in—1) 10.9

= 0,200

Teniendo en cuenta la aproximacion asintotica

||'2.{.'-1n+5} |' 2.25
t=N|O, I ————|=n|0, |——— |=nN([0,0,248)
[ 'u,js.n.{n—i}] [ 9.10.9]

) . . k
Se rechaza H; si: P'['l:?-_‘-‘ k| H; e-sﬂlerl:a]= F‘[tE l-.|r~;[ 0, 0,248 ]]=F‘ z 2 D.ME]
k

=1%=12,.,. — k=0,486
0,248 ’ 0,023 ’

Como se verifica que t= 0,200 < 0,486 =1, .. —» S5e acepta la hipdtesis nula de que las variables

ze¢ encuentran incorreladas, es decir, las variables ROE ¥y ROA no se encuentran asociadas

fn-ZL'i"f*.-"'! Analizar / Correlaciones / Bivariadas ... Tau-b de I{endallj
2 .

«| El p_valor {Sig. asintdtica bilateral) = 0,421 = 0,05 =&

con lo que se acepta la hipdtesis nula de que las variables

ROE vy ROAno =e encuentran asociadas.

Prueba de Asuc:ia.ciﬁn
de variables
Spearman Rho

5e utiliza para aceptar o no la diferencia estadisticamente significativa

entre los dos conjuntos de observaciones de tipo cardinal u ordinal.

El coeficiente de correlacion de Spearman Rho, al igual que el de Pearson,

muesird und asociacion entre variables que no se comportan normalmente,
entre variables ordinales.

T

5e establecen las hipotesis de un contraste bilateral:

“Las muestras no se encuentran asociadas”

H;: p.# 0 “Las muestras estan asociadas”

6. Yo

Estadistico de contraste: p=1— -
n.{n" —1}




donde,

p = Coeficiente de asociacion por rangos de Spearman de la muestra considerada

Diferencia de rangos, ordenando de menor a mayor los valores de los dos
factores o variables.

Se acepta la hipotesis nula H; de independencia entre las observaciones,
a un nivel de significacion o si:

Pz pg,

En caso contrario, las observaciones son dependientes.

La tabla para valores criticos p, , parala Prueba de Spearman Rho:

N a=0.10 « = 0.05 o= 0.01

5 0.70 0.80 .90
10 0.44 0.55 0.75
15 0.35 0.44 0,60
20 0.30 0.38 0.52
25 0.26 0. 54 0.47
50 0.24 0.31 0.43%

Para muestras grandes con n = 30 se utiliza una aproximacion a la t de Student:

o fn=2|
q||1—p2

Estadistico de contraste: t =

Se acepta Hy si: t <t

=2, |n— 2




Relacion
Prueba de { ]

entre variables
Spearman Rho
* -~

Una empresa inicialmente establece una jerarquia entre diez
agenties vendedores de acuerdo a los resultados obtenidos en
un test (el mas idoneo es 1, el peor es 10). Un afio después se

replantea una nueva jerarquia con el mismo criterio de acuerdo
al volumen de ventas anuales.

Loz resultados obtenidos se plasman en la tabla adjunta.

Jerarquia empresarial
Vendedor Test Ventas
Alonso 4 1
Espinosa 2 [
Jiménez 2 2
Fernandez 10 8
Crespo Fi 9
Garcia 1 3
Mateos & 4
Cortes 3 5
Rodenas 9 10
Cabildo 7 F

i Existe alguna diferencia estadisticamente significativa entre

ambos controles a un nivel de significacion del 5% 7

L%

Se establecen las hipotesis:

H,: Los controles de capacitacion son independientes

H,: Los controles de capacitacion son dependientes

Se trata de un contraste bilateral o de dos colas

Se utiliza la prueba de Spearman Rho para aceptar o no la diferencia estadisticamente significativa entre los

dos conjuntos de observaciones de tipo cardinal u ordinal.

El coeficiente de correlacion de Spearman Rho, al igual que el de Pearson, muestra una asociacion entre variables

que no 5& Comportan normalmente, entre variables ordinales. Frocede de la siguiente manera:

a) 5e calculan las diferencias D, entre las n=10 observaciones

B
_ i=1

b} El coeficiente de Spearman P viene determinado por la expresion: p = 1 -
n.{n —1})

c} El coeficiente se compara con los valores criticos p_ . para la Prueba de Spearman Rho

d) 5i p =X p, . seacepta la hipotesis nula de independencia signifitiva entre las observaciones. En caso

contrario, las observaciones son dependientes a un nivel de significacion o




Fara realizar los calculos se elabora la tabla:

Jerarquizacion Ordinal
Vendedor X ¥ D=X-—Y D’
1 4 1 9
2 5 [ = 1
3 2 2 ] ]
4 10 8 2 4
2 7 a -2 4
6 1 3 -2 4
7 8 i | q 16
] 3 5 -2 q
0 ] 10 -1

10 6 7 -1 1

10

- 19 ZD;’- = 44
6. ZD? 6. ZD? =1
i=1

1-— =

p=1- = 0,733

n.{n2—1}= 10 . {10° =1}

Valores criticos p, . para la prugba de Spearman Rha

N a=0.10 a = 0.05 @ = 0.01
) 0.70 0.80 0.90 Valor critico
| 10 0.44 0.55 0.73 o1Pos, 10 = 0,55
15 0.55 0.44 0.60 -
20 0.50 0.58 052
25 0.26 0,54 0.47
30 0.24 0.31 0.43

Puesto que p= 0,733 > 0,55 =p,,;; 15 se rechaza la hipotesis nula, admitiendo que las observaciones
de control de capacitacion son dependientes. En definitiva, la habilidad demostrada en el test esta ligada

a su desempeno en la vida real.

[Analizarj Correlaciones / Bivariadas ...

Carrelaciones
Tesl Ventas_anuales
Rho de Spearman  Test Coeficiente de correlacian 1,000 733
Sig. [hilateral) . J16
” 10 10
Venlas Coeficiente de correlacidn 733t 1,000
anuales Sig. [bilateral) 16 .
o 10 10

*, La comelacidn es significativa al nivel 0,05 [bilateral).

El p_valor {5ig. bilareral) = 0,016 = 0,05 por lo que se rechaza la hipotesis nula, afirmando que los

dos controles de capacitacion estan relacionados.

For otra parte, el coeficiente de correlacion de Spearman es alto, con una correlacion positiva, esto es,
a medida aue aumenta el nivel del test aumenta el volumen de ventas anual de los agentes.




Mediana

U de Wilcoxon-Mann-Whitney
Holmogoroy -Smirmoy

Hruskal -Wallis

Anzari -Bradley

Siegel -Tuley




Comparacion de
Frueba de = dos poblaciones
la Mediana

Tiene como objetivo comparar las medianas de dos muestras y
determinar si pertencen a la misma poblacion o no.

Determina si dos muestras independientes difieren en relacion con sus
medianas. Es decir, determina si dos muestras independientes
provienen de poblaciones con la misma mediana siempre que la
variable éste al menos en escala ordinal.

» Contraste bilateral: Hy: M, = M, Hy: M, # M,
Estadistico de contraste:

Y = Mumero de observaciones de X menores o iguales que la Mediana
de la muestra conjunta de n, + n, elementos.

Cuando la muestra es grande n, > 10 y n, > 10 se aproxima mediante una distribucion normal
V—N{E[v],var[v]} donde,

=

n n n n
E[U]=k.:f UM[U]=H.:$nfnn_

=]

. nf2 nes par
N in—1}/2 n esimpar

V—E|V
Se acepta H, si: 1:=&£ -

.Il"-."ar['-.-'] i

m Contraste unilateral a la derecha: Hy: M, £ M, Hy: M, > M,

, v—E[v]
Se acepta Hysit 2 =——— % 7z
Var[v

-

m Contraste unilateral a la izquierda: Hy: M, 2 M, Hy: M, < M,

Se acepta H, sit z2_=

V—E[v] "
2 —W__lﬂ

Analizar / Pruebas no paramétricas / K muestras independientes [ Mediana

Variable de agrupacion:
Posicion (1 2)




Comparar dos
Foblaciones

Contraste de la "
U de Wilcoxon-Mann-Whithey #
. Contraste de
Contraste de La Mediana
Kolmogorov-5Smirnov ¥ e "

. En la tabla aparecen las puntuaciones obtenidas en un test de estrés que

s¢ ha pasado en dos ciudades.
y

A (18|13 (22 ) 9 (12 )21 (14 117 (15 )10 (16 |19 |11
B |12 |16 |11 15| 9 (13| 6 2113 7|22

Con un nivel de significacion del 1%, a partir de los datos, puede
afirmarse que el estrés es mayor en la ciudad A que en la ciudad B.

b
5e establece el contraste unilateral a la izquierda: Primero voy a aplicar
Hy: W = M Hi: M, < M el Test de la Mediana

donde M. ¥ M, son las correspondientes medianas poblacionales
Estadistico de contraste:

v = Mumero de observaciones de X menores o iguales que la Mediana de la muestra conjunta de
{n; +n;) elementos.

Para calcular el valor experimental de ¥ se calcula la Mediana de la muestra conjunta, habiendo ordenado todas las
observaciones de menor a mayor.

67| 899 9 10|/11(11 12 12|13 (13|13 14 15|15|16 (16 1?!13 1921 22 22
- - [13] = -
Siendo n=n; + n;= 13+ 12 = 25 impar, la Mediana sera la observacion que ocupa el lugar

(n+1) (25+1)
T

=13, es decir, M, =13

;|9 10 11 121314 15 16 17 18& 19 21 22

V=71

Como n = 13> 10 y n, = 12 > 10 se aproxima mediante una distribucion normal V —N|{ E ['-.I'], Var ['-.I'] !

con h = 25 impar —= |.;=n_1=1;;
h 13 non, —k 13 12 25-12
E[W]=%k. 2 =12._" = 6,24 e ) I e W W L W e = 1,6224
| 25 n n n—1 25 25 25-1
Estadistico de contrast veRjV] _ameaae 0,9735
stadistico de contraste: 2 = —mm— = ——= = — [,
© fvar[v]  Jue22e
Al ser i 0,9735> - 2,33 =—12,, seaceptala hipotesis nula. En consecuencia, se puede afirmar con una

significacion del 1%, que el estrés es mayor en la ciudad A




Analizar / Pruebas no paramétricas /| K muestras independientes / Mediana

Variable de agrupacion:
Posicion (1 2)

Prusba de la mediana

Estadisticos de contraste”

significacion del 1%.

Frecuencias Respuestas
Pasicidn M 25
1 | 2 Mediana 13,00
Respuestas > Mediana B ' 3 SiF. exacta 111
<= Mediana 3 Cd a. Variable de agrupacién: Posicidn

El contraste unilateral a la izquierda tiene un p_valor = 1 - 0,1111/2 = 0,9445 > 0,01 =250

por lo que se acepta la hipotesis nula de que el estrés es mayor én la ciudad A, con una

Poblaciones Contraste de la

[Cumparar dus]

U de Wilcoxon-Mann-Whitney

s

B Contraste bilateral: H;: Fi{x})= G{x} H;: F{x}

Estadistico de contraste: U =

U,

— nl.n-\-'l'

=

# G{x)
n.{n +1}) -
z

siendo W = E R la suma de rangos de la muestra X

i=1

W,

PFrueba no parameétrica aplicada a dos muestras independientes, vers ion no parameétrica
de la prueba t de Student. Es de las pruebas mas potentes de entre las no parameétricas.
sean dos variables aleatorias continuas X, v X,. Los datos muestrales constituyen
muestras aleatorias independientes, denotando por F ¥y G las repectivas funciones de
distribucion.

-

Cuando el tamaho de la muestra es grande (n; > 10 y n, > 10} la distribucion del estadistico de prueba

Se aproxima a una normal:

H Irr'| n n, .n
g el [l e e B0
U_U-C. .M 2> 10 ° N 2 ’\(
h

L —

ny . R
2

Se acepta H, si: 2 =

p
\(nl.nz.{nl+n2+1}

12

12

U

=2

{n, + n2+1}]




B Contraste unilateral a la derecha: H,: F{x} £ G{x}

U MmN

Se acepta H, si: 2, = £
\{”1=”z An +n,+1)

12

B Contraste unilateral a la izquierda: H;: Fix} 2 G{x)

M. n
I e

TP - S .

Se acepta H, si: z =
4 E ||nl.n3.{n1+n2+:l}
12

_ln

Hy: Fix) > Gix}

Hy: Fix} < Gix)

Fara muestras pequenas hay que ir a la .
Tabla del estadistico U de Mann-Whithey .

Funciin de distribucion del estadistion U de Mann-Whitney Funcidn de distribucion del estadistico U7 de Mann-Whitney

AU=U)=a pura m=n y n=3.,10 PUsU,)=a para m=n, ¥y n=3..,10
ny=3
Ay = &
[ ]
u, : P
| 1 3 Y )
I 2 3 4 L B
1] 025 000 0S5
l 050 020 010 0 00429 00357 00119 00048 00022 00010
3 040 020 1 |02857 00714 00218 00095 00043 00022
1 060 033 | 04286 00429 00476 00190 O00ET Q0083
F 050 3 |0s74 02141 00813 00333 00152 00076
4 03214 0130 00571 00250 00130
S 5 04256 01905 00857 00401 00208
1 ] 05714 02718 01286 00628 00325
= 7 03571 01762 00887 00465
, " - = 4 05476 0348 01645 00898
' 04ST1 026884 01848
0 02000 00667 006 00143 12 05429 03312 &Iﬂ?ﬁ
1 04000 00333 00571 00286 i3 03961 02424
2 G6000 02667 01143 00571 14 04654 02944
L] 04000 02000 01000 15 05346 03496
4 06000 03143 01714 16 04091
: il i it
. 18
§ oo 05314
£ 05571
n, =35
U, e
i 1 3 4 5
1] 01667 00476 0019 0079 00040
1 | 03333 00957 00357 QDiIse 00079
2| 05000 009 00714 Q0317 00159
3 02857 01250 00556 00273
4 04286 01964 008952 0076
5 05714 02857 01429 00754
& 03929 02063 01111
7 05000 02778 01548
B 0365 0203
g 04524 02738
10 05476 03452
1t 04206
12 05000




U,
1 2 3 4 5 é 7

a 0125 00278 00083 00030 00013 00006 00003

I |02500 0053 00167 00061 00025 00012 00006

3 |637% ol 00333 00121 00051 00023 00012

3 |0s000 01667 00583 00212 00088 00041 00020

4 02500 00917 00364 00152 00070 00035

5 03333 01333 00545 00240 00111 00035

6 04444 01917 OO0RIR 00366 00175 00087

7 05556 0253 01152 0053 0025 0013

& 03313 01576 00745 00367 00189

5 04167 02061 01010 00507 00263

10 0,5000 02636 01338 00688 00064

11 03242 01717 00903 00487

12 0393 02159 01171 00641

13 04636 02652 01474 00825

14 05364 03194 00830 01043

15 03775 02226 01297

16 04381 1588

17 000 03141 01914

18 03654 02279

1» 04178 02675

20 04726 03100

21 05174 03542

a2 0,4024

3 04508

4 0,5000
Funcidn de distribucidn del estadistico U de Mann-Whitney Funciin de distribucidn del estadistico ' de Mann-Whitney

PU=l)=a pm m<n ¥y n=3..10 PU=lU)=a paa m=n, y m=3.,10
h;-; H:-g
F. |
b, - Uy .
1 1 3 4 ] 3 7 f 1 t 3 4 g 3 7 8 9

0 |G 0022 00061 00020 00008 O0003 00002 1 0 | 0M000 00152 00045 00004 00005 00002 00000 00000 00000
I mmmummmm&mmm | | 02000 00364 00091 00028 00010 00004 00002 Q0001 00000
F 03333 00889 00242 00081 00031 0001 00006 00003 i 03000 00717 00152 00056 00030 00008 00003 00002 00001
3| 04444 01333 00424 00141 00054 00023 00011 00005 5 [04000 01091 00318 00098 G0005 00004 00006 00003 0.0001
4 | 05556 02000 O0&T 00242 0009 0040 00009 00039 4 105000 0163 00300 00168 00060 00024 00010 00005 00002
1 02667 00970 00364 00148 00063 00030 00015 5 02182 00727 00252 00095 000X 00017 00008 00004
] 03556 00304 005 00325 00100 0047 0023 f 029 0045 00378 00145 00060 0003 00012 00006
7 04444 01879 00768 00326 00147 00070 00035 7 03636 01408 0053 00210 0008F 00009 00019 00009
] 0555 O0M4B5 01071 00488 00203 Q0003 00052 8 04585 0,864 00741 00300 00128 00038 QO002% 00014
9 03152 00414 00637 0,029 00145 00074 9 05455 02409 00993 00415 00180 00082 00009 00020
1 0IET9 00538 00855 00406 00200 OIDY 10 03000 01301 0035% 00248 00115 00056 00028
11 04606 02303 G111 00539 00270 00141 i 03636 01650 007TM 00032 00156 00076 00039
12 05194 02848 01422 00709 00361 00190 12 043E 02070 00049 00420 00209 00103 00053
13 0414 01772 00906 00469 00249 13 059000 0257 00199 0057 00274 00137 Q00M
14 G400 02176 00142 00803 00325 14 0021 OUI4EY 0072y 0035 00180 00094
15 04667 02618 01412 00760 OIS 15 01552 00818 00905 0045 002312 O
16 05331 008 01725 00946 00524 16 04126 02188 01119 00571 002% 00157
17 034621 02068 0005 Oss2 1 04699 0252 01361 00008 00372 0,0200
1% 04165 02454 01405 00603 18 05301 03032 01638 00869 00464 00252
19 04716 02864 01678 00974 19 097 01942 01052 00570 00313
20 05284 0310 01984 01172 0 01986 02280 01261 00694 00385
21 03173 02N7 0139 2 04491 02643 01496 00836 0,0470
P2 04299 02679 01641 2 05000 03035 00755 00998 00567
2 04749 03063 01911 e 03445 02039 01179 0,0680
4 05251 03472 0209 4 03878 02449 01383 00807
4 03894 02527 ) 04320 02680 01606 0,0951
26 04333 0249 P 04773 03032 00852 011012
i) 04775 03227 ) 05227 03403 02117 01290
n 05225 03605 B 0I78R 02404 01487
2 03992 el 04185 0207 04701
1] 04392 3 045 02029 01933
3 04796 i 05000 03365 02181
1 0,504 1 03715 02447

1 04074 0279

M 04842 030

B 04213 03332

% 05187 10,3652

n 03981

a 04317

» 04457

a0 05000




Funcidn de distribucidn del estadistico L' de Mann-Whitney

PUsU))=a paa msn, y n=3..10
ny = 10

=

I 2 3 4 5 L] 7 B b

00809 00152 0.0001
00818 00303 0,0002
00,0005

027127
03636 0,0009
04545 0000 5

0.0037

; 01364
05455

01512
0,2424

03758
04545
05435

ooz

03177
04374

0.4
0.5211

04811
05189

04267
04359
04853
05147

Analizar / Pruebas no paramétricas / 2 muestras independientes ;/ U de

Variable de agrupacion:
Posicion (1 2)

Mann_Whithey




Comparar dos
* | Poblaciones

Contraste de !
Kolmogoroy -Smirnoy s
L Contraste de la
Contraste de U de Wilcoxon-Mann-Whithey
La Mediaha "

it ™y
En la tabla aparecen las puntuaciones obtenidas en un test de estrés que

se ha pasado en dos ciudades.

A |18 )13 (22 ) 9 (12121 (14|17 (15|10 |16 |19 |11
B |12 |16 |11 |15)| 9| |13 ] & | 9|13 7| 22

Con un nivel de significacion del 1%, a partir de los datos, puede
afirmarse que el estrés es mayor en la ciudad A que en la ciudad B.

El test de la U de Wilcoxon-Mann-Whithey para muestras
grandes {n, =13 > 10 , n; = 12 > 10} la distribucion del

estadistico de contraste U se puede aproximar por una normal.

Sean las variables aleatorias:

X = Puntuacion de estrés en el test de la ciudad A ¥ = Puntuacion de estrés en el test de la ciudad B
Se realiza el contraste unilateral a la izquierda: H,: F(z) 2 G{z} H;: F{z} < G(z}
Siendo F y G las respectivas funciones de distribucion de X e Y

n, .{n,+1)

Estadistico de contraste: U=U_ = n; . n, + =

=

siendo W = E F. la suma de rangos de la muestra X

=1
Para calcular el valor experimental de U se ordenan las observaciones muestrales de menor a mayor,
asignando un rango de 1 hasta 25 (n, + n. = 25}

5i hubiera observaciones repetidas, se asigna el rango medio de los que les corresponderian si
fueran diferentes.

25

siendo W EZE_.H_

1 wvalor X,
Fara facilitar el calculo de W_ se crea el coeficiente instrumental ¢, = {D | y
: valor X,




JERAROQUIA{Observacion 1; Observaciones 1:25; Posicion 1:25)

Fosicion Observaciones | Jerarquia R. €, t.. R
1 6 1 1 0 0
2 7 2 2 0 0
3 8 3 3 0 0
4 9 4 5 0 0
5 9 4 5 0 0
6 9 4 5 1 5
7 10 7 7 1 7
8 11 8 8,5 0 0
9 11 8 8,5 1 8,5

10 12 10 10,5 0 0
11 12 10 10,5 1 10,5
12 13 12 13 0 0
13 13 12 13 0 0
14 13 12 13 1 13
15 14 15 15 1 15
16 15 16 16,5 D 0
17 15 16 16,5 1 16,5
18 16 18 18,5 0 0
19 16 18 18,5 1 18,5
20 17 20 20 1 20
21 1% 21 21 1 1
22 19 22 22 1 22
23 21 23 23 1 23
24 22 24 | 245 0 o
25 22 24 24,5 1 24,5

5 204,5

Wﬁ_ = c,. R, = 204,5
i=1

En consecuencia,

4
L= o, = Npemgt 2‘" et 'u'u'___ = 13.12 + — 204,5 = 42,5
u— My . Ng

e 2 42,5-78

Estadistico de contraste: 2 = = = —1,89309
Jng.nﬁ.{na+n5+1} 18,3848
12

Siendo z_, = —1,9309 > —2,33 = 1,,, se acepta la hip tesis nula de que el estrés

es mayor en la ciudad A.




iDos muestras aleatorias &

independientes proceden Los contrastes de la Mediana, U de Wilcoxon-Mann-Whithey, v Kolgomorov-Smirnov
de una misma

se utilizan para comprobar 5i dos muestras aleatorias e independientes proceden de
una misma poblacion.

poblacion?

L Fara aplicar estos contrastes el unido requisito es que la variable esté medida al menos
T ' en una escala ordinal.

Poblaciones

[Cumparar dus]

Contraste de
Kolmogorov -Smirnov

S5e utiliza para contrastar la hipotesis nula de que dos muestras aleatorias e independientes,
Con respectivos tamanos, proceden de la misma poblacion.

B Contraste bilateral: H,: F{x}= G{x} H;: Fix}=*# G(x)
5¢ basa en un estadistico de prueba que utiliza las funciones de distribucion empiricas de las muestras.

Estadistico de contraste: D, n, =max|F_ () — G, {x})

-- N'-n'
con F (x)= — G,, (x) = —
Se rechaza H, si: D i =03 o R

1

n-
a8

El valor critico D ., verifica: P [D.,_ o 3 »

H.j] = I

En muestras pequefias el valor critico DEJ o .n, 38 encuentra en la tabla de valores Criticos de

Kolmogorov-Smirnov.
Para muestras grandes {n;, > 10 y n, > 10} el valor critico viene dado por:

n; + n;
DL ., i o S g Cys donde C,. = Coeficiente de la Tabla de Kolmogorov-5Smirnov
-"' My . Ny

B Contraste unilateral a la derecha: H,: F{x} < G{x} H;: F(x} > G(x)
Estadistico de contraste: Df oy = M3X [Fn‘_ (x) — G, I[:-:]-]

Se rechaza H; si: D_',"_J,_I 2 v R

B Contraste unilateral a la izquierda: H,: F{x}2 Gi{x} H;: Fix} < G{x}
Estadistico de contraste: D,,_ e P ax [E,r_ (%) — E.y (x ]-]

Se rechaza H, si: D:__,! > D oo,




* Tablas de
Kolgomorov -Smirnov {K-5)

Yalores crithoos del lost de Kolmogerov-Smirnoy pars dos nasesiras de dbdintos tamaibos g, = m,
valores oriticos £ del vest de Kollmogonme-Smirnov;

LIS

B, o, = mix|F, {x) -G, (x} MDD, >D , =&
N, = min(m,n,) iy = miix (. 0y )
MNivel de significacidn o
Tesi unilateral
a=010 0,05 0,025 0,01 0,005
Test bilateral a=020 010 805 002 0010
N.om N.= 9 | 1718
; T &flﬂ
N, =2 Ny= 3 5/6
4 34
5 4/5 45
f b1 A
T 57 67
8 34 7 78
b 19 89 £
10 /10 45 §/10
N =1 N,= 4 1/4 34
' oy M a5 45
& n 23 56
7 57 67
s A B OB OB
10 3% 710 4/5 %10 910
12 2 23 34 56 112
I.|I| =4 H:' 5 J."j 3]"‘ ".Ili 4."5‘
6 M2 27 14 56 56
T | 1728 57 14 67 &/7
8 % 58 14 78 78
9 5% 213 34 79 59
0| um dm I G 4
i E
16 9/16 gﬁ 11/16 34 1316
N, =3 N,= & s 273 3 56 516
’ | 4 s A ®as &0
g8 | 11,20 i 27/40 45 45
9 39 3/5 31/45 19 475
s | ans 3 G s avis
1 1/ 11/1
0 12 1120 35 7/10 374




Valores criticos del test de Kolmogoroyv-Smirnoy pars dos nwcstras de distintos tamadbos o, =,

valores criticos £, del test de Kolmogorov-Smirmnoy:
B, ., = mdslf (x) -G, (x} D, >D, , =
N, = min(m,ny) My = mixin,ny)
Nivel de significacion o
Test unilateral as=010 005 0035 001 0,005
Test bilateral G020 oM 6ok  oer  oste
N =] Ny,= 9 | 1718
; | 9w
I.'llr ol 2 H.I = 3 jjlﬁ-
4 a4
5 414 45
I
;] 14 ?E 778
9 79 89 &9
10 710 4/5 9/10
N,=3 Ny= 4 3/4 34
] 21 45 45
[ 21 n 1)
7 3 57 67 &7
] 5% 14 %u 78
@ 21 i3 i B9 29
10 a8 7/10 45 9/10 9/10
12 712 23 34 516 1712
Ny =4 Ny= 5 | s 34 45 43
[ 12 3 34 56 506
7 | 17728 57 14 67 gfr
8 5% 58 34 78 8
a 5% 2 34 ks ]
1] 11720 13720 T/10 45 -}.rﬂ
12 7712 23 273 34 i
16 916 5% 11/16 34 13/16
N, =3 N,= & 35 273 23 56 56
; Ay 41 NAs 37 Bas 6N
8 | 1120 58 27/40 4/5 415
] 54 s 345 m 455
10 12 35 7/10 710 45
I5 /15 3/5 23 11/15 11715
X0 12 11720 35 7/10 14

Valores criticos del test de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras de distintos tamadios m, =,
valores critioos [, del test de Kolmoporos-Smirnon:

D, ., = milx|F, ()~ G, (x) PD, >0, , =&
N, = min(n,,m, ) Ny = mdx(n,,m;)
) Nivel de significacién o
Test unilateral
=000 0,05 0,025 ol 0
Test bilateral a0 oo oo oor oo
N,o=6 N,= 7 | 232 20/42 57 56
. Y 12 ?..?1 “In 34 4
9 12 59 3 13/18 0
10 12 1730 1930 70 1115
12 12 712 712 14
1% 49 59 11/18 z.”ll:; 1318
M| e 12 712 5% 23
N, =1 Ny=8 | 2719 1 5% 41/56 34
' T e B e 47/63
w0 | 3 I 4370 710 57
14 in 12 9/14 57
28 n 13728 15728 1778 a4
N, =8 Ny= 9 49 13/24 o 3 :
1w | 1940 2140 2340 2 ;;;: 110
12 | 1 12 712 ﬂ
16 /16 1 916 5%
1R | 3 /16 12 96 1932
N, =9 Ny= 10 718 172 26,45 3 3145
12 49 12 59 11/18 p 5}
15 | 1945 22545 8/15 35 2945
18 7/18 49 12 59 11718
6 | 1336 s12 1736 1934
N, = 10 Ny= 15 2/5 715 i 17/30 19030
' P 2/s 9720 112 11,20 35
40 30 28 920 If2
N, =12 Ny=15 | 2380 9720 12 11,20 712
16 % 76 2348 1324 72
18 | 133 s12 176 1906 g,e
20 | 1130 512 5 M0 17730
N, =15 N, =20 7720 28 1300 29060 3160
N, = 16 N,=20 | 2780 3180 1740 1940 41780
Aproximacion n
yn [
F‘;‘ﬂ’;ﬁh : e LOT3I0 12239 L3SE1 0 L5174 16276




Valores criticos del test de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras
del mismo tamaiio, ny =n;, = n
valores criticos D, _ . del test de Kolmogorov-Smirnov:
p.= m;ixh“_{.t'_l- G (x) D . >D _ .)=x
Tamafo Hivel de significacidn
de Test vnilateral 0, iy 0,05 Ll 0,004
misci rEs Test bilateral 0,20 0,10 0,050 i 0,010
A= 3 23 21
4 34 14 3
7 47 47 i in 5T
8 4% 4% LA 5% &8
9 4% 5 59 69 &%
10 4/10 5o &/10 610 710
11 b I | & &1 Tl Tl
12 52 1 ] 612 i T2
13 /13 6713 [T T3 E11
14 514 6/14 714 14 814
15 15 615 s Bil5 N3
16 616 6716 6 816 916
17 617 m? 7 817 9/17
18 618 718 818 9/18 918
1 619 The 19 919 219
20 7 8,20 9/20 10,20
]| 621 T 21 921 10721
] i ¥ frl 822 1 e 10722
i /7] B3 82y 10723 10721
24 24 524 Qrd 10724 124
25 TS 825 Qs 10725 1124
26 1126 B34 926 10/26 11726
77 7727 827 927 127 1727
28 B 9% 10728 1128 1374
19 829 919 10729 129 1729
3 R 830 1030 11730 1274
L} & 931 [T} 11731 153
12 832 9732 16,32 1232 120
n 83 9733 1133 1233 133
4 M 10734 11/34 12734 13734
35 B/as 1035 11735 12/35 13/35
L] Ty 1035 11736 12736 1336
»n 957 Tl 1137 12737 1337
i1 938 10738 11/38 1338 14/38
% 9 10739 11/39 1339 14739
40 040 1040 12/40 13740 14/40
Aproximacsin
= 0 15174 1,748 1.9306 21460 23018
[ T3
¥ o

Analizar /[ Pruebas no paramétricas / 2 muestras independientes [ 7 de Kolmogorov-Smirnov
Variable de agrupacion:
Posicion (1 2}




Comparar dos
* | Poblaciones

Contraste de la .
U de Wilcoxon-Mann-Whitney *
L] Contraste de
Contraste de Kolmogorov -Smirnoy
La Mediana *

%
En la tabla aparecen las puntuaciones obtenidas en un test de estrés que

-— se¢ ha pasado en dos ciudades.
A A |18 |13 | 22| 9 |12 |2 |14 {1F |15 |10 |16 |19 | 11

B (12 16|11 15| 9 8|13 | 6 29113 7|22

Con un nivel de significacion del 1%, a partir de los datos, puede
afirmarse que el estrés es mayor en la ciudad A que en la ciudad B.

Lhilizando el contraste de .
Kolmogorov-5mirnov para dos muestras |*

Se plantea el contraste unilateral a la izquierda: H,: F{x} 2 G{x} H;: F{x )< G{x}

Estadistico de contraste: D:” St max [E,,! {x) — K, {x ]I]

con F {x)= —2 G, (x)= =
| "
Se rechaza H, sic D N ~ ]

Se crea una tabla haciendo los cdlculos necesarios para obtener el valor experimental del estadistico
de contraste D"—:
4

Ey

M n,. W n. N, N, F,,l (%} E"-z (%} Enz (X} — Fnl{:':}
0 6 1 D 1 0,0000 0,0833 0,0833
0 7 1 0 2 0,0000 | 0,1667 0,1667
0 8 1 0 3 0,0000 0,2500 0,2500
9 1 9 2 1 5 0,0769 0,4167 0,3397
10 1 0 2 5 0,1538 0,4167 0,2628
11 1 11 1 3 5 0,2308 0,5000 |  0,2692
12 | 1 12 1 4 7 0,3077 | 0,5833 10,2756
13 1 13 2 5 9 0,3846 | 0,7500 0,3654
14 1 0 6 9 0,4615 0,7500 0,2585
15 1 15 1 7 10 0,5385 0,8333 0,2949
16 1 16 1 8 11 | 06154 | 09167 |  0,3013
iF | 4 0 9 | 11 | 0,6923 0,9167 |  0,2244
18 1 0 10 11 0,7692 0,9167 0,1474
19 1 0 11 11 0,862 0,9167 0,07 05
21 1 D 12 11 0,9231 0,9167 — 10,0064
22 1 22 1 13 12 1,0000 1,0000 0,0000

n =13 n, =12

-




D7, oy = Max [E_.,E'[:-:]' = F-‘l{:':]'] = 0,3654 D:hnz = max [Fnl{:-:} — EHE{;.;}] = — 0,0064

El valor critico para muestras grandes {n; =13 > 10 y n, =12 > 10} viene dado por la expresion:

n, + n; 13 +12
Dog1, 32 =, )J—— G =.| ——— - 1,5174 = 0,60744
My. N 13.12

Vilores crificos del test de Kualmogorov-Smirmoy para dos muoestras de distinios Lemadios Ry =y

Mivel de significacidn o

0,05 0,025 0,01 0,005

Test unilaveral 10
20 0,10 0,050 0,02 0,01

Test hilateral :: g'

Aproximacidn n, +

n
para n, ¥ n, grandes :

® 1,0730 1,.2239 1.3581 15174 1,6276

|

Siendo D, ,.=0,3654 < 0,60744=D, ., ., ,, —* se acepia la hipotesis nula, con un nivel de

significacion el 1%. Por tanto, el estrés es mayor en la ciudad A

Analizar / Pruebas no parameétricas [ 2 muestras independientes / 7 de Knlmuguruv—ﬁmirnuv]

Estadisticas de contraste’

Raipuaitas
Diferencias més extremas  Absoluta 3654
Foaktva 0064 El p_valor = 1 - 0,3754/2 = 0,123 = 0,01 =
Negativa -, 3654 del contraste unilateral a la izquierda F{x} 2 G{x ),
Z de Kelmogorov-Smirnov o con lo que se acepta la hipotesis nula
' En consecuencia, la ciudad A presenta mayor estres.
Sig. anintdt. [bilateral) 3754

8. Varlable de agrupacidén: Poslcidn




Frueba de homogeneidad de
variaciones de dos poblaciones

i e
Mientras que para muestras parametricas la prueba de Levene
comprueba la igualdad de varianzas de dos poblaciones.

En muestras no paramétricas, bajo el supuesto de poblaciones
continuas, se emplea la Prueba de Ansari-Bradley y la Prueba de
A/ hﬁiEgEl—TukE].f para analizar la homogeneidad de las variaciones.

43@

de variaciones

'- . Frueba de
Ansari-Bradley

[Cnntraste humugeneidaﬂ]

La Prueba de Ansari-Bradley, bajo el supuesto de poblaciones continuas, se utiliza
para analizar la homogeneidad de las variaciones (varianzas, desviaciones tipicas,
coeficientes de variacion)

H Contraste bilaterall H;: o0, = 0; H;: 0, # O;

(1

1 walorde A

Estadistico de contraste: W = Zc . R donde ¢, =
' 0 wvalorde B

n+1 ,
p e e > (3,2,1 n=impar

Asighando a cada valor un coeficiente F. =

j
1.,2,3, ---,E.-l.?:.l n = par

Cuando el tamafio de la muestra conjunta n=ny+ n; > 20 se emplea la aproximacion asintotica
a una distribucion normal N(0, 1)

- efw]
.,f'u'ar[w]
|w-e[w]|

.Il"'.."ar['u"u'] 7 S

B Contraste unilateral a la derecha: H;: o0, £ o; H: o, > Oz
W —E[w]

ﬂ.jll".f.;r['u".."]

W —E[w]

.\f'-."ar['u'u'] * e

Estadistico de contraste: 1 =

5e acepta H; cuando 2 =

Estadistico de contraste: ¥ =

5e acepta H; cuando z =




B Contraste unilateral a la izquierda: H,: o, 2 o; Hy: o, € Op

w—E[w]
.,JI'Uar['u"u']

W —E[w] 5

.Il"'..l'ar['u"u'] =

Estadistico de contraste: : =

5e acepta H; cuando 1 =

r‘|ﬂ|.l[r‘|+:f.}2

Cuando hay presencia de valores repetidos se utiliza una varianza corregida:

U:{W}= =1 —nﬂ'lngl{n-l-l}‘

n.{n—1} 16 . {n—1)

Denotando:
g = Mumero de rangos diferentes cuando aparecen observaciones repetidas
t, = Tamano h-ésimo grupo

R, = Rango medio h-ésimo grupo

} _ Ng.ng.(n+1). (n°+3)
# Cuando el tamafio de la muestra es impar: E{W) = VW)= - -
48 .n"
51 hay presencia de valores repetidos se utiliza una varianza corregida
E -
| P nE.ZtF.H;
Ny . (n 4+ 1) i=1 Ny.ng.(n+1)
E{W)=— V(W)= - — ',{ )
4.n n.{n—1j) 16.n°.(n—1}
ny.(n+2Y s g o (n® =4
# Cuando el tamafio de la muestra es par: E(W) = — {4 ) viw) = 2" F { : )
48 . n

Prueba de
. Ansari-Bradley

En la tabla adjunta aparecen dos muestras aleatorias simples SECTOR A SECTOR E
que reflejan los costes laborales unitarios de dos sectores 1700 1763
de produccion Av B 1150 1370
Con un nivel de significacion del 5%, se pide: 1326 1614
1480 1416
a) Contrastar que los costes unitarios de los dos sectores 1735 1139
tienen la misma dispersion, suponiendo que las medianas 1715 1041
de las dos poblaciones son iguales. 1515 1493
o 1375 1817
b} Contrastar que los costes unitarios de los dos sectores
. : ; B : ; 1296 1388
tienen la misma dispersion, suponiendo que las medianas
de las dos poblaciones son distintas. 2162 1110
1514
1409
1268
1377
1091




a) Siendo las dos poblaciones continuas, se establece el contraste
bilateral con las hipotesis: H;: 0, = o; H;: 0o, #0;

5e hace la aproximacion asintotica a una distribucion normal N{D, 1)
porque la muestra conjunta n = na+ ny = 15+ 10 = 25 > 20 {impar)

5e ordenan los valores de menor a mayor, dando al coeficiente instrumental ¢ ={

1 wvalor de A

0 wvalor de B
S5e construye la tabla, asighando a cada valor un coeficiemte R.=1,2,3, --- , n-;—i PR e Tt |
SECTORA | SECTORB |SECTORES A - B| POSICION £, R. c;. R;

1200 1263 1200 1041 0 1 0
1150 1370 1150 1091 1 2 2
1326 1614 1326 1110 ] 3 0
1480 1416 1480 1139 ] 4 0
1235 1139 1235 1150 1 5 5
1215 1041 1215 1200 1 6 &
1515 1493 1515 1215 1 7 F
1375 1817 1375 1235 1 [ 8
1296 1388 1296 1263 0 9 0
1463 1110 1463 1268 1 10 10
1514 1514 1296 1 11 11
1409 1409 1326 1 12 12
1268 1268 1370 0 13 0
1377 1377 1375 1 12 12
1091 1091 1377 1 11 11
1263 1388 0 10 0

1370 1409 1 a 9

1614 1416 0 8 0

1416 1463 1 7 7

1139 1480 1 b 6

1041 1493 0 5 0

1493 1514 1 4 4

1817 1515 1 3 3

1388 1614 ] 2 ]

1110 1817 ] 1 o
113

113

25
W = Zc, R
i=1

n,.(n+ 1)y 15.26°

E{W) = = 101, 4
4. n 4,25
Naofa. (R+1).(n>+3 15 .10 .26 . (25°+ 3
vViw)= 22 { }2 { e {2 }=31,54
48 . n 48 .25
, |w—E[w]| |113 — 101,4|
Estadistico de contraste: R s = = 1,284

J var[w] ) 81,64




Como : =1,284 € 1,96 =2, ,,. —> Se acepta la hipotesis nula de igualdad de dispersiones.

b}

sin Al no conocer las medianas de las poblaciones, para calcular el estadistico de
Ic':u'lue“dci;:ras contraste han de calcularse las medianas muestrales M:‘ ¥ Mi
Poblacion| paig ello, se ordenan los valores muestrales de menor a mayor.
SECTOR A | SECTOREB | x,— M. v — ME
1091 1041 —235 =329
1150 1110 —-176 —260
1200 1139 —126 —231
1215 1263 -111 —-107
ngf2=10/2=5 — M. = 1370 1235 1370 —91 0
1268 1388 —58 18
1296 1416 —30 46
ny,f2=15/2=7,5 = M;=1326 1326 1493 0 123
1375 161 49 244
5e hacen las diferencias entre los valores 1377 L 21 447
muestrales y las correspondientes 1409 g3
medianas: ®, — Mf e Y — Mz 1463 137
1480 154
1514 188
1515 189

5e construye la muestra conjunta de las diferencias x; — rwj ey — r-..-]: de tamafio n = n, + ng ,

ordenando las diferencias de menor a mayor ¥ dando al coeficiente instrumental los valores

1 wvalor de A
e
0 wvalor de B

n+1
2

Después se asigha a cada valor un coeficiente R. =1,2,3, --- ,

. - . 3,2,1 atribuyendo el rango
0 coeficiente medio cuando hay diferencias repetidas.




W C R, c,.R;
-39 0 1 0
—260 0 2 0
El estadistico de contraste W (suma de los —235 1 3 3
coeficientes de la muestra procedente de A) sera: -231 0 4 0
= —-176 1 5 2
W =) c. R, = 108,5 — 1 ; ;
i=1
s . : 3 -111 1 7 7
Senalar que estas diferencias no tienen una 0 0
distribucion exacta en el muestreo, tomando —107 8
los resultados con cautela. —31 1 3 9
—58 1 10 10
Como el tamano de la diferencia de la muestra —30 1 11 11
conjunta n=n; + ng > 20 se emplea la
! g PR ; p_ e 0 0 12,5 0
aproximacion asintotica a una distribucion normal
: : : | 1 12,5 125
M(D, 1) , considerando una varianza corregida por — g T
la presencia de valores repetidos:
4 0 11 0
ny.(n+1F 15, 26° 49 1 10 10
E{W) = = = 101,4
4.n 4 .25 51 1 9 9
£ 83 1 8 8
nyslg e Y b Ry J 123 0 7 0
V. (W)= b N Y, o e 137 1 6 6
n.{n—i} 15.“.{"'1_1} 154 1 5 5
188 1 4 5
189 1 3 3
244 0 2 ]
447 0 1 0
1085

g = Mumero de rangos diferentes cuando aparecen observaciones repetidas

t;, = Tamano h-ésimo grupo

F. = Rango medio h—-ésimo grupo

g
Para hallar ZL- R se construye la tabla:
=1




b R, R; T

1 1 1 1

1 2 i |

1 3 9 0

1 q 16 16

1 5 25 25

1 b 36 36

1 F) 449 49

1 8 61 bl

1 9 81 81

1 10 100 100

1 11 121 1?1

2 12,5 156,25 | 312,5

1 12 144 144

1 11 121 121

1 10 100 100

1 9 81 81

1 ] [T 8 [T |

1 ) 49 49

1 [ E1N 36

1 5 25 25

1 b | 16 1b

1 3 0 q

1 2 4 4

1 1 1 1
1468,5

24
Zt-,.ﬁi — 1468,5
E -
Mg« Ny, Ztn.ﬂ:
= N

ool (LY "

V(W) = = . =
n.{in—1} 16 .n°.{n—-1)
15 . 10 . 1468.5 15 . 10 . 255
= £ - = 81,515
25 ., 24 16 . 25° . 24
Estadistico de contraste:
| w—g[w]| |108,5- 101,4]
Foor— = = 0,786

Siendo z, = 0,786 € 1,9 = 23,025 —> 5e acepta la
hipotesis nula de igualdad de dispersiones con un
nivel de significacion del 5% {probabilidad que se
reparte a partes iguales en las dos colas de la

distribucion)

Prueba de
Ansari-Bradley

dos ciudades espanolas A v B

En la tabla adjunta se presentan los gastos diarios medios de los turistas que visitan

300

351

326

482 | 532 227 211 300|326 469 614 129 265 377

=
w | x=
e

128

B

300

189

97 | 223 341 493 b3

S¢ conoce que la mediana de la poblacion A es 400 y la de B es 250, con un nivel de significacion del 5%,
s& gquiere contratar si los gastos medios de los turistas con destino A tienen una dispersion igual o menor

que los del destino B




2 Al ser dos poblaciones continuas se
utiliza la Prueba de Ansari-Bradley

Se establece el contraste unilateral a la derecha: H;: o, S0, H;: O0,> 0O,

Ciudad A Ciudad B Mpp — 400 | x5 — 250

300 128 —100 —122

351 300 — 49 50
Se calculan las diferencias entre los valores 326 189 —74 -6l
muestrales y las correspondientes medianas 482 97 82 — 153
poblacionales: 532 223 132 _ 37
X4 — M = %, — 400 227 341 —~173 91
X:g — Mo = x;5 — 250 211 493 — 189 243

300 b3 —100 —187

326 —7d

469 69

614 214

129 —-271

265 —135

377 =

Se construye la muestra conjunta de las diferencias de tamafo n = n, + ng, ordenando las diferencias de menor

a mayor y dando al coeficiente instrumental ¢, el valor 1 a las diferencias de A ¥ 0 a las diferencias de B

W, C R. c.. R

- 271 1 1 1

—189 1 2 2

El estadistico de contraste W (suma de los coeficientes —187 0 3 0

de la muestra procedente de A) sera: —173 1 4 4

& —153 0 5 0

W= >"c.R =85 ~135 1 6 6

L —122 0 7 0
Como el tamafo de la diferencia de la muestra conjunta 100 1 8.5 8,5
n=ng + ng > 20 se emplea la aproximacion as intotica —100 1 8,5 8,5
a una distribucion normal N(D,1) , considerando una —74 1 10,5 10,5
varianza corregida por la presencia de valores repetidos: —74 1 10,5 10,5

n, .(n+2 14 , 24 — 61 0 11 0

EM == { }= 4 g — 49 1 10 10

: ) — 27 0 9 0

o g0 K By 2 ~23 1 8 8

V(W) = i By By (5 2) 50 0 7 0

n.{n—1} 16 . {n—1} 9 3 p P

z

Para hallar Zt" : F'nrz. se construye la siguiente tabla: L x 2 2

= 91 0 b | 0

132 1 3 3

214 1 2 2

243 0 1 0

85




g = Mumero de rangos diferentes cuando
aparecen observaciones repetidas

t;, = Tamaho h-ésimo grupo

R, = Rango medio h-ésimo grupo

— 2
V(W) = i=1 _n,l.ng.l[n+..?:} _

n.{n—1) 16.{n—1)

_14.8.1011 14.8.24°
2. 21 16 . 21

= 43,00

Estadistico de contraste:

_WoFIN] moe 0,137

" Juw]  4Js3.00

Siendo z_ = 0,137 < 1,645 =z, .. —* Se acepta la

hipotesis nula, concluyendo que la dispersion del
gasto medio en la ciudad A es menor o igual que
el gasto medio de la ciudad B, con un nivel de

significacion del 5%

E R, 5 o
1 1 1 1
1 . 4 4
1 3 9 9
1 4 16 16
1 5 25 25
1 6 36 36
1 7 49 49
2 8,5 72,25 | 144,5
2 10,5 110,25 | 2205
1 11 121 121
1 10 100 100
1 9 81 81
1 8 64 6
1 7 49 49
1 6 36 36
1 5 25 25
1 4 16 16
1 3 9 9
1 2 4 4
1 1 1 1

1011




Contraste
homogeneidad

de variaciones |* .[Cuntraste de]
Y

Siegel-Tuke

-~

Permite contrastar si dos muestras independientes proceden de poblaciones
con la misma variabilidad o dispersion.

B Contraste bilateral:

o Hy: oy = oy Hy:oy #oy f Hp: Mey, = Me, H;: Me, # Me,

Estadistico de contraste: R = Z a.c
i=1
; s - {1 valor de X
La muestra conjunta en orden ascendente, con la ayuda del coeficiente instrumental c. =
primero se asighan en orden los 1 vy después los 0. avaloridey:

a, = Coeficientes obtenidos al asignar los rangos segun el método de Siegel-Tukey: La clasificacion

se realiza alternando extremos (el rango 1 es el mas bajo, 2 v 3 son los dos mads ahos, <4 v 5 son
los dos mas bajos, y asi suces ivamente).

Cuando el ntimero total de observaciones es un nUmMero impar, se ignorara la observacion central.

2i ipar 1< i< MNSf2
2i—1 I impar 15 i 2 NSf2
2IN—i)+2 iparNf2C<i®& N
2IN—i})+1 iimparNf2<i<N

La funcion indicadora a =

La distribucion de probabilidad de R_ es la misma que la del estadistisco

U de Wilcoxon-Mann-Whithey, por lo que se puede recurrir a la tabla de
valores criticos del mismo.

Cuando las muestras son grandes {n; > 10 y n, >10) se emplea la aproximacion as intotica a una
distribucion normal W{0,1) :

Se acepta H; si 2 = i 0 il s

= Z,z donde, ER]=-21""_ "% y[R]=-L
’JU[H"] d onde [ ] E [ ]

B Contraste unilateral a la derecha: Hy: oy £ oy Hp: oy > oy

R —E[R_]

Se acepta H, si 2 = e

JVIR ] *

B Contraste unilateral a la izquierda: Hy: o, 2 o, H;: 0, € o,

R, —E[R,]

Se acepta Hy si 2 = = —1

JVIRT




Contraste de
Siegel-Tukey
% i ™y

En un estudio sobre las sanciones que recaen sobre empresas por incumplimiento
de normas de seguridad en el trabajo se encontrdo que las sanciones medias eran

las mismas en dos comunidades autonomas (X e ¥). En cada comunidad se eligieron
al azar expedientes sancionadores, presentando en la tabla adjunta los importes

{expresados en cientos de euros).

X | 784|119 | 32,2| 89,6 |105 |128,8| 63 |53,2 | 93,8 | 56 [102,2| 18,2 |72.8
Y |84 | 81,2| 70 |44,8 | 96,6|/116,2| 50,4| 67,2 | 77 [123,2| 98 | 28

Con un 10% de significacion, jPodria afirmarse que existen diferencias significativas en cuanto a
la dispersion de las sanciones de seguridad en el trabajo en las dos comunidades?

5e establece el contraste bilateral: H;: o, =0y H;: Oy #F 0Oy,

Estadistico de contraste: R_ = E a,.c; donde ¢ =

. {1 valor de X
=1

0 valor de ¥

Para calcular el estadistico de contraste R, es necesario calcular los rangos a3, , ordenando las puntuaciones
muestrales conjuntas de menor a mayor, asignando primero al coeficiente instrumental ¢, =1 para las sanciones

de la comunidad X y después ¢. =0 para las sanciones de la comunidad Y.

a. = Coeficientes obtenidos al asignar los rangos segun el método de Siegel-Tukey: La clasificacion se realiza
alternando extremos (el rango 1 es el mas bajo, 2 ¥ 3 son los dos mas altos, 4 v 5 son los dos mads bajos,

¥ a5 i SUCes ivamente).

En este caso el nimero total de observaciones n = ny, 4+ ny = 13 + 12 = 25 es un ndmero impar, se ignora la

obseracion central.

Siendo las muestras grandes {(n, = 13 > 10 y ny, = 12 > 10) se emplea la aproximacion asintotica a una

distribucion normal M{0, 1)

|R,—E[R ]|
3 5 o : +1 : : +1
Se acepta H; si Z_ = < 2./: donde, E[R | = n, {n } VIR ] = L {n |

JVIR] — © 2 : 12




25

=1

ne.{n+1) 13.(25+1)

E[Rys] = = 169
[Rzs5] 5 -
n,.n,.{n+1}
U[H25]= 5 X -
12
13 .12 .(25+ 1)
= = 338
12
|st —E[Ry; ] | |134—159 |

4

; JYIRz] 338
— 1,9{]3? = 1_;5’45 ) 11:\.-'.2 o Ei:l.':ls

En consecuencia, se rechaza la hipotesis nula,
concluyendo que existen diferencias
significativas en cuanto a la dispersion de las
sanciones de seguridad en el trabajo en las

dos comunidades, con un nivel de
significacion del 10%.

Comunidades a 3; £, a .
X 14,2 1 1 1
Y 28 4 1] 0
X 32,2 5 1 2
Y 44,8 [ ] 0
Y 20,4 9 ] 0
X 53,2 12 1 12
X =1 13 1 13
X b3 16 1 li
Y 67,2 17 0 0
Y o 20 0 1]
X R 21 1 21
Y 77 24 0 0
x 78,4 ———— 1 1]
Y 81,2 23 1] 0
Y 84 22 0 1]
X 89,6 19 1 19
X 93,8 13 1 15
Y 96,6 15 1] 0
Y 98 14 0 1]
X 1022 11 1 11
X 105 10 1 10
Y 116,2 7 0 0
X 119 b 1 b
Y 123,2 3 0 0
X 128,8 2 1 2

134




Contraste de
Siegel-Tukey
i3 P Ty
Para tratar de evaluar las diferentes capacidades por sexo, s somete a un examen logico a una

muestra de hombres ¥y mujeres, obteniendo las siguientes puntuaciones:

Hombres | 52,48| 72,98 | 73,8 | 22,14| 369 | 82 73,8 | 40,18 | 246 | 57,4 | 123 |,
Mujeres 65,6 | 48,38 | 82 [123 |143,5| 73,8 | 246 | 26,24 | 49,2 | 56 | 1312

Con una sighificacion del 5%, ;existen diferencias significativas entre hombres y mujeres én cuanto

a la dispersion de las puntuaciones?.
Bt P erererereerererererere—

5e establece el contraste bilateral: H;: o, =0,, H;: o4 # 0,

Estadistico de contraste: R = Z a.c, donde c =

< {1 valor de H
i=1

0 valor de M

Para calcular el estadistico de contraste R_ es necesario calcular los rangos a, , ordenando las puntuaciones
muestrales conjuntas de menor a mayor, asignahdo primero al coeficiente instrumental ¢, =1 para las puntuaciongs

de hombres v después ¢. =0 para las pumuaciones de mujeres.

a. = Coeficientes obtenidos al asignar los rangos segun el método de Siegel-Tukey: La clasificacion se realiza
alternando extremos {el rango 1 es el mas bajo, 2 ¥ 3 son los dos mas alos, 4 v 5 son los dos mas bajos,
v asi suces ivamente).

El nimero total de observaciones es un numero par n =n; 4+ n, = 11 + 11 = 22 , por lo que al construir la tabla para
facilitar los calculos, no hay que ignorar la observacion central.

22

R = Za; £, = 133 a a, £, 3 . ¢

i=1 H 22,14 1 1 1
Como las muestras son grandes {n;, =11 > 10 y H 24,6 4 1 4
n; =11 > 10} se emplea la aproximacion : i:“gq ; g 3

as imtotica a una distribucion normal N{D, 1): :
0, 1) H 36,9 9 1 9
H 40,18 12 1 12

n.{n+1 11. (22 + 1) 1
E[Ry] = 1 { ) = =126,5 M 48,38 13 0 0
2 Z M 49,2 16 0 0
H 52,48 ir 1 17

m.n,.(n4+1 11. 11. {23

V[Ry;] = 1*z { ) = (23) = 231,92 H 57,4 20 1 20
12 12 M 65,6 21 0 0
| | M 65,6 22 0 0
R —E[R,] H 72,08 19 1 19

5 H.n- i = i i £ Lo = A 1
e acepta H; si z_ JU[HE] Toms = L/ 2 = 73.8 T 3 18
H 73,8 15 1 15
| 133 — 126,5 | M 73,8 14 0 0
3 = TR =0,426B <« 1,9 = 20,025 H g7 11 1 11
"J'r ' M 82 10 1] 1]
En consecuencia, se acepta la hipotesis nula, H LEE : 1 :
concluyendo que no existen diferencias M 123 b “ L
signhificativas en cuanto a la dispersion de las M i:;"g = D 0
puntuaciones, con un nivel de significacion del 5%. M : 2 L 132




Contrastes
MNo Parametricos

Esquema
-

;Para demostrar que una Contraste de Hipdtesis
muesira es aleatoria? respecto a !a Mediana

Prueba
{Test de rachas de} de Signos | «

Wald-Wolfowitz

Test rangos-signos
de Wilcoxon

Contraste
Contraste normalidad je :_':I"Ir_'";:ll'dﬂd
de Shapiro-Wilk e LillieTors

« |COntraste
de normalidad

de Kolmogorov-5mirnov

Prueba de Kolmogorov-Smirnov
Ajuste a una distribucion
{uniforme, exponencial, Weibull, etc)

;Existen diferencias
de variables significativas en las muestras? | »
Contrastes 4 -

Comparar

L ]
Poblaciones :ﬂleh“ : Rh ] o
' PEGHIOR A KruskalWallis | «

Prueba Tau
de Kendall

Prueba de homogeneidad de
variaciones de dos poblacione

Foblaciones ] .

. L Frueba de
| Contraste de . Contraste de Ansari-Bradley " 3
La Mediana Kolmogorov -smirnov
. Prueba de .
Contraste de la Siegel-Tukey ﬂ'"
U de Wilcoxon-Mann-Whithey







A. Kolmogorov ]. v. Heumann

| ]hl
F N

Karl Pearson W.5.Gosset F. Wilcoxon J. Wolfowitz

2

W.H.Kruskal A. Wallis

5. Wilk

]. Tukey Mann
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