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En un hospital se comprobó que la aplicación de un determinado tratamiento en enfermos de
cirrosis produce una mejoría en el 80 por 100 de los casos.

Si se aplica el tratamiento a ocho personas, se pide calcular:

a)  Probabilidad de que mejoren cinco.

b)  Probabilidad de que mejoren al menos tres.

c)  Número de enfermos que se espera que mejoren.

Solución:

Sea la variable aleatoria X = "Número de personas que mejoran al aplicar el tratamiento a ocho
enfermos",   X B(n 8 , p 0,8)= =∼ .

a)  Probabilidad de que mejoren cinco:   5 3
x x

8P(X 5) 0,8 0,2 0,14685
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

b)  Probabilidad de que mejoren al menos tres:   P(X 3) 1 P(X 0) P(X 1) P(X 2)≥ = − = + = + =⎡ ⎤⎣ ⎦

0 8 1 7

2 6

x x x x

x x

8 8P(X 0) 0,8 0,2 0 P(X 1) 0,8 0,2 0,00010 1

8P(X 2) 0,8 0,2 0,00112

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

P(X 3) 1 0 0,0001 0,0011 0,9988≥ = − + + =⎡ ⎤⎣ ⎦

c)  El número de personas que se espera que mejoren con el tratamiento es la media de la variable X:

x xn p 8 0,8 6,4μ = = =

Se espera que mejoren entre 6 y 7 personas.

Las puntuaciones en la Escala de Inteligencia para Adultos de Wechsler (WAIS) siguen en una
población una distribución normal de media 100 y desviación típica 16.

Al extraer una muestra aleatoria simple de 25  individuos, calcular:

a)  Probabilidad de que la media de esos 25 individuos sea inferior a 95

b)  Probabilidad de que la media esté comprendida entre 98 y 102.

Solución:

Según el teorema de Fisher:   
16

x N , x N 100 , N(100, 3,2)
n 25

σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ μ → ≈ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

a)  
x 100 95 100

P(x 95) P P(z 1,56) P(z 1,56) 0,0594
3,2 3,2
− −⎛ ⎞≤ = ≤ = ≤ − = ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

98 100 x 100 102 100
b) P(98 x 102) P P( 0,62 z 0,62)

3,2 3,2 3,2

                                 P(z 0,625) P(z 0,62) P(z 0,62) P(z 0,62)

                                 1 P(z 0,62) P(z 0,62) 1

− − −⎛ ⎞≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ≥ − − ≥ = ≤ − ≥ =
= − ≥ − ≥ = = − 2P(z 0,62) 0,4648≥ =
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El peso (en gramos) de unas cajas es una variable aleatoria X, con distribución normal, cuya
desviación típica es igual a 12 gramos.

Se extraen muestras aleatorias simples de tamaño 100 cajas.

¿Cuál es la probabilidad de que el peso medio de las cajas supere el peso medio real en al menos 300
miligramos?

Solución:

X N( , 12)μ∼   con n 100=

Se pide calcular  P(x 0,3) P (x ) 0,3≥ μ + → − μ ≥⎡ ⎤⎣ ⎦

Se puede determinar que la variable aleatoria  (x )− μ  sigue una distribución normal con las siguientes

características:

2 2

E(x ) E(x) 0

12
Var(x ) Var(x) 0 1,44

n 100

− μ = − μ = μ − μ =

σ
− μ = − = = =

(x ) N(0 , 1,2)− μ ∼

x 0,3
P (x ) 0,3 P P(z 0,25) 0,4013

1,2 1,2
− μ⎛ ⎞− μ ≥ = ≥ = ≥ =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠

En una población de mujeres, las puntuaciones de un test de ansiedad‐riesgo siguen una
distribución normal N(25, 10) .

Al clasificar la población en cuatro grupos de igual tamaño, ¿cuales serán las puntuaciones que delimiten
estos grupos?.

Solución:

Siendo la variable aleatoria X = "Puntuaciones en un test de ansiedad‐riesgo"

1 1 1
1

1
1 x

X 25 Q 25 Q 25 25 Q
P(X Q ) 0,25 P P z P z 0,25

10 10 10 10

25 Q
0,67 Q 25 10 0,67 18,3

10

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ = → ≤ = ≤ = ≥ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
= → = − =

   ( )P z 0,67 0,25≤ − =        ( )P z 0,67 0,25≥ =

Las puntuaciones que delimitan estos cuatro grupos
serán el primer  1Q , segundo  2Q  y tercer cuartil  3Q  de

la distribución.

1
1 x

Q 25
0,67 Q 25 0,67 10 18,3

10
−

= − → = − =

En la distribución normal la media y la mediana son iguales:   e 2M Q 25μ = = =

3 3 3
3

3
3 x

Q 25 Q 25 Q 25X 25
P(X Q ) 0,75 P P z 0,75 P z 0,25

10 10 10 10

Q 25
0,67 Q 25 10 0,67 31,7

10

− − −−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ = → ≤ = ≤ = → ≥ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
= → = + =
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El primer grupo serían las mujeres con puntuaciones inferiores o iguales a 18,3.
El segundo grupos son aquellas mujeres con puntuaciones entre 18,3 y 25.

El tercer grupo son las mujeres con puntuaciones entre 25 y 31,7. El cuarto grupo son mujeres que
tengan puntuaciones superiores a 31,7.

Un gerente sólo da plazas de restaurante mediante reserva previa de mesa. Sabe que el 15% de las
reservas no asistirán.

Si el restaurante acepta 25 reservas pero sólo dispone de 20 mesas, calcular la probabilidad de:

a)  Que dos reservas se queden sin mesa.

b)  Que se ajusten las reservas a las mesas.

c)  Que no haya "overbooking" (más reservas que mesas).

Solución:

Sea la variable aleatoria N "Número de reserva fallidas" , N B(n 25, p 0,15)= = =∼

25 kk
x x

25p(N k) 0,15 0,85 k 0 , 1,2 , ... , 25k
−⎛ ⎞= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

a)  Dos reservas quedan sin mesa si fallan tres de las reservas, por tanto, la probabilidad de que dos
reservas se queden sin mesa es:

3 22
x x

25p(N 3) 0,15 0,85 0,21743
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

b)  Las reservas se ajustarán a las mesas cuando fallen cinco de las peticiones realizadas:

5 20
x x

25p(N 5) 0,15 0,85 0,15645
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

c)  Hay más reservas que mesas cuando fallen como mucho cuatro de las reservas realizadas, en
consecuencia, la probabilidad de que no hay overbooking:

4

i 1

1 24 2 23 3 22

4 21

x x x x x x

x x

p(N 5) 1 p(N 4) 1 p(N i)

25 25 25               1 0,15 0,85 0,15 0,85 0,15 0,851 2 3

25                    0,15 0,85 0,31794

=

≥ = − ≤ = − = =

⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

⎤⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

∑
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Un candidato contrata los servicios de una compañía para fijar la contienda establecida en las
elecciones. La compañía contratada selecciona una muestra aleatoria de 384 electores registrados,
sabiendo por experiencias realizadas que obtienen una intención del 40% del voto.

¿Cuál es la probabilidad de que la muestra pueda producir una intención del voto de al menos el 45%?

Solución:

La variable aleatoria X = "Intención del voto"  ,  X B(n 384 , p 0,4) N(np, npq)= = →∼

Proporción muestral:

xpq 0,4 0,6
p̂ N p , N 0,4 , N(0,4 , 0,025)

n 384

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≈ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

p̂ 0,4 0,445 0,4ˆ ˆ ˆP(p 0,45) P(p (0,45 0,005)) P(p 0,445) P
0,025 0,025

                      P(z 1,8) 0,0359 (3,59%)

•
• • ⎛ ⎞− −

≥ = ≥ − = ≥ = ≥ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ≥ =

Determinar la probabilidad de realizar determinado experimento con éxito si se sabe que si se repite
24 veces es igual de probable obtener 4 éxitos que 5.

Solución:

Sea la variable X = "Realizar el experimento", pudiendo obtener éxito o fracaso,  X B(24 , p)∼

[ ] [ ]4 20 5 1924 24
P X 4 . p . q P X 5 . p . q

4 5
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

[ ] [ ] 4 20 5 1924 24
Siendo, P X 4 P X 5 . p . q . p . q

4 5
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = → =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4 19
4 20 5 19

5 20

x
x x x x x

x

p 42504 q 1 4
10626 p q 42504 p q q 4 p

p qp 10626 q
= → = → = → =

x
1

q 1 p 4 p p 0,2
5

= − = → = =
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Un Instituto de opinión pública quiere obtener una muestra de votantes. La muestra debe ser
suficientemente grande para que la proporción de votos a favor de la consulta inferior al 50%
tenga una probabilidad de 0,01.

¿Qué tamaño deberá tener la muestra?, si la intención del voto es realmente del 52%

Solución:

La v.a. X  =  "Votos obtenidos en la consulta",  X B(n, p) N(n . p , n . p . q)≈∼

Y =  "Frecuencia obtenida con una muestra n":

xp . q 0,52 0,48X 0,49968
Y N p, N 0,52 , N 0,52 ,

n n n n

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∼

Hay que determinar el tamaño n con la condición P Y 0,50 0,01< =⎡ ⎤⎣ ⎦

0,02 . n 0,02 . nY 0,52 0,50 0,52
P Y 0,50 P P z P z 0,01

0,49968 0,499680,49968 / n 0,49968 / n

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−− −
< = < = < = > =⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2
x0,02 . n 2,33 0,49968

2,33 n 3389
0,49968 0,02

⎡ ⎤≥ → ≥ ≥⎢ ⎥⎣ ⎦

El departamento comercial de una industria alimenticia conoce que 2 de cada 10 consumidores
reconocen su producto en una prueba a ciegas.

¿Cuántas pruebas ciegas de sabor deberían hacerse para que la proporción de que los que conocen la
marca oscile entre el 16% y el 24% con una probabilidad mínima de 0,8?

Solución:

Reconocen el producto el 20%   p 0,2=   ,     ˆP(0,16 p 0,24) 0,8≤ ≤ ≥

xpq 0,2 0,8 0,4ˆ ˆp N p, p N 0,2 , N 0,2 ,
n n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ → ≈ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )0,16 0,2 0,24 0,2
P z P 0,1 n z 0,1 n 0,8

0,4 / n 0,4 / n

− −⎛ ⎞< < = − < < =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) ( ) ( )P 0,1 n z 0,1 n 1 2P z 0,1 n 0,8 P z 0,1 n 0,1− < < = − > = → ≥ =

Tablas N(0 , 1) :   0,1 n 1,282 n 165= → =

Para una probabilidad como mínimo de 0,8 harían falta 165 pruebas.
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El 7% de los pantalones de una determinada marca salen con algún defecto. Se empaquetan
en caja de 80 pantalones para diferentes tiendas.

¿Cuál es la probabilidad de que en una caja haya entre 8 y 10 pantalones defectuosos?

Solución:

Sea X = "Número de pantalones defectuosos en una caja"

Se trata de una distribución binomial (los pantalones son o no son defectuosos), es decir, una binomial
con n 80=  ,  p 0,07= : B(80 , 0,07) , donde:

x x xn. p 80 0,07 5,6 n.p.q 80 0,07 0,93 2,28μ = = = σ = = =

Adviértase que se dan las condiciones para aproximar la distribución discreta binomial a una distribución
continua normal:    xp 0,07 0,5 y n. p 80 0,07 5,6 5= ≤ = = >

con lo que, B(n, p) N n. p , n. p. q B(80 , 0,07) N 5,6 , 2,28⎡ ⎤μ = σ = → ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦∼ ∼

Para utilizar correctamente la transformación de una variable aleatoria discreta X (distribución binomial)
en una variable aleatoria continua z (con distribución normal) es necesario hacer una corrección de
continuidad:

Tipificando
N(5,6 ;2,28)Transformación 7,5 5,6 X 5,6 10,5 5,6

P 8 X 10 P 7,5 X 10,5 P
2,28 2,28 2,28

                                 P 0,83 z 2,15 P z 0,83 P z 2,15 0,2033 0,0158 0,1

•
• ⎡ ⎤− − −⎡ ⎤≤ ≤ = ≤ ≤ = ≤ ≤ =⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
= ≤ ≤ = > − > = − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 875

Un estudio de la DGT estima que el número de horas prácticas necesarias para la obtención del
permiso de conducir sigue una distribución normal N(24, 3). Se sabe que la autoescuela Lafuente
ingresa por alumno una parte fija de 250 euros, más 23 euros por hora de práctica.

a)  ¿Qué probabilidad hay de obtener el permiso de conducir con 20 horas de prácticas o menos?

b)  ¿Cuántas horas de prácticas ha necesitado un conductor para obtener el permiso si el 68% de los
conductores ha necesitado más horas de prácticas que él?

c)  Calcular el ingreso medio esperado y  la desviación típica del ingreso por alumno.

Solución:

a)   X  =  "Número de horas de prácticas necesarias para obtener el permiso de conducir" ,  X N(24 , 3)∼

X 24 20 24
P(X 20) P P(z 1,33) P(z 1,33) 0,0918

3 3
− −⎛ ⎞≤ = ≤ = ≤ − = ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

b)  Sea  h = "Número de horas necesarias"

x

X 24 h 24 h 24 h 24
P(X h) P P z P z 0,68

3 3 3 3

h 24 h 24
     P z 0,32 0,46 h 24 3 0,46 22,62

3 3

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≥ = ≥ = ≥ = ≤ − = →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞→ ≥ − = → − = → = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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c)  Ingreso de la autoescuela por las prácticas de un alumno cualquiera:   In 23X 250= +
Ingreso por alumno esperado:

xE(In) E(23X 250) 23E(X) 250 23 24 250 802 euros= + = + = + =

Varianza del ingreso por alumno:

2 2 2
In x xVar(In) Var(23X 250) 23 Var(X) 529 9 4761 eurosσ = = + = = =

Desviación típica del ingreso por alumno:    In 4761 69 eurosσ = =

Un servicio dedicado a la reparación de electrodomésticos recibe por término medio 15 llamadas
diarias. Determinar la probabilidad de que reciba un día más de 20 llamadas.

Solución:

La variable aleatoria X "= Número de llamadas recibidas al día"

[ ]
k

1515
X P 15 P X k . e

k!
−λ = → = =⎡ ⎤⎣ ⎦∼

[ ] 15 10P 15 N 15, 15λ = > ⎡ ⎤λ = ⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎣ ⎦

   [ ] (20 0,5) 15X 15
P X 20 P P z 1,16 0,1230

15 15

⎡ ⎤− −−
> = > = > =⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦

i

Un dispositivo está formado por muchos elementos que trabajaban independientemente, siendo
la probabilidad de fallo durante la primera hora de trabajo muy pequeña e iguales en todos los
elementos.

Si la probabilidad de que en ese tiempo falle por lo menos un elemento es 0,98.

a) Hallar la media y desviación típica del número de elementos que fallen en la primera hora.

b) Calcular la probabilidad de que fallen a lo sumo dos elementos en ese tiempo.

Solución:

a) Habiendo muchos elementos independientes, el tamaño (n) es muy grande, con una probabilidad de
fallo muy pequeña, condiciones para que el dispositivo siga una distribución de Poisson.

La variable aleatoria X = "Fallo en la primera hora de un elemento", X P( )λ∼  donde  
k

P(X k) e
k!

−λλ
= =

Cálculo del parámetro   :λ
0

P(X 1) 0,98 P(X 1) P(X 0) e 0,02 e 0,02
0!

ln 0,02 3,91 3,91 3,91 1,98

−λ −λλ
≥ = → < = = = = → =

−λ = → λ = → μ = λ = σ = λ = =
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0 2
3,9 3,9 3,9

2
3,9 3,9

x

3,9 3,9 3,9
b) P(X 2) P(X 0) P(X 1) P(X 2) e e e

0! 1! 2!

3,9
                    1 3,9 e 12,505 e 0,2531

2

− − −

− −

≤ = = + = + = = + + =

⎡ ⎤
= + + = =⎢ ⎥⎣ ⎦

En una gran ciudad, el 60% de la población fuma, el 6% tiene bronquitis crónica, y el 4% fuma y
padece bronquitis crónica.

a)  Hallar la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga bronquitis crónica o sea fumador.

b)  Se eligen al azar 120 personas de la ciudad. Hallar la probabilidad de que más de 80 de sean
     fumadores.

c)  Se eligen al azar 200 individuos de esta gran ciudad. Hallar la probabilidad de que no haya más de
     uno que sea fumador y padezca bronquitis crónica.

Solución:

a)  P( Bronquitis o Fumador)

     P(Bronquitis   Fumador) P(Bronquitis) P(Fumador) P(Bronquitis   Fumador)

     0,06 0,60 0,04 0,62

=
= ∪ = + − ∩ =
= + − =

b)  Sea la variable aleatoria X  =  "Número de fumadores, entre 120 personas"

( )x x x

X B(n 120 , p 0,60)

X N np 120 0,60 72 , npq 120 0,6 0,4 5,37

= = →

→ μ = = = σ = = =i

∼

∼

c)  Sea la variable aleatoria Y = "Número de fumadores y bronquíticos, entre 200 personas"

( )xY B(n 200 , p 0,04) P np 200 0,04 8= = λ = = =∼ ∼
0 1

8 8 8
x

8 8
P(Y 1) P(Y 0) P(Y 1) e e 9 e 0,0030

0! 1!
− − −≤ = = + = = + = =

Las variables aleatorias en estudio son independientes:

a)  Sí X B(2 ,0,6)∼   e  Y B(4 ,0,6).∼  Calcula:   E(X Y)+  y  P (X Y) 3+ =⎡ ⎤⎣ ⎦

b)  Si X P(3)∼   e  Y P(5).∼  Calcula:   Var(X Y)+   y   P (X Y) 4+ =⎡ ⎤⎣ ⎦

Solución:

a)  Las distribuciones binomiales son reproductivas de parámetro p. Para poder aplicar esta propiedad
las variables aleatorias han de ser independientes y con la misma probabilidad. En consecuencia,

(X Y) x(X Y) B(6 , 0,6) E(X Y) n . p 6 0,6 3,6++ → μ = + = = =∼

3 3
x x x x

6P (X Y) 3 0,6 0,4 20 0,216 0,064 0,27653
⎛ ⎞+ = = = =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
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b)  La distribución de Poisson tiene la propiedad reproductiva con variables independientes:

(X Y)(X Y) P( 8) Var 8++ λ = → =∼

4
88

P (X Y) 4 . e 0,0573
4!

−+ = = =⎡ ⎤⎣ ⎦

En una fábrica la probabilidad de que r artículos sean defectuosos es  [ ]
4k4 . e

P X k
k!

−

= = .

Determinar la probabilidad de que en 100 días el número de artículos defectuosos esté comprendido
entre (400, 600)

Solución:

Es una distribución de Poisson:    [ ]
k

2P X k . e 4 , 4 , 2
k!

−λλ
= = → λ = σ = λ = σ =

En 100 días:    1 2 100 xX , X , , X P(n. ) P(100 4) P(400)λ = =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∼

( )
2

x x

n .

n . 0

n .

40 10P n. N(100 4 , 100 4 ) N 400 , 20λ = >

μ
σ

λ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ =⎡ ⎤⎣ ⎦

[ ]

X 400399,5 400 600,05 400
P 400 X 600 P P 0,025 z 10,025

20 20 20
                              

                               P z 0,025 P z 10,025 1 0,49 0 0,51

•⎡ ⎤−− −
≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

= ≥ − − ≥ = − − =⎡ ⎤⎣ ⎦

Tres máquinas A , B y  C  producen una determinada pieza.

La máquina A elabora con una longitud que se distribuye según una distribución normal de parámetros
165μ =  y  5σ =  ;  la máquina B  la fabrica con una longitud que se distribuye según una distribución

normal de parámetros  175μ =  y  5σ =  , y la máquina C tmabién lo hace con una longitud que se
distribuye normalmente de parámetros   170μ =  y  5σ = .  Las longitudes son en metros y las tres
máquinas fabrican en gran cantidad.

a)  El 50% de la producción la hace la máquina A, el 20% de la producció n la realiza la máquina B y el
resto la máquina C. Se eligen tres piezas al azar y se sabe que miden más de 173 m cada una, ¿cuál es la
probabilidad de que pertenezcan a la tercera máquina?.

b)  Si se eligen 100 piezas al azar de la máquina B, independientes una de otras, ¿cuál es la probabilidad
de que al menos 60  midan más de 173 m?

Solución:

a)  Las variables aleatorias   A B CX , X , X  miden, respectivamente, la longitud (en metros) de las piezas

fabricadas por las máquinas A , B y  C. Considerando los sucesos A , B y  C  que represetan que "La pieza

ha sido fabricada por las máquinas A , B y  C", con probabilidades:
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p(A) 0,5 p(B) 0,2 p(C) 0,3= = =

Sea el suceso M = "La pieza mide más de 173 m"

Las probabilidades de M condicionada a la máquina que ha fabricado la pieza se obtienen tipificando las
variables   A B CX , X , X , siendo   A B CX N(165, 5) , X N(175, 5) , X N(170 , 5)∼ ∼ ∼

A
A

X 165 173 165
p(M A) p(X 173) p p(z 1,6) 0,0548

5 5
− −⎡ ⎤= > = > = > =⎢ ⎥⎣ ⎦

B
B

X 165 173 175
p(M B) p(X 173) p p(z 0,4)

5 5

                                            1 p(z 0,4) 0,6554

− −⎡ ⎤= > = > = > − =⎢ ⎥⎣ ⎦

= − > =

C
C

X 165 173 170
p(M C) p(X 173) p p(z 0,6) 0,2743

5 5
− −⎡ ⎤= > = > = > =⎢ ⎥⎣ ⎦

Según el Teorema de Bayes:

x x

x x x

x

x x x

p(C) p(M C) p(C) p(M C)
p p(C M)

p(M) p(A) p(M A) p(B) p(M B) p(C) p(M C)

0,3 0,2743
                       0,3418

0,5 0,0548 0,2 0,6554 0,3 0,2743

= = = =
+ +

= =
+ +

Si se eligen tres piezas con longitud mayor que 173 m, la probbilidad de que las tres hayan sido

elaboradas por la máquina A será:   3 3p 0,3418 0,0399= =
b)  Sea la variable aleatoria  Y = "Número de piezas fabricadas por la máquina B  con longitud mayor de
173 m",  donde Y B(100 , 0,6554)∼

Siendo:

x x xnp 100 0,6554 65,54 5 B(100 , 0,6554) N(65,54 , 100 0,6554 (1 0,6554)= = > → ≈ −

Y N(65,54 , 4,752)• ∼

Como Y es una variable aleatoria discreta y  pasa a ser una variable aleatoria continua Y•  se considera el
factor de corrección de Fisher:

Y 65,54 59,5 65,54
p(Y 60) p(Y 59,5) p p(z 1,27)

4,752 4,752

               1 p(z 1,27) 0,8980

•
• ⎡ ⎤− −

≥ = ≥ = ≥ = ≥ − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

= − ≥ =
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Una compañía de seguros garantiza pólizas de seguros individuales contra retrasos aéreos de
más de doce horas.

Una encuesta ha permitido estimar a lo largo de un año que cada persona tiene una probabilidad de una
de cada de mil de ser víctima de un retraso aéreo que esté cubierto por este tipo  de póliza y que la
compañía aseguradora podrá vender una media de cuatro mil pólizas al año.

Hallar las siguientes probabilidades:

a)  Que el número de retrasos cubiertos por la póliza no pase de cuatro por año.

b)  Número de retrasos esperados por año.

c)  Que el número de retrasos sea superior a dos por año.

d)  Que ocurran doce retrasos por año.

Solución:

a)  Sea X = "Número de retrasos por año"    
1

X B 4000 , p B(4000 , 0,001)
1000

⎛ ⎞= ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼

k 4000 k
x x

4000
P(X k) 0,001 0,999 k 0,1, , 4000

k
−⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Es necesario buscar una distribución que sea una buena aproximación de ésta. La distribución de Poisson
es una buena aproximación de la Binomial B(4000 , 0,001) , ya que p 0,001=  es muy pequeña y

xn . p 4000 0,001 4 5= = < .

Por tanto,  X B(4000 , 0,001) X P( n. p 4)≈ λ = =∼ ∼      
k

44
P(X 4) . e

k!
−= =

P(X 4) P(X 0) P(X 1) P(X 2) P(X 3) P(X 4)≤ = = + = + = + = + = =

                 
0 1 2 3 4

4 44 4 4 4 4
. e 1 4 8 10,667 10,667 . e 0,6289

0! 1! 2! 3! 4!
− −⎡ ⎤

= + + + + = + + + + =⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎣ ⎦

b)  El número de retrasos esperado por año es la media:    x 4μ = λ =

c)   P(X 2) 1 P(X 2) 1 P(X 0) P(X 1) P(X 2)> = − ≤ = − = + = + = =⎡ ⎤⎣ ⎦

                        
0 1 2

4 44 4 4
1 . e 1 1 4 8 . e 1 0,381 0,7619

0! 1! 2!
− −⎡ ⎤

= − + + = − + + = − =⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎣ ⎦

d)  
12

4 4
x

4
P(X 12) . e 0,035 e 0,00064

12!
− −= = = =
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Se ha realizado una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamaño 10 de una población considerada
normal, llegando a que la varianza muestral es 4.

Calcular la probabilidad P x 1,51⎡ − μ ≤ ⎤⎣ ⎦

Solución

2 2 x x
x x

n 1 9
x

s
n (n 1) s

n 1 n

x x
t t

2 / 3/ n 1
−

σ
σ = − → =

−

− μ − μ
= → =

σ −

[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]

9 9

9 9 9 9

9

x 1,51
P x 1,51 P P t 2,265 P 2,265 t 2,265

2 / 3 2 / 3

                              P t 2,265 P t 2,265 P t 2,265 P t 2,265

                              1 2P t 2,265 0,95

⎡ − μ ⎤
⎡ − μ ≤ ⎤ = ≤ = ⎡ ≤ ⎤ = − ≤ ≤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

= ≥ − − ≥ = ≤ − ≥ =

= − ≥ =

Para analizar el peso promedio de niños y niñas, siguiendo ambos pesos una distribución normal,
se utiliza una muestra aleatoria de 20 niños y 25 niñas.

El promedio de los pesos de los niños es 45 kg. con una desviación típica de  6,4 kg., mientras que el
promedio del peso de las niñas es 38 kg. y una desviación típica de 5,6 kg.

¿Cuál es la probabilidad de que en la muestra el peso promedio de los niños sea al menos 10 kg. mayor
que el de las niñas?.

Solución:

Las variables aleatorias X = "Peso de los niños" e  Y= "Peso de las niñas",  x xX N( , )≈ μ σ  e  y yY N( , )≈ μ σ ,

son independientes entre sí.

En las muestras respectivas:

x
x

x

6,4
x N , N 45,

n 20

σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ μ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  e   y
y

y

5,6
y N , N 38 ,

n 25

σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ μ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 22 2
y yx x

x y x y
x yx y

(x y) N ( ) , N ( ) ,
n nn n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ σ⎛ ⎞σ σ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ξ = − ≈ μ − μ + ≡ μ − μ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

La variable  
2 26,4 5,6

(x y) N (45 38) , N(7 , 1,82)
20 25

⎛ ⎞
⎜ ⎟ξ = − ≡ − + =
⎝ ⎠

7 10 7
P( 10) P P(z 1,648) 0,05

1,82 1,82
ξ − −⎛ ⎞ξ ≥ = ≥ = ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Un ascensor limita el peso de sus cuatro ocupantes a 300 kilogramos. Si el peso de una persona
sigue una distribución normal N(71,7) .

Calcular la probabilidad de que el peso 4 personas supere los 300 kilogramos.

Solución:

Si el peso de una persona sigue una distribución normal N(71,7) , la muestra de 4 personas sigue una

distribución normal 
7

N 71, N(71, 3,5)
4

⎛ ⎞
≡⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 2 3 4
1 2 3 4

x x x x 300 x 71 75 71
P (x x x x ) 300 P P x 75 P

4 4 3,5 3,5

                                                  P z 1,143 0,1265

+ + + − −⎡ ⎤⎡ ⎤+ + + > = > = > = > =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= > =⎡ ⎤⎣ ⎦

Interpolando:   0,002 . 0,0070,1271 0,1251 x 0,1251 0,002 x 0,1251
x 0,1251 0,1265

1,14 1,15 1,143 1,15 0,01 0,007 0,01
− − −

= → = → = + =
− − − −

ORO PROCEDIMIENTO:    Sí  
4

i i
i 1

x x

nn. .

x N(71, 7) x N(4 71 , 4 7) N(284 , 14)
= μ σ

→ ≡∑∼ ∼

4 4

i i
i 1 i 1

300 2841
P x 300 P x 284 P z 1,143 0,1265

14 14= =

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥≥ = − ≥ = ≥ =⎡ ⎤⎣ ⎦⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑

Una maca de frutas ha observado que el peso medio de los melones en gramos sigue una
distribución normal N(1700 , 100) . Hallar:

a) Probabilidad de que los melones pesen menos de 1500 gramos y más de 2000  gramos.

b) Sabiendo que son rechazados para la explotación aquellos melones que difieren más de 300 gramos
del promedio. Determinar la proporción de melones rechazados.

Solución:

a)  Sea la variable aleatoria X  = "Peso de los melones en gramos",  X N(1700 , 100)∼

[ ]P (X 1500) (X 2000) P(X 1500) P(X 2000)

X 1700 1500 1700 X 1700 2000 1700
                          P P P(z 2) P(z 3)

100 100 100 100
                          P(z 2) P(z 3) 0,0228 0,00135 0,024

< ∪ > = < + > =

− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= < + > = < − + > =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= > + > = + = 15

x

1400 1700 X 1700 2000 1700
b) P(1400 X 2000) P P( 3 z 3)

100 100 100
                                        1 2P(z 3) 1 2 0,00135 0,9973  melones aceptados

− − −⎡ ⎤≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
= − ≥ = − =

Melones rechazados:  1 0,9973 0,0027− =
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El número de millones de metros cúbicos que tiene un embalse sigue una distribución normal
N(980 ,50) .

El consumo diario de las poblaciones que sirve es una normal N(85, 30) .

Si se sabe que durante una tormenta la cantidad de agua que se embolsa es una normal N(50 , 25) .

Un día han caído dos tormentas, calcular la probabilidad de que al final del día el agua embalsada sea
menor o igual que 980 metros cúbicos.

Solución:

Agua del embalse:    1 1 1X N( , ) N(980 , 50)μ σ ≡∼

Consumo diario:    2 2 2X N( , ) N(85, 30)μ σ ≡∼

3 3 3Agua una tormenta:  X N( , ) N(50 , 25)∼ μ σ ≡

[ ] [ ] 2
3 3 3 3x xAgua dos tormentas:  E(2X ) 2E X 2 50 100 Var(2X ) 4Var X 4 25= = = = =

2 2
2 2

3 i i i i
i 1 i 1

x x

n.n .

2X N , N(2 50 , 2 25)
= = σμ

⎛ ⎞
⎜ ⎟λ μ λ σ ≡
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑∼

Agua embalse un día con dos tormentas:    
3 3

2 2
1 2 3 i i i i

i 1 i 1

Y X X 2X   donde Y N ,
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + λ μ λ σ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑∼

( )2 2 2
x xY N 980 85 2 50 , 50 30 4 25 N(995, 76,81)− + + + ≡∼

Y 995 980 995
P(Y 980) P P(z 0,19) P(z 0,19) 2P(z 0,19) 0,4247

76,81 76,81
− −⎡ ⎤≤ = ≤ = ≤ − = ≥ = ≥ =⎢ ⎥⎣ ⎦

Las puntuaciones obtenidas en la escala de Locus de Control de James por los sujetos depresivos,
siguen una distribución normal de media 90 y desviación típica 12.

Si se extraen muestras aleatorias simples de 30 sujetos depresivos.

¿Por debajo de que cantidad se encontrará el 90% de las veces el valor de la varianza de la muestra?.

Solución:

Sea la variable aleatoria X = "Puntuaciones obtenidas"  ,  X N(90 , 12)∼   ,  n 30=

2 22
n 12 2x

(n 1 ) x2

.Varianza muestral
Varianza teórica n( / n)

−
−

σ χσ
χ = = → σ =

σ
          2 2

x xn (n 1) sσ = −

de donde,   
2 2 2

2 2x x
n 1 292 2

(n 1)s n 30
144−

− σ σ
χ = = → χ =

σ σ

Tablas Chi‐cuadrado:    2 2
29 29P( k) 0,9 P( k) 0,1 k 39,087χ ≤ = → χ ≥ = → =     con lo cual,
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( )
2

2 2x
29 x

30
P 39,087 0,9 P 187,62 0,9

144

⎛ ⎞σ
χ = ≤ = → σ ≤ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

El valor pedido será 187,62

a)  Sí  la altura de un grupo de población sigue una distribución normal N(170 , 18,26) , calcular

P(s 10)≤  para una muestra de tamaño 10.   2(s cuasivarianza)≡

b)  Demostrar la media y varianza de la cuasivarianza muestral de una población normal N( , )μ σ  de

tamaño n.

Solución:

a)  Por el teorema de Fisher:   
2 2

2 2
n 1 92 2

x(n 1) . s 9 s

18,76−
−

χ = → χ =
σ

2
2 2 2

9 92 2

x9 s 900
P(s 10) P(s 100) P P( 2,699) 1 P( 2,699)

18,26 18,26

                1 0,975 0,025

⎛ ⎞
≤ = ≤ = ≤ = χ ≤ = − χ ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − =

b)  
2 22

n 12 2 2 2x
n 1 x n 1 n 12

.(n 1) s
s E( ) n 1 Var( ) 2 (n 1)

n 1
−

− − −

σ χ−
χ = → = χ = − χ = −

−σ

2 2 2 2
n 12 2 2

x n 1 x
.

E s E E( ) (n 1)
n 1 n 1 n 1

−
−

⎡ ⎤σ χ σ σ⎡ ⎤ = = χ = − = σ⎢ ⎥⎣ ⎦ − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2 44 4
n 12 2

x n 12 2 x
. 2

Var s Var V( ) 2(n 1)
n 1 n 1(n 1) (n 1)

−
−

⎡ ⎤σ χ σσ σ⎡ ⎤ = = χ = − =⎢ ⎥⎣ ⎦ − −− −⎢ ⎥⎣ ⎦

Las variables aleatorias en estudio son independientes.

1 2 3X N(10 , 2) , X N(15, 2) y X N(20 , 2)∼ ∼ ∼

donde,   1 2 3Y 5X 4X 3X= + −   y    
22 2

31 2 X 20X 10 X 15
U

2 2 2
−− − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Calcular:    a)   [ ]P 20 Y 30≤ ≤         b)  [ ]P U 11≤

Solución:

a)  
3 3

2 2
1 2 3 i i i i

i 1 i 1

Y 5 X 4X 3X siendo Y N ,
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − λ μ λ σ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑∼

2 2 2 2 2 2
x x x x x xY N 5 10 4 15 3 20 , 5 2 4 2 ( 3) 2 Y N 50 , 2 50⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + − →⎣ ⎦ ⎣ ⎦∼ ∼
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[ ] 20 50 Y 50 30 50
P 20 Y 30 P P( 2,12 z 1,41)

2 50 2 50 2 50

                           P(1,41 z 2,12) P(z 1,41) P(z 2,12) 0,0793 0,0170 0,0623

− − −⎡ ⎤≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ≤ ≤ = ≥ − ≥ = − =

b)      31 2 X 20X 10 X 15
N(0, 1) N(0, 1) N(0, 1)

2 2 2
−− −∼ ∼ ∼

[ ] [ ] [ ]
22 2

2 2 2 231 2
3

X 20X 10 X 15
U N(0, 1) N(0, 1) N(0, 1)

2 2 2
−− − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = + + = χ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

[ ] 2 2
3 3P U 11 P 11 1 P 11 1 0,05 0,95⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ = χ ≤ = − χ ≥ = − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

a)  Encontrar la moda de una variable aleatoria X B(14 , 0,2)∼

b)  Sea X una variable aleatoria que sigue una distribución  2χ  con 200 grados de libertad. Sin recurrrir a
las tablas de la Chi‐cuadrado, calcular:   P(X 234)≤   y    P(X 183)≤ .

Solución:

a)  La moda de una distribución binomial es el valor más probable, viene dada por el valor (número
entero) que verifica:   d(np q) M (np q)− ≤ ≤ + .

Generalmente será un valor (la parte entera de la media) y podrán ser dos valores modales cuando
(np q)−   y   (np q)+   sea un número entero.

En este caso,   x x(np q) 14 0,2 0,8 2 (np q) 14 0,2 0,8 3− = − = + = + =

d2 M 3≤ ≤ → La distribución es bimodal, las modas son 2  y  3

b)  La distribución  2χ  es, asintóticamente,  ( )N n, 2n , es decir,  ( )2
200 N 200 , 400 N(200 , 20)χ =∼

X 200 234 200
P(X 234) P P(z 1,7) 0,9554

20 20
− −⎛ ⎞≤ = ≤ = ≤ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

X 200 183 200
P(X 183) P P(z 0,85) P(z 0,85) 0,1977

20 20
− −⎛ ⎞≤ = ≤ = ≤ − = ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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a)  Sean las variables aleatorias continuas independientes:   1 1 2 2X N( , ) , Y N( , )μ σ μ σ∼ ∼

Calcular las distribuciones de  
X Y

W aX bY , U
2
+

= − =

b)  Demostrar que la variable aleatoria continua   x xX N( , )μ σ∼ ,  tipificada es una  N(0 , 1)

c)  Sean variables aleatorias independientes:    2 2
0,05,14 0,05,18X 23,685  ,   Y 28,869χ = χ =∼ ∼ .

Calcular   P (X Y) 38,8+ ≥⎡ ⎤⎣ ⎦

Solución:

1 2

2 2 2 2 2 2
1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

a) E(W) E(aX bY) a E(X) b E(Y) a b

     Var(W) Var(aX bY) a Var(X) b Var(Y) a b

     W N a b , a b

= − = − = μ − μ

= − = + = σ + σ

⎡ ⎤μ − μ σ + σ⎢ ⎥⎣ ⎦
∼

1 2

2 2
1 2

X Y 1 1 1
b) E(U) E E(X) E(Y) ( )

2 2 2 2

X Y 1 1 1
     Var(U) Var Var(X) Var(Y) ( )

2 4 4 4

+⎛ ⎞= = + = μ + μ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+⎛ ⎞= = + = σ + σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2
1 2 1 2

1 1
     W N ( ) , ( )

2 4

⎡ ⎤
μ + μ σ + σ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∼

Variable tipificada:    x

x

X
z

− μ
=

σ

x
x x x X x

x x x x x

X 1 1 1 1
E(z) E E(X ) E(X) E( ) E(X) 0

⎛ ⎞− μ
= = − μ = − μ = − μ = μ − μ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦σ σ σ σ σ⎝ ⎠

2x
x x x2 2 2 2

x x x x x

X 1 1 1 1
V(z) V V(X ) V(X) V( ) V(X) 0 ( ) 1

⎛ ⎞− μ
= = − μ = + μ = + = σ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦σ σ σ σ σ⎝ ⎠

c)  302 2 2
14 18 32X   ,   Y X Y N(n, 2n) N(32 , 8)>χ χ → + = χ ⎯⎯⎯→ ≡∼ ∼

(X Y) 32 38,8 32
P (X Y) 38,8 P P(z 0,85) 0,1977

8 8
+ − −⎡ ⎤+ ≥ = ≥ = ≥ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
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Sean las variables aleatorias independientes:   1 2X N(8,2) , X N(15,5)∼ ∼   3y X N(12,3)∼

donde,    1 2 3Y X X 2X= − +   y   
22 2

31 2 X 12X 8 X 15
U

2 5 3
−− − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Calcular 'a' y  las probabilidades:

[ ] [ ] [ ]2 1 3a) P 25,4 Y 29,25 b) P a Y 19 0,4695 c) P X X X 6 d) P U 9,83⎡ ⎤≤ ≤ ≤ ≤ = − − < ≤⎣ ⎦

Solución:

a)   
3 3

2 2
1 2 3 i i i i

i 1 i 1

Y X X 2X Y N ,
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + → λ μ λ σ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑∼

2 2 2 2
x xY N 8 15 2 12 , 2 5 2 3 Y N(17 , 65)⎡ ⎤− + + + →⎣ ⎦∼ ∼

[ ] 25,4 17 Y 17 29,25 17
P 25,4 Y 29,25 P P(1,04 z 1,52)

65 65 65

                                    P(z 1,04) P(z 1,52) 0,1492 0,0643 0,0849

− − −⎡ ⎤≤ ≤ = ≤ ≤ = ≤ ≤ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

= ≥ − ≥ = − =

b)    [ ]P a Y 19 0,4695≤ ≤ =

[ ]

[ ]

a 17 Y 17 19 17 a 17
P a Y 19 P P z 0,25

65 65 65 65

a 17 a 17
               P z P z 0,25 0,4695 P z 0,4695 0,4013 0,8708

65 65

− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ ≤ = ≤ ≤ = ≤ ≤ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ≥ − ≥ = → ≥ = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x

a 17 a 17 a 17
P z 0,8708 P z 0,1292 P z 0,1292

65 65 65

a 17
                         1,13 a 17 1,13 65 7,89 a 7,89

65

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤≥ = → ≤ = → ≥ − = →⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−
→ − = → = − = =

c)   [ ]
3 3

2 2
2 1 3 2 1 33 i i i i

i 1 i 1

P X X X 6 Sea  W X X X   donde  W N ,
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − < = − − λ μ λ σ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑∼

2 2 2W N 15 8 12 , 5 2 3 W N 5 , 38⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + + → −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∼ ∼

[ ] [ ]2 1 3
W 5 6 5

P X X X 6 P W 6 P P(z 1,78)
38 38

                                     1 P(z 1,78) 1 0,0375 0,9625

+ +⎡ ⎤− − < = < = < = < =⎢ ⎥⎣ ⎦
= − ≥ = − =

d)    31 2 X 12X 8 X 15
N(0, 1) N(0, 1) N(0, 1)

2 5 3
−− −∼ ∼ ∼
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[ ] [ ] [ ]
22 2

2 2 2 231 2
3

X 12X 8 X 15
U U N(0, 1) N(0, 1) N(0, 1)

2 5 3
−− − ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + → = + + = χ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

[ ] 2 2
3 3P U 9,83 P 9,83 1 P 9,83 1 0,02 0,98⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ = χ ≤ = − χ ≥ = − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

El consumo familiar de cierto artículo se distribuye uniformemente con esperanza 10 y varianza
unidad.

Determinar la probabilidad de que el consumo de dicho artículo se encuentre comprendido entre 8 y 12
unidades.

Solución:

Sea X = "Número de unidades consumidas del artículo", donde X U(10, 1)∼  en el intervalo  a, b⎡ ⎤⎣ ⎦

Se tiene:   
2

2a b (b a)
E(X) 10 1

2 12
+ −

μ = = = σ = =

2

2

a b 20 b 10 3 11,73
b (20 b) 12 (2b 20) 12

(b a) 12 a 10 3 8,27 

⎧+ = = + =⎧⎪ ⎪→ − − = → − = →⎡ ⎤⎨ ⎨⎣ ⎦− = = − =⎪⎩ ⎪⎩

La distribución es uniforme entre 8,27 y 11,73.

En consecuencia,  la probabilidad de que el consumo del artículo se encuentre comprendido entre 8 y 12
es la unidad.

La demanda de un producto oscila diariamente  entre 20 y 40 unidades. Suponiendo la
independencia de la demanda de cada día, determinar la probabilidad de que el número de
unidades demandadas supere 6370 unidades en 182 días.

Solución:

Sea v.a.  iX = "demanda del producto cada día", donde  iX U(20 ,40)∼ , con media  i
20 40

30
2
+

μ = =  y

varianza  
2

2
i

(40 20) 400 100
12 12 3
−

σ = = =

Por el Teorema Central del Límite, 

2

182

i
i 1

x x

n .
n .

X X N(182 30 , 182 100 / 3) N 5460, 77,89
= μ

σ

⎡ ⎤= = ⎣ ⎦∑ ∼

X 5460 6370 5460
P X 6370 P P z 11,68 0

77,89 77,89
− −⎡ ⎤> = > = > =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
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Una variable aleatoria continua X se distribuye uniformemente en  (2, 4) . Se pide:

a) P(X 2,5) b) P(X 3,2) c) P(2,2 X 3,5) d) Esperanza y varianza< > < <

Solución:

Función densidad: Función distribución:

1 1
2 x 4

4 2 2f(x)

0 otros valores

⎧ = ≤ ≤⎪ −= ⎨
⎪⎩

0 x 2

x 2
F(x) P(X x) 2 x 4

4 2

1 x 4

⎧ <
⎪ −⎪= ≤ = ≤ ≤⎨ −⎪
⎪ >⎩

a) 2,5 2
P(X 2,5) F(2,5) 0,25

2
−

< = = =

O también,   [ ]
2,5 2,5 2,5

22 2

2,5 21 1
P(X 2,5) f(x)dx dx x 0,25

2 2 2
−

< = = = = =∫ ∫

b) 3,2 2 4 3,2
P(X 3,2) 1 P(X 3,2) 1 F(3,2) 1 0,4

2 2
− −

> = − ≤ = − = − = =

O también,   [ ]
4 4 4

3,23,2 3,2

4 3,21 1
P(X 3,2) f(x)dx dx x 0,4

2 2 2
−

> = = = = =∫ ∫

c) 3,5 2 2,2 2 3,5 2,2
P(2,2 X 3,5) F(3,5) F(2,2) 0,65

2 2 2
− − −

< < = − = − = =

O también,   [ ]
3,5 3,5 3,5

2,22,2 2,2

3,5 2,21 1
P(2,2 X 3,5) f(x)dx dx x 0,65

2 2 2
−

< < = = = = =∫ ∫

d)  
2

22 4 (4 2) 4 1
E(X) 3

2 12 12 3
+ −

= = σ = = =

La cabina de un avión tiene 30 dispositivos electrónicos  1 2 30(E , E , , E ) , tan pronto como

falla  1E  se activa   2E  , y así sucesivamente.

El tiempo de fallo de cualquier dispositivo electrónico   iE  es de tipo exponencial con parámetro  0,1λ =
hora.

Hallar la probabilidad de que el tiempo total de funcionamiento de todos los dispositivos supere las 350
horas.

Solución:

La variable aleatoria   iX = " Fallo de cualquier dispositivo electrónico",   iX Exp(0,1) i 1 , 2 , , 30=∼

[ ]
i

2
i i i2

1 1 1 1
E X 10 , 100 , 10

0,1
μ = = = = σ = = σ = =

λ λλ
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Por el Teorema Central del Límite, 

2

30
2

i
i 1

x x

n .
n .

X X N(30 10 , 30 10 ) N 300, 3000
= μ

σ

⎡ ⎤= = ⎣ ⎦∑ ∼

X 300 350 300
P X 350 P P z 0,91 0,1814

3000 3000

⎡ ⎤− −
≥ = ≥ = ≥ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦

La duración de vida de una pieza de un motor sigue una distribución exponencial, sabiendo
que la probabilidad de que sobrepase las 100 horas de uso es de 0,9. Se pide:

a)  Probabilidad de que sobrepase las 200 horas de uso

b)  ¿Cuántas horas se mantiene funcionando con probabilidad 0,95?

Solución:

a)  Sea v.a. X = "Tiempo de vida de la pieza del motor" ,  donde X Exp( )λ∼

Función de densidad y la función de distribución:    x xf(x) e F(x) 1 e x 0−λ − λ= λ = − ∀ >

Siendo,   100 100P X 100 1 P X 100 1 F(100) 1 1 e e 0,9− λ − λ⎡ ⎤> = − ≤ = − = − − = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
100e 0,9 100 Ln0,9 100 0,105 0,00105− λ = → − λ = → − λ = − → λ =

Por tanto,   0,00105 . x 0,00105 . xX Exp(0,00105) : f(x) 0,00105 e F(x) 1 e x 0− −= = − ∀ >∼

0,00105 . 200P X 200 1 P X 200 1 F(200) 1 1 e 0,81−⎡ ⎤> = − ≤ = − = − − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

O bien,  0,00105 . x 0,00105 . x

200200 200
P X 200 f(x)dx 0,00105 . e dx e 0,81

∞ ∞ ∞− −⎡ ⎤> = = = − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫

b)   [ ] 0,00105 . tP X t 1 P X t 1 F(t) e 0,95−> = − ≤ = − = =⎡ ⎤⎣ ⎦
0,00105 . te 0,95 0,00105 t Ln0,95 0,00105 t 0,05129 t 48,85− = → − = → − = − → =
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El tiempo de vida media de un marcapasos sigue una distribución exponencial con media 16
años. Se pide:

a)  Probabilidad de que a una persona a la que se ha implantado un marcapasos se le deba de implantar
otro antes de 20 años

b)  Si el marcapasos lleva funcionando correctamente 5 años en un paciente, ¿cuál es la probabilidad de
que haya de cambiarlo antes de 25 años?

Solución:

a)  La variable aleatoria X  =  "Duración del marcapasos"  ,  
1 1

X Exp
16

⎡ ⎤
λ = =⎢ ⎥μ⎣ ⎦

∼

Función de densidad: Función de distribución:

x 161
e x 0

f(x) 16
0 x 0

−⎧ ≥⎪= ⎨
⎪ <⎩

x 161 e x 0
F(x) P(X x)

0 x 0

−⎧ − ≥⎪= ≤ = ⎨
<⎪⎩

20 16P(X 20) F(20) 1 e 0,7135−≤ = = − =

0 bien,   
20 20 20x 16 x 16 20 16

00 0

1
P(X 20) f(x)dx e dx e e 1 0,7135

16
− − −⎡ ⎤≤ = = = − = − + =⎣ ⎦∫ ∫

25 /16 5 /16

5 /16

5 /16 25 /16

5 /16

P 5 X 25 F(25) F(5) (1 e ) (1 e )
b) P X 25 X 5

P(X 5) 1 F(5) 1 (1 e )

e e 0,522
                                    0,7135

0,7316e

− −

−

− −

−

≤ ≤⎡ ⎤ − − − −⎣ ⎦≤ ≥ = = = =⎡ ⎤⎣ ⎦ ≥ − − −

−
= = =

También, mediante la función de densidad:

25
x 16

5

x 16

5

1
e dxP 5 X 25 0,52216P X 25 X 5 0,7135

1P(X 5) 0,7316e dx
16

−

∞
−

≤ ≤⎡ ⎤⎣ ⎦≤ ≥ = = = =⎡ ⎤⎣ ⎦ ≥

∫
∫

25 25 25x 16 x 16 25 16 5 16

55 5

x 16 x 16 5 16

55 5

1
P(5 X 25) f(x)dx e dx e e e 0,522

16

1
P(X 5) f(x)dx e dx e 0 e 0,7316

16

− − − −

∞ ∞ ∞− − −

⎡ ⎤≤ ≤ = = = − = − + =⎣ ⎦

⎡ ⎤≥ = = = − = − + =⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
Adviértase que P X 25 X 5 P X 20 0,7135≤ ≥ = ≤ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , circunstancia que era de esperar en un

modelo exponencial.

20 20 20x 16 x 16 20 16

00 0

1
P(0 X 20) f(x)dx e dx e e 1 0,7135

16
− − −⎡ ⎤≤ ≤ = = = − = − + =⎣ ⎦∫ ∫

Es decir, la duración que se espera tenga el marcapasos, no influye en nada el tiempo que lleva
funcionando. Esta particularidad lleva a decir que 'la distribución exponencial no tiene memoria'.
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Sea X  la variable aleatoria que describe el número de clientes que llega a un supermercado
durante un día (24 horas).

Sabiendo que la probabilidad de que llegue un cliente en un día es equivalente a 100 veces la que no
llegue ningún cliente en un día, se pide

a)  Probabilidad de que lleguen al menos 3 clientes al día

b)  Si acaba de llegar un cliente, calcular la probabilidad que pase más de 25 minutos hasta que llegue el
siguiente cliente (o hasta que llegue el primer cliente)

c)  En dos semanas, ¿cuál es la probabilidad aproximada de que lleguen como mucho 1300 clientes al
supermercado?

Solución:

a)  Se trata de una distribución de Poisson:  
k

P(X k) e
k!

−λλ
= =

0

x x xP(X 1) 100 P(X 0) e 100 e e
1! 0!

−λ −λ −λλ λ
= = = → = → λ x100 e−λ= 100→ λ =

( )10P 100 N(100 , 100 ) N 100 , 10

λ

λ >

λ
λ = ⎯⎯⎯⎯→ =⎡ ⎤⎣ ⎦

3 100
P(X 3) P z P(z 9,7) P(z 9,7) 1

10
−⎡ ⎤≥ = ≥ = ≥ − = ≤⎢ ⎥⎣ ⎦

b)  El tiempo de espera hasta que ocurre un suceso (que llegue el siguiente cliente) es una función
exponencial, donde λ ≡ 'Número de sucesos de Poisson por unidad de tiempo',  siendo X Exp( )λ∼

Para calcular el parámetro λ  se establece una proporción:

x

10 0100
24 60 25

λ
= → λ =

x

x

25

24 6 0

250
1,736

144
= =

x 1,736 x 1P(X x) F(x) 1 e P(X 1) F(1) 1 e 0,8238−λ −≤ = = − → ≤ = = − =

c)   Propiedad reproductiva:   x x
10P 14 14 100 1400 N(1400 , 1400 )

λ

λ >

λ
λ = = ⎯⎯⎯⎯→⎡ ⎤⎣ ⎦

1300 1400
P(X 1300) P z P(z 2,67) P(z 2,67) 0,00379

1400

⎡ ⎤−
≤ = ≤ = ≤ − = ≥ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
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El tiempo de revisión del motor de un avión sigue aproximadamente una distribución
exponencial, con media 22 minutos.

a)  Hallar la probabilidad de que el tiempo de la revisión sea menor de 10 minutos

b)  El costo de la revisión es de 200 euros por cada media hora o fracción. ¿Cuál es la probabilidad de
que una revisión cueste 400 euros?

c)  Para efectuar una programación sobre las revisiones del motor, ¿cuánto tiempo se debe asignar a
cada revisión para que la probabilidad de que cualquier tiempo de revisión mayor que el tiempo
asignado sea solo de 0,1?

Solución:

a)  Sea X = "Tiempo de revisión del motor de un avión en minutos"

  x
1 1

E(X) 22minutos
22

μ = = = → λ =
λ

      X Exp 1 22⎡ ⎤⎣ ⎦∼

Función de densidad: Función distribución:

x 221
e x 0

f(x) 22
0 x 0

−⎧ ≥⎪= ⎨
⎪ <⎩

x 221 e x 0
F(x) P(X x)

0 x 0

−⎧ − ≥⎪= ≤ = ⎨
<⎪⎩

10 22 5 11P X 10 F(10) 1 e 1 e 0,365− −< = = − = − =⎡ ⎤⎣ ⎦

O bien,
10 10 10x 22 x 22 10 22 5 11

00 0

1
P X 10 f(x) dx e dx e e 1 1 e 0,365

22
− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤< = = = − = − + = − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦∫ ∫

b)  Como el costo de la revisión del motor es de 200 euros por cada media hora o fracción, para que la
revisión cueste 400 euros la duración de la revisión debe de ser inferior o igual a 60 minutos. Es decir, se
tendrá que calcular P 30 X 60< ≤⎡ ⎤⎣ ⎦

60 22 30 22P 30 X 60 F(60) F(30) 1 e 1 e− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤< ≤ = − = − − − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                                                             30 22 60 22 15 11 30 11e e e e 0,19− − − −= − = − =
 O bien,

60 60 60x 22 x 22 60 22 30 22

3030 30

1
P 30 X 60 f(x) dx e dx e e e 0,19

22
− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤< ≤ = = = − = − + =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦∫ ∫

c)  Sea t = "Tiempo que se debe asignar a la revisión", verificando P X t 0,1> =⎡ ⎤⎣ ⎦

[ ] x 22 x 22 t 22

tt t

1
P X t f(x)dx e dx e 0 e 0,1

22

∞ ∞ ∞− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤> = = = − = + =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦∫ ∫
t 22e 0,1 t 22 Ln(0,1) t 22 2,30 t 50,6 51− = → − = → − = − → = ≈  minutos
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El número promedio de recepción de solicitudes en una ventanilla de atención al cliente es
de tres al día.

a)  ¿Cuál es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud exceda cinco días?

b)  ¿Cuál es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud sea menor de diez días?

c)  ¿Cuál es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud sea menor de diez días, si ya
han pasado cinco días sin recibir solicitudes?

Solución:

a)  X = "Días antes de recibir una solicitud", es una distribución exponencial con parámetro  3λ =

3x 3xf(x) 3e F(x) P(X x) 1 e− −= = ≤ = −

x3 5 15P(X 5) 1 P(X 5) 1 F(5) 1 (1 e ) e− −> = − ≤ = − = − − =

b)   x3 10 30P(X 10) F(10) 1 e 1 e− −< = = − = −

30 15

15

15 30
15

15

P(5 X 10) F(10) F(5) (1 e ) (1 e )
c)  P(X 10 X 5)

P(X 5) 1 F(5) e

e e
                                  1 e

e

− −

−

− −
−

−

< < − − − −
< > = = = =

> −

−
= = −

Adviértase que  P(X 10 X 5) P(X 5)< > = ≤  lo que significa que la variable aleatoria exponencial no

tiene memoria.

Para aprobar la asignatura de estadística teórica se realiza un test con veinte ítems.

Sabiendo que una persona determinada tiene una probabilidad de 0,8 de contestar bien cada ítem. Se
pide:

a)  Probabilidad de que la primera pregunta que contesta bien sea la tercera que hace.

b)  Para aprobar el test es necesario contestar diez ítems bien. ¿Cuál es la probabilidad de que apruebe
al contestar el doceavo ítem?.

Solución:

a)  La variable X = "Número de ítems que tiene que hacer hasta que responda uno bien" sigue una
distribución de Pascal o geométrica.

 X G(0,8) p 0,8 q 0,2= =∼
2 2

xP(X 3) q . p 0,2 0,8 0,032= = = =

b)  La variable X = "Número de ítems que tiene que realizar hasta contestar 10 bien" sigue una
distribución binomial negativa.

( )X Bn 12 , 0,8 k 10 p 0,8 q 0,2= = =∼
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10 2 10 2 10 2
x x

x

12 1 11 11!
P(X 12) 0,8 . 0,2 0,8 . 0,2 0,8 0,2 0,24

10 1 9 2! 9!

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Por prescripción médica, un enfermo debe hacer una toma de tres píldoras de un determinado
medicamento.

De las doce píldoras que contiene el envase hay cuatro en malas condiciones. Se pide:

a)  Probabilidad de que tome sólo una buena

b)  Probabilidad de que de las tres píldoras de la toma al menos una esté en malas condiciones

c)  ¿Cuál es el número de píldoras que se espera tome el enfermo en buenas condiciones en cada toma?

d)  Si existe otro envase que contenga cuarenta píldoras, de las que diez  se encuentran en malas
condiciones. ¿Qué envase sería más beneficioso para el enfermo?

Solución:

a)  Hay dos situaciones excluyentes (buena, no‐buena).

La variable X = "Número de píldoras buenas al tomar tres"  sigue una distribución hipergeométrica

X H(3, 12 , 8)∼  , en donde:

N 12 píldoras , n 3 píldoras= =

x x
8 buenas p 8 12 2 3 2 q

N . p 12 8 N . q 12 4
4 malas q 4 12 1 3 3 3

→ = =
= = = =

→ = =

x
x

x

N . p N . q 8 4 4!
8

k n k 1 2 2! 2! 24
P(X k) P(X 1) 0,22

12!N 12 110
3! 9!n 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = → = = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

b)  La probabilidad de que al menos una esté en malas condiciones equivale a la probabilidad de que a lo
sumo dos píldoras sean buenas. Por tanto:

2 24 56 82
P(X 2) P(X 0) P(X 1) P(X 2) 0,75

110 110 110 110
≤ = = + = + = = + + = =

x x x

x

8 4

0 3 1 4 4 3! 9! 4
P(X 0)

12!12 12!
3! 9!3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x 3 x 2

12 x x

2
0,02

11011 10
= =

xx x x x
x

x

8 4 8! 8 74 4 3! 9!2 1 2! 6! 562P(X 2) 0,51
12!12 12! 110

3! 9!3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = = = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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c)  El número de píldoras que se espera que tome es la media de la distribución:

      X x
2

n. p 3 2
3

μ = = =  píldoras

d)  Para tomar una decisión, hay que calcular el número de píldoras esperado en buenas condiciones al
tomar tres del segundo envase.

30 buenas p 30 40 0,75
N 40  píldoras

10 malas q 10 40 0,25

→ = =⎧
= ⎨ → = =⎩

Y xn . p 3 0,75 2,25μ = = =  píldoras

El segundo envase es más beneficioso para el enfermo.

La probabilidad de que una sucursal de un Banco reciba un cheque sin fondos es del 1 %.

a)  Si una sucursal en una hora recibe 20 cheques, ¿cuál es la probabilidad de que reciba
algún cheque sin fondos en una hora?

b)  Si la media del valor de los cheques sin fondos es de 580 € y la sucursal trabaja 6 horas diarias.
Calcular la cantidad total esperada de euros en un día, correspondiente a los cheques sin fondo.

c)  El banco dispone de 12 sucursales en una determinada ciudad, ¿cuál es la probabilidad de que al
menos 4 de las sucursales reciban algún cheque sin fondos en 1 hora?

d)  Por un error informático los sistemas de una sucursal del Banco detectan sólo la mitad de los cheques
sin fondos que reciben,  ¿cuál es la probabilidad de que esta sucursal reciba un cheque sin fondos
después de ser procesado por sus sistemas informáticos?

Solución:

a) X = "Número de cheques sin fondos"  sigue una distribución binomial X B(20 , 0,01)∼

[ ] [ ] [ ] 0 20
x x

20
P X 1 1 P X 1 1 P X 0 1 0,01 0,99 1 0,980 0,182

0
⎛ ⎞

≥ = − < = − = = − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

b)  Número esperado de cheques sin fondo en una hora:   xE(X) np 20 0,01 0,2= = =

El número de cheques sin fondo que recibe en un día:  Y 6X=

Número esperado de cheques sin fondo en un día:    xE(Y) E(6X) 6 E(X) 6 0,2 1,2= = = =

Siendo la media del valor de estos 580 €, la cantidad total esperada de euros correspondiente a cheques
sin fondos en un día es:    x1,2 580 696= €

c)  La probabilidad de que una sucursal reciba algún cheque sin fondos en una hora es un suceso de
probabilidad 0,182.

Sea la variable aleatoria Z = "Número de sucursales que reciben algún cheque sin fondo en una hora",
Z B(12 , 0,182)∼

[ ] [ ] [ ] [ ]P Z 4 1 P Z 4 1 P X 0 P X 1 P X 2 P X 3⎡ ⎤≥ = − < = − = + = + = + = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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                   0 12 1 11 2 10
x x x x x x

12 12 12
1 0,182 0,818 0,182 0,818 0,182 0,818

0 1 2

⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + + +⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

                 3 9
x x

12
0,182 0,818 1 0,0897 0,2396 0,2932 0,2174 0,1611

3

⎤⎛ ⎞
+ = − + + + =⎡ ⎤⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦
⎝ ⎠ ⎦

d)  La sucursal trabaja 6 horas al día, por tanto  recibe  x6 20 120=  cheques en un día.

Sea la variable aleatoria W = "Número de cheques sin fondo en un día",   W B(120 , 0,01)∼

Probabilidad de recibir un cheque sin fondos en un día antes de que se detecte informáticamente:

[ ] 1 119
x x

120
P W 1 0,01 0,99 0,3628

1
⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Como la sucursal detecta sólo el 50% de los cheques sin fondos que reciben:

1
P(Detectado sin fondos / Cheque sin fondos)

2
=

Sean los sucesos:   WSF  = "Detectado cheque sin fondos"
                                  CF  = "Cheque con fondos"  ,  SF = "Cheque sin fondos"

SF
SF SF x

P(W SF) 1 1
P(W  / SF) P(W SF) 0,01 0,005

P(SF) 2 2
∩

= = → ∩ = =

Suponiendo que un cheque con fondos nunca es rechazado:   SFP(W / CF) 0=

SF SF SFx x x x
1

P(W ) P(CF) P(W / CF) P(SF) P(W / SF) 0,99 0 0,01 0,005
2

= + = + =

Sea  V = "Número de cheques sin fondos recibidos en un día y no detectados",  V B(120 , 0,005)∼

[ ] 1 119
x x

120
P V 1 0,005 0,995 0,3304

1
⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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El peso (en gramos) de las cajas de cereales de una determinada marca sigue una distribución
N( , 5).μ  Se han tomado los pesos de 16 cajas seleccionadas aleatoriamente, y los resultados

obtenidos han sido:

                         506 , 508 , 499 , 503 , 504 , 510 , 497 , 512 , 514 , 505 , 493 , 496 , 506 , 502 , 509 , 496.

a)  Obtener los intervalos de confianza del 90% y 95% para la media poblacional.

b)  Determinar cuál sería el tamaño muestral necesario para conseguir, con un 95% de confianza, un
intervalo de longitud igual a 2 gramos.

c)  Suponiendo ahora que  σ es desconocida, calcular los intervalos de confianza para la media
poblacional al 90% y 95% .

Solución:

a)  Se trata de construir un intervalo de confianza para la media poblacional  μ  de varianza conocida
2 25σ = .  El intervalo de confianza de nivel  (1 )− α  viene dado por:

/ 2

2    
/ 2

1 / 2
1

1 / 2

z

error
media estimación
muestral

2 . z .
L 2 . z . n                    

LnI ( )     x      z
n

L Longitud o amplitud Error estimación : z  
n

−
−

−

⎧ ⎛ ⎞σσ⎪ = → = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪σ ⎝ ⎠μ = ±⎡ ⎤ ⎨⎣ ⎦
σ⎪

= ∈ =⎪
⎩

α

α
α α

α
α α

16

i 0,05 0,025
i 1

1
x x 503,75 z 1,645 z 1,96

16 =

= = = =∑

Intervalos de confianza solicitados:

0,90 0,90
5

I ( ) 503,75 1,645 501,69 , 505,81 L ( ) 505,81 501,69 4,12
16

⎡ ⎤
μ = ± = μ = − =⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦

0,95 0,95
5

I ( ) 503,75 1,96 501,30 , 506,20 L ( ) 506,20 501,30 4,9
16

⎡ ⎤
μ = ± = μ = − =⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦

A medida que el nivel de confianza es mayor, aumenta longitud del intervalo.

b) 
2

/ 2
/ 2 / 2 / 2

2 . z .Amplitud o
x z x z 2 . z . n

Longitud Amplitudn n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ σ⎛ ⎞⎛ ⎞ σ σ σ
= + − − = → =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α
α α α

x x
22 1,96 5

n 96 cajas de cereales
2

⎛ ⎞= ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

c)  Se trata de construir un intervalo de confianza para la media poblacional  μ   de varianza poblacional
desconocida, con muestras pequeñas (n 30≤ ).
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x
1 / 2 , (n 1) 0,05 , 15 0,025 ,15

s
I ( ) x t t 1,753 , t 2,131

n
− −

⎡ ⎤
μ = ± = =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
α α

Cuasivarianza muestral:   
16

2 2
x i x

i 1

1
s (x x ) 36,037 Cuasidesviación típica : s 6

15 =

= − = → ≈∑

Intervalos de confianza solicitados:

0,90
6

I ( ) 503,75 1,753 501,12 , 506,38
16

⎡ ⎤
μ = ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦

0,95
6

I ( ) 503,75 2,131 500,55 , 506,95
16

⎡ ⎤
μ = ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦

Señalar que a mayor nivel de confianza  (1 )− α  mayor es la amplitud del intervalo, y,  en consecuencia,

los intervalos de confianza son mayores.

La afluencia de visitantes a un  parque durante un mes, medida a través de una muestra
aleatoria durante 10 días elegidos aleatoriamente, han sido los siguientes:

                  682 , 553 , 555 , 666 , 657 , 649 , 522 , 568 , 700 , 552

Suponiendo que los niveles de afluencia siguen una distribución normal, y que la desviación típica
muestral es de 56,99.

a) Se podría afirmar, con un 95 por ciento de confianza, que la afluencia media al  parque es de 600
personas al mes.

b) Los adjudicatarios de la explotación al parque, en negociaciones con la Junta de Madrid, afirmaron
que la afluencia media era constante y que la dispersión sería de unas 15 personas. ¿Queda esta
afirmación probada con los datos disponibles con un 95% de confianza?

Solución:

a)  Se trata intervalo de confianza para la media  μ  de una distribución normal de varianza poblacional
desconocida siendo la muestra pequeña n   30≤

2
x2 2 2

x x x

2
2x

1 / 2 , (n 1) x x

/ 2 , (n 1) 0,025 ; 9

n .
n . (n 1) . s s                                        

n 1

10 . 56,99s
I ( ) x t s 3608,73 s 3608,73 60,07

9n
t t 2,262                                       

− −

−

σ
σ = − → =

−
⎡ ⎤

μ = ± = = → = =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= =

α α

α           
10

i x
i 1

1
x x 610,04 s 60,07

10 =

= = =∑
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0,95
60,07 60,07 60,07

I ( ) 610,04 2,262 610,04 2,262 , 610,04 2,262
10 10 10

              567,07 , 653,01

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
μ = ± = − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

Como 567,07 600 653,01≤ ≤  se puede afirmar que con un 95 por ciento de confianza la afluencia

media es de 600 personas al mes.

b)  Intervalo de confianza para la varianza  2σ  de una distribución normal:

2
x2 2

2 2 2x x
1 / 2 , ( n 1 ) 0,025 , 92 2

/ 2 , ( n 1 ) 1 / 2 , ( n 1 ) 2 2
1 / 2 , ( n 1 ) 0,975 , 9

s 3608,73        
(n 1) . s (n 1) . s

I ( ) , 1 0,95 19,023

2,70               

− −
− − −

− −

⎧ =
⎪⎡ ⎤− − ⎪σ = − α = = =⎢ ⎥ ⎨

⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ = =⎪⎩

α α
α α

α

χ χ
χ χ

χ χ

2
0,95

x x9 3608,73 9 3608,73
I ( ) , 1707,33 , 12029,1

19,023 2,70

⎡ ⎤
σ = = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

0,95
x x9 3608,73 9 3608,73

I ( ) , 1707,33 , 12029,1 41,32 , 109,68
19,023 2,70

⎡ ⎤
⎡ ⎤σ = = = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎣ ⎦

15 41,32 , 109,68∉ →⎡ ⎤⎣ ⎦ El intervalo de la desviación típica no contiene el valor 15, con lo cual no

se puede afirmar con una confianza del 95% que la dispersión de afluencia sea de 15 personas.

El gasto diario en llamadas telefónicas de dos departamentos X e Y de una misma empresa sigue una
distribución normal, con gasto medio desconocido en ambos. Sin embargo, se conocen las
desviaciones típicas, que son 100 y 110 céntimos de euro para X e Y, respectivamente.

La dirección ha observado que una muestra aleatoria de 20 días, el gasto medio diario en llamadas
realizadas por el departamento X ha sido de 1100 céntimos, y de 1400 en el departamento Y.

Obtener un intervalo de confianza para la diferencia de gastos medios entre ambos departamentos.

Solución:

La variables aleatorias siguen, respectivamente, las distribuciones normales  1N ( , 100)μ  y   2N( , 110)μ .

El intervalo de confianza para la diferencia de medias  1 2( )μ − μ  con varianzas poblacionales conocidas

viene dado por la expresión:

2 22 2
2 2 1 2
1 2

1 1 2 / 2 1 2
1 2

/2

100 110        

I ( ) ( x y ) z x 1100 n 20 y 1400 n 20     
n n

1 0,90 / 2 0,05 z 1,645   
−

α

⎧σ = σ =⎡ ⎤σ σ ⎪⎢ ⎥μ − μ = − ± + = = = =⎨⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ − α = α = =⎩

α α

2 2

0,90 1 2
100 110

I ( ) (1100 1400) (1,645) 354,68 , 245,32
20 20

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ± + = − −⎡ ⎤⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦
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El intervalo de confianza no cubre el 0 por 100, lo que indica que existe diferencia significativa en el
gasto de llamadas telefónicas.

Como el intervalo de confianza es negativo, se deduce que el gasto medio en llamadas telefónicas del
departamento Y es superior al del departamento X, con una confianza del 90 por ciento.

Se selecciona una muestra aleatoria de 600 familias, a las que se pregunta si tienen o no
ordenador en casa. Contestaron afirmativamente 240 familias. Obtener un intervalo de confianza
al nivel del 95% para la proporción real de familias que poseen ordenador en casa.

Solución:

La característica en estudio es dicotómica, hay que construir un intervalo de confianza para el parámetro
p (proporción) de la variable aleatoria binomial asociada al estudio de la característica.

Como el tamaño de la muestra es suficientemente grande n   600 =  se puede utilizar la aproximación
normal.

1 /2
/2 0,025

ˆ ˆ ˆp 240 600 0,4 q 1 p 0,6 n 600                  ˆ ˆp . (1 p)ˆI (p) p z
1 0,95 0,05 / 2 0,025 z z 1,96n− α α

= = = − = =⎡ ⎤ ⎧− ⎪= ±⎢ ⎥ ⎨ − α = α = α = = =⎪⎢ ⎥ ⎩⎣ ⎦ α

0,95
0,4 . 0,6

I (p) 0,4 1,96 0,36 , 0,44
600

⎡ ⎤
= ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

Con una confianza del 95% se puede afirmar que las familias poseen ordenador entre el 36% y el 44%.

Según los dirigentes del partido A, la intención de voto del partido rival B, en Andalucía, es la
misma que la que tiene en Madrid. Se realiza una encuesta a 100 personas en Andalucía de los
que 25 mostraron su apoyo al partido B, y a otras 100 personas en Madrid de las que 30 se
inclinaron por el partido B.

a)  Construir un intervalo de confianza del 90% para la proporción de personas que votarían al partido B
en Andalucía

b)  ¿A cuántas personas habría que encuestar para obtener un margen de error o error de estimación
 2%  ± al nivel de confianza anterior?.

c)  Construir un intervalo de confianza al 90% para la diferencia de proporciones en la estimación del
voto del partido B en las dos comunidades. ¿Se puede afirmar que los dirigentes del partido A tienen
razón?.

Solución:

a)  La característica en estudio en ambas comunidades es dicotómica, hay que construir un intervalo de
confianza para el parámetro  1p (proporción) de la variable aleatoria binomial asociada al estudio de la

característica en la comunidad de Andalucía.

Como el tamaño de la muestra es suficientemente grande   1n 100=  se puede utilizar la aproximación

normal.
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1 1 1 11 1
1 1 1 /2

/ 2 0,05

ˆ ˆ ˆp 25 100 0,25 q 1 p 0,75 n 100           ˆ ˆp . (1 p )ˆI (p ) p z
1 0,90 0,10 / 2 0,05 z z 1,645n− α α

= = = − = =⎧⎡ ⎤− ⎪= ±⎢ ⎥ ⎨ − α = α = α = = =⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎩ α

0,90 1
0,25 . 0,75

I (p ) 0,25 1,645 0,179 , 0,321
100

⎡ ⎤
= ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

En Andalucía la intención de voto del partido B se encuentra entre el 17,9% y 32,1%, con un nivel de
confianza del 90%.

b)  La amplitud o longitud vendrá dado por la fórmula:

2

2
1 / 2 / 2

ˆ ˆ ˆ ˆp . (1 p) p.qˆI (p) p z z
n n− α

⎡ ⎤ ⎛ ⎞−
= ± → ∈ = ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

α α

2
/2

2

ˆ ˆ( z ) . (p . q)
de donde,   n =

∈
α

El caso más desfavorable será cuando  ˆ ˆp q 0,5= =

Siendo  
2

2 2 x( 1,645) (0,5 . 0,5)
( 0,02) 0,0004 n 1691

0,0004
∈ = ± = → = ≈

c)  Se trata de un intervalo de confianza para la diferencia de parámetros poblacionales  1 2(p p )−   de

dos distribuciones binomiales, con el tamaño de las muestras suficientemente grandes,

1 2n  n 100 = = para utilizar la aproximación normal.

1 1 2 2
1 1 2 1 2 / 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆp ( 1 p ) p ( 1 p )ˆ ˆI ( p p ) (p p ) z
n n−

⎡ ⎤− −
− = − ± +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
α α

1 1 1 1

2 2 2 2

/ 2 0,05

ˆ ˆ ˆp 25 100 0,25 q 1 p 0,75 n 100   

ˆ ˆ ˆp 30 100 0,3 q 1 p 0,70 n 100   

1 0,90 0,10 2 0,05 z z 1,645

⎧ = = = − = =
⎪⎪ = = = − = =⎨
⎪ − α = α = = = =⎪⎩ αα

0,90 1 2
0,25 . 0,75 0,3 . 0,70

I (p p ) (0,25 0,3) 1,645 0,153 , 0,053
100 100

⎡ ⎤
− = − ± + = −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

El intervalo de confianza cubre el cero, lo que indica que no existe diferencia significativa entre la
intención de voto del partido B en ambas comunidades, con lo cual los dirigentes del partido A tienen
razón con una fiabilidad del 90%.
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En un periódico leemos una encuesta de opinión nacional realizada entre 1500 adultos seleccionados
aleatoriamente y que revela que el 43% piensa que estará peor económicamente el próximo año.

La noticia decía que el margen de error de la encuesta era de  3±  puntos porcentuales con una

confianza del 95%.

a)  Indique razonadamente cuál o cuáles de las siguientes fuentes de error están incluidas en el margen
de error de la encuesta:

i.  Para hacer la encuesta se llamaba a números de teléfono al azar y, por tanto, no se entrevistaba a
personas que no tenían teléfono.

ii.  Al hacer la encuesta no se pudo contactar con ciertas personas cuyos números de teléfono habían
sido elegidos.

iii.  Hay una variación porcentual debida al azar en la selección aleatoria de los números de teléfono.

b)  Un intervalo de confianza del 90% basado en los resultados de dicha encuesta, ¿tendrá un margen
menor, igual o mayor que  3±  puntos porcentuales?. Explique la respuesta.

c)  Si en la encuesta se hubiera entrevistado a 1000 personas en lugar de a 1500 (y se hubiera
encontrado también que el 43% pensaba que estarían peor económicamente el próximo año), ¿sería el
margen de error del intervalo de confianza del 95% menor, igual o mayor que puntos porcentuales?.
Explique la respuesta.

Solución:

a)  Cuando se elige una muestra se producen dos clases de errores:

  Error de muestreo que se cuantifica con la desviación típica del estimador.

  Errores ajenos al muestreo (unidades vacías, unidades repetidas, falta de respuesta, etc.)

La fuente de error (i) no está incluida en el margen de error de la encuesta, puede ser un error de diseño
de la muestra.

La fuente de error (ii) está incluida, se trata de un error ajeno al muestreo (falta de respuesta).

La fuente de error (iii) está incluida, se trata de un error de muestreo, error que se calcula:

Para estimar el parámetro poblacional p (proporción de individuos que estarán peor económicamente el
próximo año). Se toma una muestra aleatoria simple de tamaño n 1500.=  Como estimador del
parámetro poblacional p se utiliza el estadístico  p̂ (proporción muestral)

El Intervalo de confianza para el parámetro p  de una distribución binomial de parámetros n, p, B(n, p)

1 / 2 / 2

ˆ ˆ ˆ ˆp . (1 p) p . (1 p)ˆI (p) p z Error de muestreo:  z
n n−

⎡ ⎤− −
= ± ∈=⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
α α α

/ 2 0,025ˆ ˆ ˆp 0,43 , q 1 p 0,57 , n 1500 , z z 1,96α= = − = = = =

0,43 . 0,57
1,96 0,025 (2,5%)

1500
∈ = =

El error de muestreo es de  2,5±  puntos porcentuales, el resto de  0,5±  puntos porcentuales son

originados por errores ajenos al muestreo.
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1
0,43 . 0,57

I (p) 0,43 1,96 [0,43 0,025] [0,405 , 0,455]
1500−

⎡ ⎤
= ± = ± =⎢ ⎥

⎣ ⎦
α

Amplitud intervalo:  A 2 0,455 0,405 0,05= ∈ = − =

b)  Cuando disminuye el nivel de confianza  (1 )− α  aumenta el nivel de significación α  y, en
consecuencia,  /2zα  es menor.

Por tanto,  el margen de error es menor y la longitud del intervalo ses más pequeña.

/ 2 0,051 90% , 0,01 , z z 1,645α− α = α = = =

0,43 . 0,57
1,645 0,021 (2,1%)

1500
∈ = =

1
0,43 . 0,57

I (p) 0,43 1,645 [0,43 0,021] [0,409 , 0,451]
1500−

⎡ ⎤
= ± = ± =⎢ ⎥

⎣ ⎦
α

Amplitud intervalo:  A 2 0,451 0,409 0,042= ∈ = − =

c) Si disminuye el tamaño n de la muestra, con el mismo nivel de confianza ( mismo  / 2z α ), el error de

muestreo aumenta.

Sí   / 2 / 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆp . (1 p) p . (1 p) p . (1 p) p . (1 p)
m n z z

n m n m
•− − − −

< → < → ∈ = < ∈ =α α

/ 2 0,025ˆ ˆ ˆp 0,43 , q 1 p 0,57 , n 1000 , z z 1,96α= = − = = = =

0,43 . 0,57
1,96 0,03 (3%)

1000
∈ = =
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Una biblioteca desea estimar el porcentaje de libros infantiles que posee. La biblioteca está
compuesta de 4 salas (Norte, Sur, Este y Oeste) con 2500, 2740, 4000 y 6900 libros,
respectivamente.

Se selecciona mediante muestreo estratificado aleatorio una muestra del 5% de los libros con afijación
proporcional.

a)  ¿Cuántos libros, de cada una de las salas hay en la muestra?

b)  Si en la muestra de la sala Sur hay 30 libros infantiles, ¿Cuál es la estimación de la proporción de
libros infantiles en esa sala?

c)  Para un nivel de confianza del 90%, obtener el error máximo cometido con la estimación puntual
anterior. Justificar las respuestas.

Solución:

a)  Como la afijación es proporcional, el peso de cada estrato en la muestra es directamente
proporcional a los libros de la población correspondiente.

Con afijación proporcional la muestra es el 5% de cada sala:  

x

x

x

x

Norte: 2500 0,05 125 libros   

Sur: 2740 0,05 137 libros   

Este: 4000 0,05 200  libros  

Oeste: 6900 0,05 345 libros 

=⎧
⎪ =⎪
⎨ =⎪
⎪ =⎩

b)    Sur
30

p̂ 0,219
137

= =

c)  Intervalo de confianza para la estimación puntual:    Sur Sur
0,90 Sur Sur / 2

ˆ ˆp . qˆI (p ) p z
n

⎡ ⎤
= ±⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
α

Sur Sur 0,05ˆ ˆn 137 p 0,219 q 0,781 1 0,90 / 2 0,05 z 1,645= = = − α = α = =

Error de estimación:    Sur Sur
/ 2

ˆ ˆp . q 0,219 . 0,781
z 1,645 0,0581

n 137
∈ = = =α
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En una ciudad se desea estimar la proporción de hogares que reciclan sus envases de plástico.
La ciudad está dividida en cuatro barrios (A, B, C y D) con 800, 2000, 1200 y 1000 hogares
respectivamente.

Se selecciona mediante muestreo estratificado con afijación proporcional una muestra de 400 hogares.

a)  ¿Cuántos hogares de cada uno de los barrios se incluirán en la muestra?

b)  Si en el barrio B, 64 hogares de la muestra reciclan, ¿cuál es la estimación de hogares que reciclan en
    ese barrio?

c) Proporcionar un intervalo de confianza al 95%  para la estimación puntual anterior.

Solución:

a)  Total de hogares  800 2000 1200 1000 5000= + + + =      Muestra 400=

Muestreo estratificado con afijación proporcional:    31 2 4nn n n400
(0,08)

5000 800 2000 1200 1000
= = = = =

Muestreo estratificado se aplica el 8%  a cada barrio 

x

x

x

x

barrio A: 800 0,08 64  hogares   

barrio B: 2000 0,08 160  hogares

barrio C: 1200 0,08 96 hogares 

barrio D: 1000 0,08 80  hogares

=⎧
⎪ =⎪
⎨ =⎪
⎪ =⎩

b)    B
64

p̂ 0,4
160

= =

c)  Un intervalo de confianza para la estimación puntual del barrio B.

B B 0,025ˆ ˆn 160 p 0,4 q 0,6 1 0,95 / 2 0,025 z 1,96= = = − α = α = =

B B
0,95 B B / 2

ˆ ˆp . q 0,4 . 0,6ˆI (p ) p z 0,4 1,96 0,4 0,076 0,324 , 0,476
n 160

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ± = ± = ± =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
α
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La longitud (en mm.) de los tornillos fabricados diariamente por una maquina se distribuye
según una Normal con media  μ desconocida y desviación típica  2σ = .

Un día determinado se toma una muestra de 10 tornillos cuya longitud media resultó ser de 96 mm. Se
pide:

a) Calcular un intervalo de confianza al 99% para la longitud media.

b) Determinar el tamaño de la muestra que será necesario para que un intervalo al 99% tuviera una
longitud igual a 2 mm.

Solución:

a)  Sea X = "Longitud en mm de tornillos fabricados en un día" , X N( , 2)≈ μ

Se trata de un intervalo de confianza para la media  μ  de una distribución normal de varianza conocida.

             1 2I ( ) x z
n

−

⎡ ⎤σ
μ = ±⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
α α            / 2 0,005n 10 , 2 , x 96mm , z z 2,58α= σ = = = =

con lo que,    0,99
2

I ( ) 96 2,58 96 1,632 94,368 , 97,632
10

⎡ ⎤
μ = ± = ± =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦

b)  El tamaño de la muestra necesario para que la longitud fuera igual a 2 mm sería:

Amplitud del intervalo:    2
2 x x x

2
A 2z 2 2 2,58 n (2 2,58) 27

n n

σ
= → = → = ≅α

Dos muestras independientes, ambas de tamaño 7, de sendas distribuciones poblacionales

normales de varianza común   2 2σ =  arrojan medias muestrales de  4,8  y  5,4 , y varianzas

muestrales de 8,38  y 7,62, respectivamente.

Encontrar la expresión que permitiría obtener un intervalo de confianza para  1 2μ − μ  al nivel 0,95.

Solución:

Se trata de un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales  1 2( )μ − μ , con

varianzas poblacionales desconocidas pero iguales  2 2
x

2
y( )σ = σ = σ  , en  muestras pequeñas

1 2( n n 14 ) 30+ = ≤

1 21 1 2 / 2 , ( n n 2 ) p
1 2

1 1
I ( ) ( x y ) t . s .

n n− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ±
⎢ ⎥⎣ ⎦

α α + +

2
ps  es  la media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:  

2 2
1 1 2 22

p
1 2

( n 1 ) . s ( n 1 ) . s
s

n n 2

− + −
=

+ −

Datos:    2 2
1 2 1 2 0 ,025 , 12n n 7 x 4,8 8,38 y 5,4 7,62 t 2,179= = = σ = = σ = =
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2 2
2 21 1 2 2
1 2

1 2

x xn . 7 8,38 n . 7 7,62
s 9,78 s 8,89

n 1 6 n 1 6
σ σ

= = = = = =
− −

2
p p

x x6 9,78 6 8,89
s 9,335 s 9,335 3,06

12
+

= = → = =

0,95 1 2 x x
1 1

I ( ) ( 4,8 5,4 ) 2,179 3,06 0,6 3,564
7 7

⎡ ⎤
μ − μ = − ± = − ±⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
+

0,95 1 2I ( ) 4,164 , 2,964μ − μ = −⎡ ⎤⎣ ⎦

Como el intervalo de confianza cubre el 0  se puede afirmar las medias poblacionales son iguales con una
fiabilidad del 95%.

De una distribución  N(100 , )σ  se toman dos muestras aleatorias simples

independientes entre sí de tamaño  4  y  5.

                                                                                                                                                                                                                                                                          Observaciones muestrales

Muestra 1 98 103,4 100,5 99,7
Muestra 2 97,8 101,3 97,9 100,7 100,3

En la muesra 1:   
4

2
i

i 1

x 100,4 (x x) 15,26
=

= − =∑

En la muesra 2:   
5

2
i

i 1

y 99,6 (y y) 10,72
=

= − =∑
Calcular la  P (x y) 2− ≥⎡ ⎤⎣ ⎦  , donde  x   e  y son las medias muestrales, indicando la distribución muestral

necesaria para su cálculo.

Solución:

En el contraste para igualdad de medias poblacionales  1 2( 0)μ − μ =  en que los tamaños muestrales

son pequeños   1 2n n 9 30+ = <  y las varianzas son  desconocidas, pero iguales  ( )2 2
1 2σ = σ :

1 2( n n 2 )

p
1 2

x y
t

1 1
s

n n

−
−

=
+

+

4
2 2

1 1 i
i 1

( n 1 ) . s (x x) 15,26
=

− = − =∑         
5

2 2
2 2 i

i 1

( n 1 ) . s (y y) 10,72
=

− = − =∑
2
ps  es la media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:

2 2
1 1 2 22

p p
1 2

( n 1 ) . s ( n 1 ) . s 15,26 10,72
s 3,71 s 3,71 1,9265

n n 2 7

− + − +
= = = → = =

+ −
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con lo que,  
1 2( n n 2 ) 7

x y x y
t t

1,29231 1
1,9265

4 5

−
− −

= = =
+

+

( )7
x y 2

P (x y) 2 P P t 1,5475 0,0862
1,2923 1,2923

−⎛ ⎞− ≥ = ≥ = ≥ =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦
⎝ ⎠

Interpolando en la tabla  t‐Student:

0,050 0,10 1,895 1,4115 0,050
1,3802 0,0862

0,050 1,895 1,5447 0,050
− − −

= → = → α =
− α − − α

Una agencia de alquiler de automóviles necesita estimar el número medio de kilómetros diarios que
realiza su flota de automóviles.

A tal fin, en varios días de la semana se toma  los recorridos de cien vehículos de su flota y obtiene que
la media muestral es de 165 km/día,  y  la cuasidesviación estándar muestral de 6 km/día. Se pide:

a)  Bajo la hipótesis de normalidad de la característica en estudio (número de kilómetros por día),
construir un intervalo de confianza para la media de dicha distribución a un nivel de confianza del 95 por
100.

b)  Bajo la misma hipótesis de normalidad del apartado anterior, construir un intervalo de confianza del
90 por 100 para la varianza de dicha distribución.

Solución:

a)  Se trata de construir un intervalo de confianza para la media de una distribución normal N( , )μ σ  de

varianza desconocida.

Como el tamaño de la muestra es grande,  el intervalo de confianza será:

               x
1 2

s
I ( ) x z

n
−

⎡ ⎤
μ = ±⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
α α                 x 0,025x 165 s 6 n 100 z 1,96= = = =

6
I( ) 165 1,96 . 163,82 , 166,18

100

⎡ ⎤
μ = ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎣ ⎦

b)  El Intervalo de confianza para la varianza poblacional:

2 2
2 x x

1 2 2
/ 2 , ( n 1 ) 1 /2 , ( n 1 )

(n 1) . s (n 1) . s
I ( ) ,−

− − −

⎡ ⎤− −
σ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
α

α αχ χ
         2 2

0,05 , 99 0,95 , 99124 77= =χ χ

con lo cual,    2 x x99 36 99 36
I ( ) , 28,74 , 46,29

124 77
⎡ ⎤σ = = ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
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El gasto diario en llamadas telefónicas de dos departamentos X e Y de una misma empresa sigue una
distribución normal, con gasto medio desconocido en ambos.

Sin embargo, se conocen las desviaciones típicas, que son 100 y 110 céntimos de euro para X e Y,
respectivamente.

La dirección ha observado que una muestra aleatoria de 20 días, el gasto medio diario en llamadas
realizadas por el departamento X ha sido de 1100 céntimos, y de 1400 en el departamento Y.

Obtener un intervalo de confianza para la diferencia de gastos medios entre ambos departamentos.

Solución:

La variables aleatorias siguen, respectivamente, las distribuciones normales  1N ( , 100)μ  y   2N( , 110)μ .

El intervalo de confianza para la diferencia de medias  1 2( )μ − μ  con varianzas poblacionales conocidas

viene dado por la expresión:

2 22 2
2 2 1 2
1 2

1 1 2 / 2 1 2
1 2

/2

100      110

I ( ) ( x y ) z n 20         x 1100    n 20     y 1400  
n n

/ 2 0,05    z 1,645   
−

α

⎧σ = σ =⎡ ⎤σ σ ⎪⎢ ⎥μ − μ = − ± + = = = =⎨⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ α = =⎩

α α

2 2

0,90 1 2
100 110

I ( ) (1100 1400) (1,645) 354,68 , 245,32
20 20

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ± + = − −⎡ ⎤⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

El intervalo de confianza no cubre el 0   indicando que existe diferencia significativa en el gasto de
llamadas telefónicas.

Como el intervalo de confianza es negativo, se deduce que el gasto medio en llamadas telefónicas del
departamento Y es superior al del departamento X, con una confianza del 90 por ciento.

 Una central de transformación de productos lácteos recibe diariamente leche de dos granjas A y B.

Para analizar la calidad de la leche, que sigue una ley normal,  se extraen dos muestras al azar y se
analiza el contenido en materia grasa, obteniendo en porcentaje los resultados:

 Granja A Ax 8,7%= 2 2
As 1,02 (%)= An 33=

 Granja B Bx 10,9%= 2 2
Bs 1,73 (%)= Bn 27=

Construir un intervalo de confianza del 95 por 100 para la diferencia del contenido medio en grasa de la
leche de ambas granjas.

Solución:

Sea la variable aleatoria  AX   ≡  "Contenido en grasa de la leche de la granja A'  que sigue una
distribución normal  A AN ( , )μ σ . Análogamente, la variable aleatoria  BX   ≡  "Contenido en grasa de la
leche de la granja B'  sigue una distribución normal  B BN ( , )μ σ .
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Se trata de elaborar un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales  A B( )μ − μ  con

varianzas desconocidas y muestras grandes   A Bn n 33 27 60 30+ = + = >

2 2
A B

1 A B /2 / 2 0,025
A B

s s
I ( ) ( x y ) z z z 1,96

n n−

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ± + = =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

α α α

0,95 A B
1,02 1,73I ( ) ( 8,7 10,9 ) 1,96 2,804% , 1,596%
33 27

⎡ ⎤
μ − μ = − ± + = − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥

⎣ ⎦

El intervalo no cubre el 0 % , indicando que existe diferencia significativa entre el contenido en grasa de
la leche de ambas granjas.

Por otra parte, se observa un mayor contenido en grasa en la leche de la granja B.

Un instituto de investigaciones agronómicas siembra, en cinco parcelas diferentes, dos tipos de maíz
híbrido. Las producciones en quintales métricos por hectárea son:

1 2 3 4 5
Híbrido I 90 85 95 76 80
Híbrido II 84 87 90 92 90

a) Construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas con un error de significación de 0,10.

b) Construir un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre las producciones medias.

Solución:

a)  Sea la variable aleatoria  1X   ≡  'Producción de maíz del híbrido I'  que sigue una distribución normal

1 1N ( , )μ σ . Análogamente, la variable aleatoria  2X   ≡ ' Producción de maíz del híbrido II'  sigue una

distribución normal  2 2N ( , )μ σ

Al construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas se puede concluir si las varianzas
poblacionales desconocidas son o no distintas.

De modo que,  si el intervalo de confianza para el cociente de varianzas  2 2
1 2( )σ σ  cubre al punto 1 se

puede  partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.

1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 22 2

1 1 2
/ 2 ; ( n 1 ) , (n 1 ) ( 1 / 2 ) ; (n 1 ) , ( n 1 )

s s s s
I ( ) ,

F F−
− − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥σ σ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

α
α α

1 2
2 1

1 / 2 ; ( n 1 ) , ( n 1 )
/ 2 ; ( n 1) , ( n 1)

1
F

F− − −
− −

=α
α

En el caso,     

2
1 1 1

2 2 2
2 2 2 1 2

0,05 ; 4 , 4 0,95 ; 4 , 4 0,05 ; 4 , 4

n 5 x 85,20   s 57,7    / 2 0,05

n 5 x 88,6     s 9,8     s / s 57,7 / 9,8 5,89

F 6,3883    F 1 / F 1 / 6,3883 0,1565

= = = =

= = = = =
= = = =

α
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2 2
0,90 1 2

5,89 5,89
I ( ) , 0,92 , 37,64

6,3883 0,1565

⎡ ⎤
σ σ = = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

El intervalo cubre el uno, y se concluye que las varianzas poblacionales son desconocidas e iguales, con
una fiabilidad del 90%.

b)  Se trata de un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales  1 2( )μ − μ  con

varianzas poblacionales desconocidas pero iguales, con muestras pequeñas  1 2n n 10 30+ = < .

1 21 1 2 / 2 , ( n n 2 ) p
1 2

1 1
I ( ) ( x y ) t . s .

n n− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ±
⎢ ⎥⎣ ⎦

α α + +

donde,   2
ps ≡media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:

2 2
1 1 2 2 22

p p p
1 2

x x( n 1 ) . s ( n 1 ) . s 4 57,7 4 9,8
s s 33,75 s 5,81

n n 2 5 5 2

− + − +
= → = = → =

+ − + −

1 21 2 1 2 / 2 , ( n n 2 ) 0,05 , 8n n 5 x 85,20 x 88,6 t t 1,860+ −= = = = = =α

0,90 1 2 x x
1 1

I ( ) (85,20 88,6) 1,860 5,81 10,23 , 3,43
5 5

⎡ ⎤
μ − μ = − ± + = −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

El intervalo de confianza cubre el cero, por lo que con una fiabilidad del 90%  se puede decir que no
existe diferencia significativa entre las producciones medias.

Un fabricante de televisores está desarrollando un nuevo modelo de televisor en color, y para este fin
se pueden utilizar dos tipos de esquemas transistorizados.

El fabricante selecciona una muestra de esquemas transistorizados del primer tipo de tamaño 16, y otra
del segundo tipo de tamaño 13.

Los datos muestrales respecto a la vida media de cada esquema son los siguientes:

                                          1 1 1

2 2 2

x 1400 horas s 30 horas n 16

x 1500 horas s 17 horas n 13

= = =
= = =

Construir un intervalo de confianza del 90% para la diferencia de vida media de cada tipo de esquema.

Solución:

a)   La variable aleatoria  1X   ≡ "Vida media del primer esquema" sigue una distribución normal

1 1N ( , )μ σ . Análogamente, la variable aleatoria  2X   ≡  'Vida media del segundo esquema"  sigue una

distribución normal  2 2N ( , )μ σ

Hay que construir un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales  1 2( )μ − μ  con

varianzas poblacionales desconocidas, y se desconoce si distintas o no, siendo las muestras pequeñas

1 2n n 29 30+ = <
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Para dilucidar si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas, se construye primero un

intervalo de confianza para el cociente de varianzas  2 2
1 2( )σ σ , de modo que si el intervalo cubre al

punto 1  se puede partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.
Intervalo de confianza para el cociente de varianzas:

1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 22 2

1 1 2
/ 2 ; ( n 1 ) , ( n 1 ) ( 1 / 2 ) ; ( n 1 ) , ( n 1 )

s s s s
I ( ) ,

F F−
− − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥σ σ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

α
α α

Se tienen los datos:

2 22 2 2 2
1 1 2 2 1 2

0,05 ; 15 , 12 0,95 ; 15 , 12 0,05 ; 12 , 15

n 16   s 30 900   n 13   s 17 289   s / s 900 / 289 3,114

F 2,6169     F 1 / F 1 / 2,4753 0,404

= = = = = = = =
= = = =

de donde,    2 2
0,90 1 2

3,114 3,114
I ( ) , 1,19 , 7,71

2,6169 0,404

⎡ ⎤
σ σ = = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

El intervalo no cubre el punto uno, y por tanto las varianzas poblacionales son desconocidas y distintas
con una fiabilidad del 90%.

La situación es un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales  1 2( )μ − μ  con

varianzas poblacionales desconocidas y distintas, con muestras pequeñas  1 2n n 30+ <

2 2
1 2

1 1 2 2 , f
1 2

s s
I ( ) ( x y ) t

n n−

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ± +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

α α

donde,

( )
( )

( ) ( )

222 2 2
1 1 1 1 1 1

222 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

s 30 900 n 16  s / n 900 / 16 56,25 s / n 3164,06

s 17 289 n 13  s / n 289 / 13 22,23 s / n 494,17

s / n s / n s s
186,12 35,298 6159,11

17 14 n n

= = = = = =

= = = = = =

⎛ ⎞
= = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

f (aproximación de Welch):
22 2

1 2

1 2

2 22 2
1 2

1 2

1 2

s s

n n 6159,11
f 2 2 25,82 26

186,12 35,298s s

n n

n 1 n 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠= − = − = ≈

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠+

+ +

1 2 / 2 , f 0,05 , 26x 1400 horas x 1500 horas t t 1,706= = = =α

0,90 1 2
900 289

I ( ) (1400 1500) 1,706 115,113 , 84,887
16 13

⎡ ⎤
μ − μ = − ± + = − −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
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El intervalo no cubre el cero, concluyendo que existe diferencia significativa entre la vida media de cada
esquema, siendo mayor la vida media del segundo esquema con una fiabilidad del 90%.

Un equipo de investigación médica está interesado en ver si una nueva droga reduce el colesterol
en la sangre. Con tal fin toma una muestra de diez pacientes y determina el contenido de
colesterol en la sangre antes y después del tratamiento.

Los datos muestrales expresados en miligramos por 100 mililitros son los siguientes:

Paciente 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 217 252 229 200 209 213 215 260 232 216
Después 209 241 230 208 206 211 209 228 224 203

Construir un intervalo de confianza del 95 por 100 para la diferencia del contenido medio de colesterol
en la sangre antes y después del tratamiento.

Solución:

Se trata de datos apareados en los que no existe independencia entre las muestras.

El intervalo de confianza con muestra pequeña (n 10 30= < ):    d
/2 , ( n 1)

s
I d t

n
−

⎡ ⎤
= ±⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
α

n n
22

i i i i d i
i 1 i 1

1 1
d x y d d s (d d)

n n 1= =

= − = = −
−∑ ∑

donde  d  es la media de las diferencias y   ds  la desviación estándar de estas diferencias.

X = "Antes" 217 252 229 200 209 213 215 260 232 216
Y = "Después" 209 241 230 208 206 211 209 228 224 203

i i id x y= − 8 11 − 1 − 8 3 2 6 32 8 13

2
d d / 2 , (n 1) 0,025 , 9n 10   d 7,40   s 112,1481   s 10,59   t t 2,262   −= = = = = =α

0,95 1 2
10,59

I ( ) 7,40 2,262 . 0,17 , 14,97
10

⎡ ⎤
μ − μ = ± = −⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

El intervalo abarca el cero, por lo que no existe diferencia significativa en la diferencia del contenido
medio del colesterol antes y después del tratamiento, con una fiabilidad del 95%.
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Sea una variable aleatoria X procedente de una población con densidad de probabilidad N( , 5).μ
Efectuadas dos hipótesis sobre el valor de μ :   0 1H : 12 H : 15μ = μ =

Mediante un muestreo aleatorio simple de tamaño 25, se contrasta la hipótesis  0H  respecto de la

hipótesis  1H , estableciéndose que si la media muestral es menor que 14 se aceptaría la hipótesis nula.

Determinar:
a)  La probabilidad de cometer el error tipo I

b)  La probabilidad de cometer el error tipo II

c)  La potencia del contraste

Solución:

a)  Se trata de un contraste unilateral de hipótesis a la derecha sobre la media poblacional

0 1H : 12 H : 15μ = μ =

Regla de decisión  0

0

x 14 se aceptaH región aceptaciónR.A.

x 14 se rechazaH región críticaR.C.   

≤ ≡⎧
⎨ > ≡⎩

La distribución de la media muestral  x  de tamaño 25  bajo la hipótesis nula y la hipótesis alternativa
viene dada:

0 0

5
H : x N , N 12, N(12, 1)

n 25

⎡ ⎤ ⎡ ⎤σ
∼ μ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
     1 1

5
H : x N , N 15, N(15, 1)

n 25

⎡ ⎤ ⎡ ⎤σ
∼ μ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Error Tipo I:   0 0P(ET I) P(Rechazar H / H Cierta)α = =

0P(ET I) P x 14 H : 12

14 12
    P z P(z 2) 0,0228

1

⎡ ⎤= = > μ = =⎣ ⎦
−⎡ ⎤= ≥ = ≥ =⎢ ⎥⎣ ⎦

α

0H  se rechaza cuando es cierta el 2,28%  de los casos

b)   Error Tipo II:   0 0P(ET II) P(Aceptar H / H Falsa)β = =

1
14 15

P(ET II) P x 14 H : 15 P z P(z 1) P(z 1) 0,1587
1
−⎡ ⎤⎡ ⎤β = = ≤ μ = = ≤ = ≤ − = ≥ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
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0H  se acepta cuando es falsa

el 15,87%  de los casos.

c)  Potencia del Contraste:   0 0Potencia P Rechazar H H Falsa 1⎡ ⎤= = − β⎣ ⎦

0 01 P Rechazar H H Falsa 1 0,1587 0,8413⎡ ⎤− β = = − =⎣ ⎦  (Bondad del tipo de ajuste)

O bien,

[ ]

[ ] [ ]

x 15 14 15
Potencia P x 14 N(15, 1) P P z 1 1 P z 1

1 1

                 1 P z 1 1 P z 1 1 0,1587 0,8413

− −⎡ ⎤⎡ ⎤= ≥ = ≥ = ≥ − = − ≤ − =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
= − ≤ − = − ≥ = − =

0H  se rechaza cuando es falsa el  84,13%  de los casos

Resaltar que es más grave cometer un Error Tipo I  ( )α  que un Error Tipo II  ( )β

Sea una variable aleatoria X procedente de una población con densidad de probabilidad N( , 4).μ  Se

quiere contrastar la hipótesis nula   0H : 10μ =  frente a la hipótesis alternativa  1H : 12μ = , con un

nivel de significación  0,05α = , con un muestreo simple de tamaño 25.

Determinar:

a)  Probabilidad de cometer el error tipo II

b)  Potencia del contraste

Solución:

a)  Regla de decisión  0

0

x k se aceptaH región aceptación (R.A.)

x k se rechazaH región crítica (R.C.)         

≤ →⎧
⎨ > →⎩

Hipótesis sobre la media poblacional (contraste unilateral a la derecha):

Distribución de la media muestral  x  de tamaño n 25=   bajo la hipótesis nula y alternativa,
respectivamente:

0 0
4

H : x N , N 10 , N(10 , 0,8)
n 25

⎡ ⎤ ⎡ ⎤σ
∼ μ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
     1 1

4
H : x N , N 12 , N(12 , 0,8)

n 25

⎡ ⎤ ⎡ ⎤σ
∼ μ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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Para hallar el valor crítico  k  se recurre al Error Tipo I:   0 0P ET I P Rechazar H / H cierta 0,05α = = =⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 0
k 10 k 10

P ET I P x k H : 10 P z 0,05 1,645 k 11,316
0,8 0,8
− −⎡ ⎤⎡ ⎤= = > μ = = > = → = → =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

α

Error Tipo II:    0 0P ET II P Aceptar H / H Falsaβ = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  1 1

11,316 12
P ET II P x 11,316 H : 12 P z P(z 0,855) 0,1963

0,8
−⎡ ⎤⎡ ⎤β = = ≤ μ = = ≤ = ≤ − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

b)  Potencia del Contraste:   0 0Potencia P Rechazar H H Falsa 1 1 0,1963 0,8037⎡ ⎤= = −β = − =⎣ ⎦

La potencia de un contraste es la probabilidad de acertar cuando la hipótesis nula es falsa, a diferencia
del nivel de significación del contraste que se prefiere que sea bajo, se prefiere que la potencia del
contraste sea elevada.

Un laboratorio farmacéutico quiere lanzar un nuevo medicamento para la hipertensión, llamado
Hipotensil.

El director de dicho laboratorio cree que la eficacia del medicamento sería de un 95%, medida ésta
como la proporción de pacientes a los que se les suministra y que experimentan una mejoría.

Sin embargo, el inspector de sanidad del Ministerio no es tan optimista y opina que la eficacia es sólo del
85%. Para analizar la eficacia del medicamento antes de su comercialización, se selecciona una muestra
aleatoria de 500 pacientes, a los que se les administra Hipotensil, de los cuales mejoran 467.
¿Tiene razón el director del laboratorio?. Suponga un nivel de significación del 5%.

Solución:

Sea la variable aleatoria X = "Eficacia Hipotensil"  B(1, p)∼

Las hipótesis sobre la proporción (contraste unilateral izquierda):    0 0 1 1H : p 0,95 H : p 0,85= =

Regla de decisión para el valor crítico k  0

0

p̂ k se acepta H (R.A.)

p̂ k se rechaza H (R.C.)

≥⎧
⎨ <⎩
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La distribución en el muestreo del estadístico 

     
n

i
i 1

Teorema 
Central  Límitex

p.q
p̂                  N p,

n n
= ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∼
∑

Bajo la hipótesis  0 0
x0,95 0,05ˆH :  p N 0,95, N(0,95, 0,00974)

500

⎡ ⎤
∼ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

Bajo la hipótesis  1 1
x0,85 0,15ˆH :  p N 0,85, N(0,85, 0,01597)

500

⎡ ⎤
∼ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

Se determina el valor crítico k a partir del nivel de significación α :

[ ]0 0
k 0,95 0,95 kˆP ET I P Rechazar H H Cierta P p k P z P z 0,05
0,00974 0,00974

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎤⎡α = = = < = < = ≥ =⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Tabla normal N(0 , 1) :     x
0,95 k

1,645 k 0,95 (0,00974 1,645) 0,9339
0,00974

−
= → = − =

Regla de decisión:   0

0

p̂ 0,9339 se acepta H (R.A.) 

p̂ 0,9339 se rechaza H (R.C.)

≥⎧
⎨ <⎩

El valor del estadístico muestral  p̂  (evidencia empírica) es 
467

p̂ 0,934
500

= =

Siendo  p̂ 0,934 0,9339= > , se concluye que existe evidencia empírica suficiente para aceptar la

hipótesis nula  0H .  Es decir, el Hipotensil es eficaz en un 95% de los casos.
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Un portal e‐business sabe que el 60% de todos sus visitantes a la web están interesados en adquirir sus
productos pero no reacios al comercio electrónico y no realizan finalmente la compra vía internet.

Sin embargo, en la dirección del portal se piensa que en el último año, el porcentaje de gente que está
dispuesta a comprar por internet ha aumentado y esto se debe reflejar en sus resultados empresariales.

a)  Contrastar con un nivel de significación del 2%, si en el último año se ha reducido el porcentaje de
gente que no está dispuesta a comprar por internet, si para ello se tomó una muestra de 500 visitantes
para conocer su opinión y se observó que el 55% no estaba dispuesto a realizar compras vía on‐line.

b)  Realizar el contraste con el p_valor

Solución:

Sea el parámetro p = "Proporción del número de visitantes al portal".

Al realizar el contraste sobre la proporción, se parte de una muestra aleatoria  1 2 500(x , x , , x ) ,  donde
X B(1, p)∼

La distribución del parámetro muestral  
500

i
i 1

p̂ x / n
=

=∑  al ser de tamaño suficientemente grande n 500=

y estar  p̂  definido como suma de variables independientes entre sí según una distribución de Bernouilli

B(1, p) , por el teorema central del límite (TCL) se puede aproximar  

500

i
i 1

x
pq

p̂ N p,
n n

= ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑
∼

Se establecen las hipótesis:   0 1H : p 0,6 H : p 0,6= <

Se trata de un contraste unilateral por la izquierda Regla de decisión:   0

0

p̂ k se acepta H

p̂ k se rechaza H

≥⎧
⎨ <⎩

Bajo la hipótesis nula:   ( )x0,6 0,4
p̂ N 0,6 , N 0,6 , 0,022

500

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∼

A partir del nivel de significación   0,02α =  se determina el valor crítico k:

( )0 0
p̂ 0,6 k 0,6ˆP Rechazar H H Cierta P p k N 0,6, 0,022 P
0,022 0,022

0,6 kk 0,6 0,6 k
    P z P z 0,02 2,055 k 0,555

0,022 0,022 0,022

− −⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤= = < = < =⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
−− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= < = ≥ = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

α

El valor del estadístico muestral  (evidencia empírica) es   p̂ 0,55 0,555= < , rechazando la hipótesis

nula. En conclusión, existe evidencia empírica que la proporción de visitantes al portal que están
dispuestos a comprar on‐line ha disminuido, es decir, el porcentaje de visitantes que son reacios  a
comprar por internet ha aumentado.

b)  El p_valor es el nivel de significación más pequeño posible que puede escogerse para el que todavía
se aceptaría la hipótesis alternativa con las observaciones actuales.

Paquetes Estadísticos proporcionan el significance level (nivel de significación) cuando se refieren en
realidad al p_valor (p_value).
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[ ]p 0p_ valor P Rechazar el estadístico muestral observado / H  es Ciertaα = =

( )p
p̂ 0,6 0,55 0,6ˆP p 0,55 N 0,6 , 0,022 P P(z 2,27)
0,022 0,022

     P(z 2,27) 0,0116

− −⎡ ⎤⎡ ⎤α = < = < = < − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= ≥ =

Siendo  p 0,0116 0,02α = < α =  se rechaza la hipótesis nula a un nivel de significación del 2%

Determinar si en una ciudad el 20% o el 30% de las familias dispone de lavavajillas; para dilucidarlo se
toma al azar una muestra de 400 familias de la mencionada ciudad y  se adopta  el criterio de sí

en la muestra hay menos de 100 familias con lavavajillas, se rechaza que el  20% de las familias poseen el
mencionado electrodoméstico. Se pide:

a)  Nivel de significación del test.

b)  Potencia del test.

Solución:

a)  Sea el parámetro p = " Proporción de familias con lavavajillas"

Se realiza un contraste sobre una proporción se parte de una muestra aleatoria   1 2 n(X , X , ,X )  de

tamaño n 400= , donde X B(1, p)∼ .

Para calcular la probabilidad interesa conocer la distribución del parámetro muestral
n

i
i 1

x

p̂
n

==
∑

  donde   i

1 si la familia tiene lavavajillas
X

0 si la familiano tiene lavavajillas
⎧

= ⎨
⎩

Al ser el tamaño suficientemente grande  n 400=  y estar definido  p̂  como suma de variables
independientes según una distribución de Bernouilli B(1, p) , se tiene:

La distribución en el muestreo del estadístico 

     
n

i
i 1

Teorema 
Central  Límitex

p.q
p̂                  N p,

n n
= ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∼
∑

Bajo la hipótesis  0
x0,2 0,8ˆH :  p N 0,2 , N(0,2 , 0,02)

400

⎡ ⎤
∼ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

Bajo la hipótesis  1
x0,3 0,7ˆH :  p N 0,3 , N(0,3 , 0,0229)

400

⎡ ⎤
∼ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

Se establecen las hipótesis:     0 1H :  p 0,2 H :  p 0,3= <

Por el lema de Neyman‐Pearson, la regla de decisión del muestreo 
100

k 0,25
400

= =  es:

0

0

p̂ 0,25 Se acepta H (R.A.) 

p̂ 0,25 Se rechazaH (R.C.)

≤⎧
⎨ >⎩
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Bajo la hipótesis nula, con el valor crítico k 0,25= ,  se determina el nivel de significación α :

0 0 0ˆP ET I P Rechazar H / H Cierta P p 0,25 / H Cierta

p̂ 0,2 0,25 0,2ˆ   P p 0,25 / N(0,2 , 0,02) P P z 2,5 0,00621
0,02 0,02

α = = = > =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− −⎡ ⎤= ≥ = ≥ = ≥ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

b)   [ ]0 0 0 0Potencia P Rechazar H H Falsa 1 1 P Aceptar H / H Falsaβ⎡ ⎤= = − = −⎣ ⎦
p̂ 0,3 0,25 0,3ˆP ET II P p 0,25 / N(0,3 , 0,0229) P P z 2,1822
0,0229 0,0229

   P z 2,1822 0,0144

− −⎡ ⎤β = = ≤ = ≤ = ≤ − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
= ≥ =⎡ ⎤⎣ ⎦

En consecuencia, bondad del tipo de ajuste:

0 0Pot 1 P Rechazar H H Falsa 1 0,0144 0,9856⎡ ⎤= − β = = − =⎣ ⎦

La potencia de un contraste es la probabilidad de acertar cuando la hipótesis nula es falsa, en
consecuencia se desea que la potencia del contraste sea elevada.

Las especificaciones de un tipo de báscula aseguran que los errores de los pesajes siguen una
distribución N(0 , ).σ  Se quiere contrastar la afirmación sobre la dispersión que es igual a la unidad,

frente a una hipótesis alternativa de que es el doble.

Para ello se realizan 5 pesajes en las que el error cometido resultó ser:   1 0,9 0,2 1,4 0,7− −

Para un nivel de significación del 5% se pide enunciar una regla de decisión (obtener la región crítica) e
indicar que hipótesis resulta aceptada.

Solución:

Sea la variable aleatoria X  = ' Errores en el peso'   X N(0 , )∼ σ

Distribución en el muestreo:  
2 22

n 12 2x
n 1 x2

.Varianza muestral
Varianza teórica n( / n)

−
−

σ χσ
χ = = → σ =

σ

Se establecen las hipótesis:    2 2
0 1H :  1 H :  4σ = σ =

Bajo la hipótesis:   
2 2

2 24 4
0 x 1 x

4.
H :  H : 

5 5
χ χ

σ = σ =
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Regla de decisión:
2
x 0

2
x 0

k se acepta H

k se rechaza H

⎧σ ≤⎪
⎨
σ >⎪⎩

El  valor crítico k se determina a partir del nivel de significación α  (Error Tipo I):

 
2

2
Pearson24

4

22 2
0 0 x 0 xP Rechazar H H Cierta P k H Cierta P k 1

   P k P 5k 0,05 5k 9,488 k 1,898
5

χ

⎤⎡ ⎡α = = σ > = σ > σ = =⎡ ⎤ ⎤⎣ ⎦ ⎦⎣ ⎣ ⎦

⎡ ⎤χ ⎡ ⎤⎢ ⎥= > = χ ≥ = ⎯⎯⎯⎯→ = → =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎣ ⎦

Se compara el valor crítico k 1,898=  con la evidencia muestral

ix 1 0,9 0,2− 1,4 0,7−
5

i

i 1

x
x 0,48

5=

= =∑

2
ix 1 0,81 0,04 1,96 0,49  

5 2
i

i 1

x
0,86

5=

=∑
2

5 52
2 i i
x

i 1 i 1

x x
0,6296

5 5= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟σ = − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

Como  2
x 0,6296 1,898σ = <   se sitúa en la región de aceptación (R.A) , con un nivel de confianza del

95% no se puede rechazar la hipótesis de que la dispersión sea 1.

En una población N(5, )σ  se quiere contrastar la hipótesis nula  2
0H :  2σ =  frente a la hipótesis

alternativa  2
1H :  3σ = , con un nivel de significación  0,025α = , con una muestra aleatoria simple de

tamaño 10:

5,1 6,2 4 2,8 2,9 5,6 3,7 3,4 2,5 5,2

Hallar la potencia del contraste.

Solución:

Distribución en el muestreo:  
2 22

n 12 2x
n 1 x2

.Varianza muestral
Varianza teórica n( / n)

−
−

σ χσ
χ = = → σ =

σ

Hipótesis:    2 2
0 1H :  2 H :  3σ = σ =

Bajo la hipótesis:  
2 2 2

2 29 9 9
0 x 1 x

2. 3.
H :  H : 

10 5 10
χ χ χ

σ = = σ =
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Regla de decisión:
2
x 0

2
x 0

k se acepta H

k se rechaza H

⎧σ ≤⎪
⎨
σ >⎪⎩

El  valor crítico k se determina a partir del nivel de significación α  (Error Tipo I):

 
2

2
Pearson29

9

2 2 2
0 0 x 0 xP Rechazar H H Cierta P k H Cierta P k 2

   P k P 5k 0,025 5k 19,023 k 3,8046
5

χ

⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = = σ > = σ > σ = =⎤⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣

⎡ ⎤χ ⎡ ⎤⎢ ⎥= > = χ > = ⎯⎯⎯⎯→ = → =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎣ ⎦

Se compara el valor crítico k 3,8046=  con la evidencia muestral:

ix 5,1 6,2 4 2,8 2,9 5,6 3,7 3,4 2,5 5,2
10

i

i 1

x
x 4,14

10=

= =∑

2
ix 26,01 38,44 16 7,84 8,41 31,36 13,69 11,56 6,25 27,04  

10 2
i

i 1

x
18,66

10=

=∑
2

10 102
2 2i i
x

i 1 i 1

x x
18,66 4,14 1,5204

10 10= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟σ = − = − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

Siendo  2
x 1,5204 3,8046σ = <  se sitúa en la región de aceptación (R.A) , con un nivel de confianza del

97,5% se acepta que la la varianza es 2.

2
x 1,5204 3,8046σ = <

Se acepta la hipótesis nula.

De otra parte, la potencia del contraste:
2

9
0 0 1 1

2
9

3.
Potencia P Rechazar H H Falsa P Aceptar H H Cierta P 3,8046

10

                 P 12,682 0,252

⎡ ⎤χ⎢ ⎥⎤⎡ ⎡ ⎤= ≡ = > =⎦⎣ ⎣⎦ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤= χ ≥ =⎣ ⎦

2,002 . 0,80
4,168 14,684 0,90 0,10

10,516

12,682 14,684 x 0,10

Abscisas Áreas

10,516 0,80 x 0,10 0,252

2,002 x 0,10

− ←⎯→ −

− ←⎯→ −

− → = + =

− −

←⎯→
←⎯→
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El propietario de un automóvil sospecha que su vehículo según una ley normal tiene un  consumo
medio de combustible en carretera superior a los 5,6 litros /100 km., que es lo que el fabricante indica
en su publicidad.

Para apoyar empíricamente su sospecha observa el consumo medio en 11 viajes seleccionados
aleatoriamente entre todos los que realiza en el año, obteniendo los siguientes resultados:

                        6,1 6,5 5,1 6 5,9 5,2 5,8 5,3 6,2 5,9 6,3

Se pide:

a)  ¿Están fundadas las sospechas del propietario a un nivel de significación del 1%?

b)   Calcula el p_valor

c)   ¿En cuántas ocasiones debería observarse el consumo medio para que con un nivel de confianza del
99% se detectase un consumo medio de 5,9 litros/100 km?

Solución:

a)  En el muestreo de una población normal N( , )μ σ  con varianza poblacional desconocida, con un

tamaño muestral pequeño  n 30≤ , la media muestral  x x
n 1 n 1

s
x t , t ,

n n 1
− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ
μ ≡ μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼

El fabricante afirma que   0H :  5,6μ ≤  y  el propietario del vehículo cree que   1H :  5,6μ >

Se trata, pues, de un contraste unilateral (cola a la derecha)

Regla de decisión:

0

0

x k se acepta H

x k se rechaza H

≤⎧
⎨ >⎩

La media muestral bajo la hipótesis nula sigue una distribución  t Student − con  (n 1)−  grados de

libertad:  ( )10 10
0,4612

t 5,6 , t 5,6 , 0,139
11

⎛ ⎞
≡⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

Con los datos muestrales:

ix 6,1 6,5 5,1 6 5,9 5,2 5,8 5,3 6,2 5,9 6,3

2
ix 37,21 42,25 26,01 36 34,81 27,04 33,64 28,09 38,44 34,81 39,69

11
i

i 1

x 64,3
x 5,8454

11 11=

= = =∑       

2
211 112

2 i i
x

i 1 i 1

x x 377,99 64,3
0,19339

11 11 11 11= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟σ = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

2
2 2 2 x
x x x x

xn . 11 0,19339
n . (n 1) . s s 0,21273 s 0,21273 0,4612

(n 1) 10
σ

σ = − → = = = → = =
−

El valor crítico k, bajo la hipótesis nula,  se calcula a partir del nivel de significación  0,01α = :
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[0 0 0 0

10

P Rechazar H H Cierta P x k H Cierta P x k 5,6

x 5,6 k 5,6 k 5,6 k 5,6
   P P t 0,01 2,764 k 5,9842

0,139 0,139 0,139 0,139

⎤α = = > = > μ = =⎡ ⎤ ⎤⎡⎣⎣ ⎦ ⎦⎦
− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= > = > = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Siendo  x 5,8454 5,9842= <  no se puede rechazar la hipótesis nula  0H , con lo que se acepta las

afirmaciones del fabricante sobre el consumo medio del automóvil.

b)  El p_valor   ( pα ) es el nivel de significación más pequeño posible que puede escogerse para el que

todavía se aceptaría la hipótesis alternativa con las observaciones actuales.

p 0Si    se acepta la hipótesis nula H  α > α

[ ]

[ ]

p 0

0 10

10

p_ valor P Rechazar el estadístico muestral observado / H  Cierta

      P x 5,8454 H Cierta P x 5,8454 t (5,6 , 0,139)

x 5,6 5,8454 5,6
     P P t 1,765 0,055

0,139 0,139

α = = =

= > = > =⎤ ⎤⎡ ⎡⎣ ⎣⎦ ⎦
− −⎡ ⎤= > = > =⎢ ⎥⎣ ⎦

En la tabla de la  t Student −
1,372 1,812 1,765 1,812

x 0,055
0,10 0,05 x 0,05

− −
= → =

− −

Para un nivel de significación
0,01α = , el p‐valor

p 0,055 0,01α = > α = ,

aceptando la hipótesis nula.

Es decir, con un nivel de confianza del 99% se acepta que el consumo medio de combustible en carretera
superior es de 5,6 litros /100 km.

c)  En esta ocasión se plantea la cuestión P(x k / 5,9)> μ =

Como el tamaño muestral es desconocido, el estadístico  10
x

x 5,9
t

s n

−
≠  no sigue una   t Student − con

10 grados de libertad.

Conociendo que 
x

x 5,6
P 2,764 0,01

s n

⎡ ⎤−
> =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
, se recurre a la siguiente estrategia:

x x

x x x x

x 5,9 0,3x 5,6
P x k / 5,9 P 2,764 5,9 P 2,764

s n s n

x 5,9 0,3 x 5,9 0,3
                                P 2,764 P 2,764 0,99

s n s n s n s n

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− +−
> μ = = > μ = = > =⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
⎢ ⎥= + > = > − =⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
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resultando,  
x x

x 5,9 0,3
P 2,764 0,01

s n s n

⎡ ⎤−
≤ − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

En un punto donde no se pueden utilizar las tablas de la  t Student − porque no se conoce el tamaño de
la muestra.  Para ello, se supone que el tamaño es suficientemente grande para que pueda ser aceptable
la aproximación de la t mediante la distribución normal.

Con la aproximación normal y con la simetría de la N(0, 1):

x x

0,3 0,3
P z 2,764 0,01 2,764 2,327

s n s n

⎡ ⎤
≤ − = → − = −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

2
x

x

(5,091) . s0,3
5,091 n

0,3s n

⎡ ⎤= → = ⎢ ⎥⎣ ⎦

Otra vez en un callejón sin salida, aún es necesario conocer la cuasidesviación típica de una muestra sin
saber su tamaño.
Se puede dar una salida, suponiendo que la cuasidesviación típica de esta nueva muestra es igual a la
obtenida en la muestra anterior  xs 0,4612= .

En este caso,  
2

x(5,091) (0,4612)
n 61,255

0,3
⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦

Para mayor seguridad en el logro del objetivo, se redondea con el entero inmediato superior, esto es, el
tamaño de la muestra es 62.

El directorio de uno de los grandes operadores de Internet está considerando la posibilidad de ofrecer
tarifa plana a sus clientes. Según sus conocimientos sobre el tema, sabe que está trabajando con una
variable aleatoria que se distribuye como una normal.

Mantiene la hipótesis de que los hogares que tienen Internet se conectan con una media de 5 horas
mensuales. No obstante, existen otros estudios que sostienen que el tiempo de conexión es más alto.
Para evaluar, a un 10% de significación, dicha hipótesis, el directorio decide encuestar a una muestra
aleatoria de 30 hogares, obteniendo una media de 5,34 horas de conexión, con una dispersión de 7,24
horas.

a)  Formular el contraste a realizar

b)  Determinar la mejor región crítica del contraste

c)  ¿Se puede rechazar la hipótesis nula?

d)  Calcular y representar la función de potencia. ¿Qué representa la función de potencia?. Para facilitar
los cálculos, suponer que el tamaño muestral es 300 hogares.

Solución:

a)  Sea la variable aleatoria X = " Conexión a Internet por hogares" ,    X N(5, )∼ σ

Hipótesis de contraste:    0 0 1 1H :  5 H :   5μ ≥ μ >
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b)  Se trata de un contraste unilateral (cola derecha).  Regla de decisión:  0

0

x k se acepta H

x k se rechaza H

≤⎧
⎨ >⎩

En el muestreo de una población normal N( , )μ σ  con varianza poblacional desconocida, con un tamaño

muestral pequeño  n 30≤ , la media muestral  bajo la hipótesis nula  sigue una distribución

x
n 1 29

7,24
x t , t 5 ,

n 1 29
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ
μ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼

c)   Determinación del valor crítico  k a partir del nivel de significación  0,10 :α =

0 0 0 29

29
x

7,24
P Rechazar H H Cierta P x k H Cierta P x k t 5,

29

29 (k 5)x 5 k 5 k 5
   P P t 0,10 1,311

7,247,24 / 29 7,24 / 29 7,24 / 29

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = = > = > =⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ −− − −

= > = > = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x1,311 7,24
k 5 6,76

29
= + =

Regla de decisión:   0

0

x 6,76 se acepta H

x 6.76 se rechaza H

≤⎧
⎨ >⎩

La media muestral  0x 5,34 6,76= <  se encuentra en la región de aceptación,  por lo que se acepta la

hipótesis nula  0H , concluyendo que tiene razón el Directivo, el tiempo medio de conexión es de 5 horas.

OTRO PROCEDIMIENTO:  Una forma análoga de enfocar el problema consistiría en aceptar la hipótesis

0H  cuando el estadístico experimental fuera menor o igual que el estadístico teórico, es decir:

Se acepta  0H  cuando se verifica: 
p

o
/ 2 , n 1

x

  estadístico
estadísticoexperimental
teórico

x
t t

n 1

α α −
− μ

= ≤
σ
−

En este caso, 
p / 2 0,10 ; 29

5,34 5
t 0,2537 1,311 t

7,24 29
α

−
= = < = → Se acepta la hipótesis  0H

d)  Potencia =   0 0 0 11 P Rechazar H H Falsa P Rechazar H H Cierta⎤ ⎤− β = =⎡ ⎡⎣ ⎣⎦ ⎦
La hipótesis alternativa  1H  es compuesta (existen infinitos valores tal que  5μ > ), se construye una
función, es decir:
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1 1H :  5μ > β 1−β

Distintos valores

0 0 1 1 1P ETII P Aceptar H H Falsa P Rechazar H H Cierta P x k H Cierta⎡ ⎤β = = = = ≤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

En el muestreo de una población normal  N( , )μ σ  con varianza poblacional desconocida, cuando el

tamaño muestral es grande n 300 30= > ,  la distribución de la media muestral se aproxima a una

distribución normal.

En esta línea, bajo la hipótesis alternativa:   x x
1 1 1

s 7,24
x N , N , N ,

n 1 n 300 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ
μ = μ ≡ μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼

1 1
1 1

x 6,767,24
P x k H Cierta P x 6,76 N , P

300 1 7,24 / 299 7,24 / 299

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤− μ − μ
⎡ ⎤β = ≤ = ≤ μ = ≤ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎜ ⎟−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

16,76
   P z

7,24 / 299

⎡ ⎤− μ
= ≤⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

En consecuencia:

1 1H :  5,5μ =i  
6,76 5,5

P z P(z 3) 0,9986
7,24 / 299

⎡ ⎤−
→ β = ≤ = ≤ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1H :   6μ =i  
6,76 6

P z P(z 1,82) 0,9656
7,24 / 299

⎡ ⎤−
→ β = ≤ = ≤ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1H :  7μ =i  
6,76 7

P z P(z 0,57) 0,2843
7,24 / 299

⎡ ⎤−
→ β = ≤ = ≤ − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1H :  8μ =i  
6,76 8

P z P(z 2,96) 0,00154
7,24 / 299

⎡ ⎤−
→ β = ≤ = ≤ − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1H :  5μ > z 1−β

5,5 0,9986 0,0014

6 0,9656 0,0034

7 0,2843 0,7157

8 0,00154 0,9985

A medida que se alejan las hipótesis  0H  y   1H  aumenta la potencia del contraste.

Es decir, cuanto más alejadas se encuentren las hipótesis para contrastar, mayor será la probabilidad de
que se rechace  0H  cuando sea falsa, algo deseable (constante α  y  k).
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El número de averías de un determinado tipo de avión se considera una variable aleatoria con
distribución de Poisson de media 2 averías al mes. El equipo de mantenimiento intenta reducir esta
media incorporando algunas mejoras.

Para comprobar si con estas medidas se reduce el número medio de averías, se decide observar el
número medio de averías en los 25 meses siguientes a la introducción de las mejoras. Si el número
medio de averías en esos 25 meses fue de 1,5.

a)  ¿Qué decisión debe adoptar el servicio técnico a un nivel de significación del 1%?.

b)  ¿Y si el servicio técnico relaja su nivel de exigencia al 85% de confianza?. ¿Cambiaría su decisión?.

Solución:

a)  Sea la variable aleatoria X  = " Número de averías al mes"  ,   

10

X P( 2)        N(2, 2)

λ >

∼ λ = →

Es un contraste unilateral, donde se plantean las hipótesis:   0 1H :  2 H :  2λ ≥ λ <

En el muestreo, bajo la hipótesis nula  0H :   
2

x N , N 2 , N(2 , 0,2828)
n 25

⎡ ⎤ ⎡ ⎤λ
∼ λ = ≡⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

En la muestra de tamaño n 25=  meses  ˆ x 1,5λ = =  averías.

Regla de decisión 
0

Si x k se acepta H   

Si x k se rechaza H

≥⎧
⎨ <⎩

Se determina el valor de k considerando el nivel de significación  0,01α = :

0 0
x 2 k 2 k 2

P Rechazar H H Cierta P x k / 2 P P z 0,01
0,2828 0,2828 0,2828

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = = < λ = = < = < =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
2 k 2 k

P z 0,01 2,32 k 1,3439
0,2828 0,2828

− −⎡ ⎤≥ = → = → =⎢ ⎥⎣ ⎦

Se advierte que  1,5 1,3439> , cae en la región de aceptación, con lo cual se acepta la hipótesis nula.

Es decir, con nivel de significación del 1% se afirma que las averías mensuales se mantienen siendo 2, y
en consecuencia, las mejorías no son operativas.

b)  Si  0, 15α =  se replantean los cálculos:    0,15
2 k

1,04 z k 1,71
0,2828

−
= = → =

Como 1,5 1,71< ,  la media muestral observada cae en la región de rechazo, con lo que no se acepta la

hipótesis nula, y se concluye que las mejoras son operativas.
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En los días previos a unas elecciones municipales, el candidato de un partido político está convencido
de obtener el 60% de los votos electorales.

No obstante, su partido encarga una encuesta entre 100 votantes potenciales, resultando que el 52% de
ellos dijeron tener intención de votar a dicho candidato.
Con un nivel de significación del 5%, se pide contrastar:

a)   0H : p 0,60=  frente a  1H : p 0,50=

b)   0H : p 0,60=   frente a  1H : p 0,60≠

c)  Potencia del contraste efectuado en el apartado (a)

Solución

a)  Sea la variable X = "Porcentaje de votos al candidato"

Al ser el tamaño suficientemente grande n 100=   y estar definido p  como suma de variables aleatorias

independientes, según una distribución de Bernouilli B(1, p) ,  se aproxima a la normal N np, npq⎡ ⎤⎣ ⎦ .

La distribución en el muestreo 
100

i
i 1

1
p̂ x

100 =

= ∑  siendo  i

1 vota Si 
x

0 vota No
⎧

= ⎨
⎩

      
pq

p̂ N p,
n

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∼

Contraste unilateral a la izquierda (cola a la izquierda):    0H : p 0,60=  ,     1H : p 0,50=

Bajo la hipótesis nula:  
x0,60 (1 0,60)

p̂ N 0,60 , N(0,60 , 0,049)
100

⎡ ⎤−
∼ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

Regla de decisión:

0

0

p̂ k Se acepta H   

p̂ k Se rechaza H

≥⎧
⎨ <⎩

El valor crítico k se determina con el nivel de significación  0,05α = :

0 0
p̂ 0,60 k 0,60ˆP ET I P Rechazar H / H Cierta P p k N(0,60 , 0,049) P
0,049 0,049
− −⎡ ⎤⎡ ⎤α = = = < = < =⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

   
ˆ 0,60 kp 0,60 0,60 k 0,60 k

P P z 0,05 1,645 k 0,5193
0,049 0,049 0,049 0,049

−− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ≥ = ≥ = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

La proporción muestral observada   p̂ x 52 100 0,52 0,5193= = = >  se encuentra dentro de la

región de aceptación, es decir, se acepta la hipótesis nula con un nivel de confianza del 95%.
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b)  En este caso se trata de un contraste bilateral (dos colas):    0H : p 0,60=   ,    1H : p 0,60≠

Regla de decisión:

0

0

p̂ k Se acepta H    

p̂ k Se rechaza H  

⎧ ≤⎪ →⎨ >⎪⎩

1 2 0

1 2 0

ˆk p k         Se acepta H  
ˆ ˆp k p k Se rechaza H

≤ ≤⎧
→ ⎨ < ∪ >⎩

Los valores críticos k se determinan por el nivel de significación  / 2 0,05 / 2 0,025α = = :

0 0 0

1 2

p̂ 0,60 k 0,60ˆP ET I P Rechazar H / H Cierta P p k H : p 0,6 P
0,049 0,049

k 0,60 k 0,60k 0,60
    P z P z P z 0,025 0,025 0,05

0,049 0,049 0,049

⎡ ⎤− −⎡ ⎤α = = = > = = > =⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎣ ⎦

− −−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= > = < + > = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 11
1

k 0,60 k 0,60k 0,60
P z P z 0,025 1,96 k 0,504

0,049 0,049 0,049
− + − +−⎡ ⎤ ⎡ ⎤< = > = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

i

22
2

k 0,60k 0,60
P z 0,025 1,96 k 0,696

0,049 0,049
−−⎡ ⎤> = → = → =⎢ ⎥⎣ ⎦

i

La proporción muestral observada   p̂ x 52 100 0,52= = =  se encuentra dentro de la región de

aceptación   ˆ0,504 p 0,52 0,696< = < , concluyendo que se acepta la hipótesis nula.

OTRO PROCEDIMIENTO:   Se acepta la hipótesis nula  0H  cuando el estadístico de contraste es menor o

igual que el estadístico teórico.

Se acepta  0H  cuando se verifica:  0
p /2 /2

estadístico
contraste estadístico

teórico
p̂ p

z z
ˆ ˆp.q
n

α
−

= ≤

Siendo  p /2 0,025

0,52 0,60
z 1,6028 1,96 z

0,52.0,48
100

−
= = < = → Se acepta la hipótesis nula

OTRO PROCEDIMIENTO:   Se puede construir un intervalo de confianza para el parámetro poblacional p
de una distribución binomial  y  observar si el valor p 0,6=  de la hipótesis nula se encuentra dentro, con
lo que se aceptaría la hipótesis.

/2
x

x
ˆ ˆp . q 0,52 0,48ˆI.C (p) p z . 0,52 1,96 0,4221 , 0,6179
n 100α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ± = ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

00,6 0,4221 , 0,6179 Se acepta H∈ →⎡ ⎤⎣ ⎦
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c)  Potencia =   0 0 0 11 P Rechazar H H Falsa P Rechazar H H Cierta⎤ ⎤− β = =⎡ ⎡⎣ ⎣⎦ ⎦

Regla de decisión:  0

0

p̂ 0,5193 Se acepta H   

p̂ 0,5193 Se rechaza H

≥⎧
⎨ <⎩

Con la hipótesis alternativa:   1H : p 0,50=     
x0,50 0,50

p̂ N 0,5 , N(0,5 , 0,05)
100

⎡ ⎤
∼ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

0 0
p̂ 0,5 0,5193 0,5ˆPotencia P Rechazar H H Cierta P p 0,5193 / N(0,5 , 0,05) P
0,05 0,05

                 P(z 0,386) 1 P(z 0,386) 1 0,34978 0,6502

− −⎡ ⎤⎤= = < = < =⎡ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎢ ⎥⎦ ⎣ ⎦
= < = − ≥ = − =

0,004 . 0,0037
0,38 0,39 0,3520 0,3483

0,01

0,386 0,39 x 0,3483

Abscisas Áreas

0,01 0,0037 x 0,3483 0,34978

0,004 x 0,3483

− ←⎯→ −

− ←⎯→ −

− → = + =

− −

←⎯→
←⎯→

En una población N( , 5)μ  se formula la hipótesis nula  0H :   18μ =  frente a la hipótesis alternativa

1H :  18μ ≠ , con un nivel de significación  0,01α = , con una muestra de tamaño 10 con los datos

recogidos:    16 12 15 16 20 25 14 18 17 22

a)  Contrastar la hipótesis nula

b)  Realizar el contraste con el p_valor

Solución:

a)  Se establecen las hipótesis:    0H :   18μ =  ,  1H :  18μ ≠

Como la hipótesis alternativa es  18μ ≠  en la decisión deberán ser válidos valores de μ   tanto mayores

o menores que 18, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

La muestra bajo la hipótesis nula sigue una distribución 
5

N 18 , N(18, 1,58)
10

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

Regla decisión:

  0

0

x k se acepta H (R.A) 

x k se rechazaH (R.C)

⎧ ≤⎪
⎨ >⎪⎩

Los valores críticos  k  se calculan mediante el nivel de significación  0,01α =

0 0 1 2

1 2

P Rechazar H H Cierta P x k N(18 , 1,58) P (x k ) (x k

    P(x k ) P(x k ) 0,005 0,005 0,01

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = = > = < ∪ > =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦
= < + > = + =
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1 1 1
1

1
1

k 18 k 18 k 18x 18
P(x k ) P P z P z 0,005

1,58 1,58 1,58 1,58

k 18
                2,575 k 13,9315

1,58

− − −−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤< = < = < = > − = →⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
−

→ − = → =

i

2 2 2
2 2

x 18 k 18 k 18 k 18
P(x k ) P P z 0,005 2,575 k 22,0685

1,58 1,58 1,58 1,58
− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤> = > = > = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

i

En consecuencia, la región de aceptación: 13,9315 x 22,0685< <

Por otra parte, la media muestral observada (evidencia empírica) 

10

i
i 1

x

x 17,5
10
== =
∑

  se encuentra dentro

de la región de aceptación, afirmando con un nivel de confianza del 99%, que se verifica la hipótesis
nula.

OTRO PROCEDIMIENTO:   Se puede construir un intervalo de confianza para el media poblacional μ  de
una distribución normal, y  observar si el valor  18μ =  de la hipótesis nula se encuentra dentro, con lo

que se aceptaría la hipótesis.

/2 x
5

I.C ( ) x z . 17,5 2,575 13,43 , 21,57
n 10

α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤σ
μ = ± = ± = ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

018 13,43 , 21,57 Se acepta H∈ →⎡ ⎤⎣ ⎦

OTRO PROCEDIMIENTO:   Se acepta la hipótesis nula  0H  cuando el estadístico de contraste es menor o

igual que el estadístico teórico.

Se acepta  0H  cuando se verifica: 
p

p
/ 2 /2 p

estadístico
contraste estadístico

teórico
x

z z
2 2/ n

α α
α− μ α

= ≤ → > → α > α
σ

Siendo  p /2 0,005

17,5 18
z 0,316 2,575 z

5 / 10

−
= = < = → Se acepta la hipótesis nula

SOFTWARE ORDENADOR:  Se acepta la hipótesis nula  0H  cuando   pp_valor  = α ≥ α

Tablas   N(0 ,1) :    
pp / 2 p/ 2 P z 0,316 0,3745 0,749α

⎡ ⎤α = > = → α =⎣ ⎦

pp_valor  0,749 0,01= α = ≥ = α → Se acepta la hipótesis nula.
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b)  El  p_valor ( pα )  es el nivel de significación más pequeño posible que puede escogerse para el que

todavía se aceptaría la hipótesis alternativa con las observaciones actuales.

[ ]p 0p_ valor P Rechazar el estadístico muestral observado  / H  es Ciertaα = =

[ ] [ ] [ ]

p

x x

x 18 17,5 18
P x 17,5 N(18, 1,58) P P z 0,316

1,58 1,58

      P z 0,316 P z 0,316 2 P z 0,316 2 (0,3745) 0,749

⎡ ⎤− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= > = > = > =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
= < − + > = > = =

α

Tabla  N(0,1) : 0,31 0,32 0,316 0,32
x 0,3745

0,3783 0,3745 x 0,3745
− −

= → =
− −

Como  p 0,749 0,01α = > = α

se acepta la hipótesis nula.

En una población N(10 , )σ  se desea contrastar la hipótesis nula  2
0H :  3σ =  frente a la hipótesis

alternativa  2
1H :   3σ ≠  con un nivel de significación del 5%. Para ello, en una muestra aleatoria simple

de tamaño 4 ,  se obtuvieron los resultados:  10 8 12 14

Solución:

Es una hipótesis compuesta   2
0H :  3σ =   ,    2

1H :   3σ ≠

Como la hipótesis alternativa es  2 3σ ≠  en la decisión deberán ser válidos los valores de  2σ  tanto

mayores o menores que 3, por lo que el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

Bajo la hipótesis nula,  las variables aleatorias  

24
2i i
4

i 1

X 10 x 10
N(0, 1)

3 3=

⎛ ⎞− −
→ = χ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∼

La suma de 4 variables aleatorias N(0 , 1)  independientes entre sí es una distribución Chi‐cuadrado con

4  grados de libertad.

Regla de decisión:
24

2 i
4 0

i 1

24
2 i
4 0

i 1

x 10
k Se acepta H   

3

x 10
k Se rechaza H

3

=

=

⎛ ⎞−
χ = ≤ →⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞−
χ = > →⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑

Los valores críticos  k  se determina a partir del nivel de significación  0,05α =
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24
i 2

0 0 0 4
i 1

2 2 2 2
4 1 4 2 4 1 4 2 1 2

x 10
P Rechazar H / H Cierta P k / H Cierta P k

3

    P k ( k ) P k P k 0,025 0,025 0,05( )

=

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥ ⎡ ⎤α = = > = χ > =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= χ < χ > = χ < + χ > = α + α = + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∪

∑

2 2 2
4 1 4 1 1 0,975 , 4P k 1 P k 1 0,025 0,975 k 0,484⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ < = − χ > = − = → = χ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦i

2 2
4 2 2 0,025 , 4P k 0,025 k 11,143⎡ ⎤χ > = → = χ =⎣ ⎦i

Región de aceptación:    0,484 , 11,143⎡ ⎤⎣ ⎦

La varianza muestral observada  

4 4
2 2

i i
i 1 i 12

x

(x x ) (x 11)
20

5
4 4 4

= =

− −

σ = = = =
∑ ∑

 se encuentra dentro

de la región de aceptación  2
x0,484 5 11,143< σ = < , aceptando la hipótesis nula con varianza

poblacional 3.

OTRO PROCEDIMIENTO:  Se puede plantear que bajo la hipótesis nula la distribución en el muestreo:

  
2 22

n 12 2x
(n 1 ) x2

.Varianza muestral
Varianza teórica n( / n)

−
−

σ χσ
χ = = → σ =

σ

Regla de decisión:

( ) ( )

2
x 0

2
x 0

2
1 x 2 0

2 2
x 1 x 2 0

k se acepta H

k se rechaza H

k k se acepta H

k k se rechaza H

⎧ σ ≤⎪ →⎨
σ >⎪⎩

⎧ ≤ σ ≤⎪
⎨
σ < ∪ σ >⎪⎩

2 2 2 2
0 0 x 1 x 2 x 3

2 2
3 1 3 2 1 2

3
P Rechazar H / H Cierta P k ( k )

4

3 3
     P k P k 0,025 0,025 0,05

4 4

( )⎡ ⎤
α = = σ < σ > σ = χ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= χ < + χ > = α + α = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∪

2 2
3 1 3 1 1 1

3 4 4
P k P k 0,025 k 9,384 k 7,038

4 3 3
⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ < = χ > − = → − = → = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

i

2 2
3 2 3 2 2 2

3 4 4
P k P k 0,025 k 9,384 k 7,038

4 3 3
⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ > = χ > = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

i

La varianza  muestral observada   2
x 5σ =   se encuentra dentro de la región de aceptación, aceptando la

hipótesis nula.

OTRO PROCEDIMIENTO:   Se puede construir un intervalo de confianza para la varianza  2σ  de una
población normal,  comprobando si la hipótesis nula σ =2 3  se encuentra cubierta en el intervalo.
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2 2
2 x x

2 2
/ 2 , ( n 1 ) 1 / 2 , ( n 1 )

( n 1 ) . s (n 1) . s
I.C ( ) ,

α − − α −

⎡ ⎤− −
σ = ⎢ ⎥

χ χ⎢ ⎥⎣ ⎦
        2 2

x x x( n 1 ) . s n . 4 5 20− = σ = =

2 2
0,025 , 3 0,975 , 39,348 0,216χ = χ =

2 20 20
I.C ( ) , 2,139 , 92,592

9,348 0,216
⎡ ⎤σ = = ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

Como  03 2,139 , 92,592 Se acepta H∈ →⎡ ⎤⎣ ⎦

Una empresa de neumáticos afirma que una nueva gama sigue una ley normal y en promedio
dura más de 28.000 km. Las pruebas con 64 neumáticos dan como resultado una duración media de
27.800 km, con una desviación estándar de 1.000 km.

a)  Si se usa un nivel de significación del 5%, comprobar si hay evidencia suficiente para rechazar la
afirmación de la empresa.

b)  ¿Cuál es el p_valor?

Solución:

a)  Sobre la población de los neumáticos se define la variable aleatoria  X = "Duración en kilómetros",
donde  X N(28.000 , )σ∼

Hipótesis sobre la media poblacional :     0 1H : 28000 , H :  28000μ ≥ μ <

Se trata de un contraste unilateral por la izquierda (cola por la izquierda)

Regla decisión :   0

0

x k Se aceptaH    

x k Se rechaza  H

≥⎧
⎨ <⎩

En el muestreo,  bajo la hipótesis nula:   ( )1000
x N 28000 , N 28000 , 125

64
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼

El valor crítico  k  bajo la hipótesis nula se determina con el nivel de significación  0,05α = :

( )0 0
x 28000 k 28000

P Rechazar H H Cierta P x k N 28000 , 125 P
125 125
− −⎛ ⎞⎤α = = < = < =⎡ ⎤ ⎡ ⎜ ⎟⎣⎣ ⎦ ⎦ ⎝ ⎠

     
k 28000 28000 k 28000 k

P z P z 0,05 1,645
125 125 125
− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= < = > = → = →⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

      xk 28000 125 1,645 27794,375→ = − =

Siendo  x 27800 27794,375= >  se acepta la hipótesis nula, por tanto, es buena la afirmación de la

empresa con un nivel de confianza del 95%.
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b)  El  p_valor ( pα )  es el nivel de significación más pequeño posible que puede escogerse para el que

todavía se aceptaría la hipótesis alternativa con las observaciones actuales.

[ ]p 0p_ valor P Rechazar el estadístico muestral observado  / H  es Ciertaα = =

( )

[ ] [ ]
p 0

x 28000 27800 28000
P x 27800 H Cierta P x 27800 N 28000,125 P

125 125
     P z 1,6 P z 1,6 0,0548

− −⎡ ⎤⎤α = < = < = < =⎤⎡ ⎡⎣ ⎣⎦ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
= < − = > =

Siendo  p 0,0548 0,05α = > α =  se acepta la hipótesis

nula. Es decir, con una fiabilidad del 95% se acepta que la
duración media de los neumáticos es de 28.000 km.

Una línea de producción sigue una distribución normal, funciona con un peso de llenado de 16 gramos
por envase. El exceso o defecto de peso en el llenado presenta graves problemas, debiendo parar la
línea de producción.

Un inspector de calidad toma una muestra de 25 artículos, obteniendo una media aritmética de   x 16,32 =
gramos y una cuasidesviación  xs 0,8=  gramos.

a)  Con una fiabilidad de 0,05,  ¿qué decisión se debe tomar?.

b)  ¿Cuál es el p‐valor?.

Solución:

a)  Sea la variable aleatoria  X = " Peso de llenado",   X N(16 , )σ∼

Hipótesis sobre la media poblacional  μ  con  varianza  2σ  desconocida:    0 0 1 1H :  16 , H :  16μ = μ ≠

Adviértase que como la hipótesis alternativa   1 16μ ≠ , en la decisión deberán ser válidos valores de μ
tanto mayores o menores que 16, por lo que el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

En el muestreo de una población normal N(16 , )σ  con varianza poblacional desconocida, con un

tamaño muestral pequeño  n 16 30= < , la media muestral  bajo la hipótesis nula  sigue una

distribución:   ( )x
n 1 24 24

s 0,8
x t , t 16, t 16, 0,16

n 25
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
μ ≡ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼

Para realizar el contraste se compara el estadístico observado (abscisa del p_valor) con el estadistico

teórico, aceptándose la hipótesis nula cuando   0
n 1 /2 , n 1

x

x
t t

s / n
− α −

− μ
= ≤

24 0,025 , 24 0

16,32 16
t 2 2,064 t Se acepta H

0,16

−
= = ≤ = →

Se puede afirmar que el peso de llenado son 16 gramos, con un nivel de significación de 0,05.
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b)  El  p_valor ( pα )  es el nivel de significación más pequeño posible que puede escogerse para el que

todavía se aceptaría la hipótesis alternativa con las observaciones actuales.

Cálculo del p_valor:     p
24 p 24P(t 2) 2 . P(t 2)

2

α
≥ = → α = ≥

En la tabla de la t de Student:  24P(t 1,711) 0,05≥ =   y     24P(t 2,064) 0,025≥ = , interpolando se tiene:

0,05 x 0,025 0,05 0,025 1,711 2,064 0,025 0,353
1,711 2 2,064 x 0,025 2 2,064 x 0,025 0,064

− ←⎯→ − ←⎯→ −
− ←⎯→ − − ←⎯→ −

( ) x
x x

0,025 0,064
x 0,025 0,353 0,025 0,064 x 0,025 0,0295

0,353
− = → = + =

p 24 x2 . P(t 2) 2 0,0295 0,059α = ≥ = =

Siendo  p 0,059 0,05α = > α =

se acepta la hipótesis nula.

Con un nivel de significación del 4,72%,  se desea contrastar la hipótesis nula de igualdad de medias de
dos poblaciones  1N( , 4 )μ  y  2N( , 4,5)μ .  Para ello, se han tomado dos muestras aleatorias simples e

independientes, respectivamente, obteniéndose los siguientes valores:

         i

j

x 20,4 10,2 7,3 12,8 13,4 9,4

y 19,8 9,7 14,6 15,7 8,4

Solución:

En el contraste bilateral se establecen las hipótesis:    0 1 2 1 1 2H :  0 , H :  0μ −μ = μ −μ ≠

Regla de decisión:

0

0

x y k se  aceptaH   

x y k se  rechazaH

⎧ − ≤⎪
⎨ − >⎪⎩

Para analizar el contraste se calculan las medias muestrales  x  e  y

6 5
i j

1 2
i 1 j 1

x y
x 12, 25 y 13,64 x y 1,39 n 6 n 5

6 5= =

= = = = − = = =∑ ∑
La diferencia de medias  muestrales  (x y)−  bajo la hipótesis nula sigue una distribución:
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22 2 2
1 2

1 2

4,54
(x y) N 0 , N 0 , N 0 , 2,59

n n 6 5

⎡ ⎤⎡ ⎤σ σ ⎢ ⎥⎢ ⎥− ∼ + ≡ + = ⎡ ⎤⎣ ⎦
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Los valores críticos k se determinan bajo el nivel de significación  0,0472α = , considerando que se trata
de un contraste bilateral (o de dos colas):

( )0 0

11 2 2

( x y) 0 k 0
P Rechazar H H Cierta P x y k / N 0 , 2,59 P

2,59 2,59

k 0 kk k k
P z P z z P z z

2,59 2,59 2,59 2,59 2,59

⎡ ⎤− − −
⎡ ⎤α = = − > = > =⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −

= > = ≤ ∪ ≥ = ≥ ∪ ≥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    0,0236 0,0236 0,0472= + =

x
1

0, 0236 1
k

1,995 z k 2,59 1,995 5,17
2,59
−

= = → = − = −

x
2

0, 0236 2
k

1,995 z k 2,59 1,995 5,17
2,59

= = → = =

En consecuencia, la región de aceptación:   5,17 x y 5,17− ≤ − ≤

La evidencia empírica en la muestra   x y 12, 25 13,64 1,39− = − =   se encuentra en la región de

aceptación por lo que se acepta la hipótesis nula de igualdad de medias con un nivel de significación del
4,72%.

OTRO PROCEDIMIENTO:  Con el p_valor

[ ]

( )

p 0

x

p_ valor P Rechazar el estadístico muestral observado  / H  es Cierta

( x y) 0 1,39 0 1,39 0
     P x y 1,39 N 0 , 2,59 P P z

2,59 2,59 2,59

     P z 0,5367 P z 0,5367 P z 0,5367 2 P z 0

α = = =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −⎡ ⎤= − > = > = > =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤= > = < − + > = >⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ x,5367 2 0,095 0,19= =⎡ ⎤⎣ ⎦

Siendo  p 0,19 0,0472α = > = α → Se acepta la hipótesis nula.

OTRO PROCEDIMIENTO:   Se acepta la hipótesis nula  0H  cuando el estadístico observado o de contraste

es menor que el estadístico teórico.

p p p/ 2 / 2 /2 / 2 0, 02362 2
1 2

1 2

estadístico
contraste estadístico

teórico
x y 1,39

z z z z 0,5367 1,995 z
2,59

n n

α α α α
−

= = ≤ → = = ≤ =
σ σ

+

22 4,54
2,59

6 5
+ =

En consecuencia, se acepta  0H



Portal Estadística Aplicada:  Muestreo Poblaciones Infinitas 73

pp /2 p x/ 2 P z 0,5367 0,095 2 0,095 0,19 0,0472α
⎡ ⎤α = ≥ = ⎯⎯→ α = = > = α⎣ ⎦   Se acepta   0H

OTRO PROCEDIMIENTO:  Comprobando si el intervalo de confianza para la diferencia de medias
poblacionales  1 2( )μ − μ  con varianzas poblacionales conocidas cubre el valor 0.

2 2
1 2

1 2 / 2
1 2

I( ) (x y) z .
n nα

⎡ ⎤σ σ
⎢ ⎥μ − μ = − ± +
⎢ ⎥⎣ ⎦

22

1 2
4,54

I( ) (12,25 13,64) 1,995 . 1,39 5,17 6,56 , 3,78
6 5

⎡ ⎤
⎢ ⎥μ − μ = − ± + = − ± = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

00 6,56 , 3,78    Se acepta H∈ − →⎡ ⎤⎣ ⎦

Cálculo de  0, 0236z :     
Abscisas Áreas

0, 01 . 0, 0003
1,98 1,99 0,0239 0,0233 0,01 0,006 x 1, 99 1, 995

0, 0006
x 1,99 0,0236 0,0233 x 1,99 0,0003

− − → = + =
− − −

Una empresa ubicada en Madrid tiene dos conductores para trasladar a los empleados a Segovia. Los
conductores deben anotar la duración de cada trayecto.

El tiempo medio empleado por el conductor A en el trayecto sigue una ley normal  1N( ,9)μ  y el

empleado por el conductor B se distribuye según una ley  2N( ,8)μ .

En una muestra aleatoria simple de 50 partes de incidencias por conductor, el conductor A registra un
tiempo medio de trayecto de 62,30 minutos con una desviación típica de 10,325 minutos, mientras que
el conductor B tiene un tiempo medio de trayecto de 60,02 minutos con una desviación típica de 8,625
minutos.

Con un nivel de significación del 5%, se pide contrastar:

a)   0 1 2H : μ = μ   frente  a   1 1 2H : μ ≠ μ

b)   0 1 2H : 2μ − μ ≥   frente a   1 1 2H : 2μ − μ <

Solución:

a)  Para realizar el contraste bilateral planteado  0 1 2H : μ = μ  se recurre al test razón de verosimilitud,

en este caso el lema de Neyman‐Pearson no proporciona una región crítica óptima.

 La regla de decisión que proporciona
el test de razón de verosimilitud es:

0

0

x y k se aceptaH (R.A.)

x y k se rechazaH (R.C.)

⎧ − ≤⎪
⎨ − >⎪⎩



Portal Estadística Aplicada:  Muestreo Poblaciones Infinitas 74

La región crítica de dos colas  x y k− >  es función de la diferencia de las medias muestrales. En esta

línea, las distribuciones en el muestreo de las medias son:  1
1

1

x N ,
n

⎛ ⎞σ
μ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼   ,    2
2

2

y N ,
n

⎛ ⎞σ
μ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼

Con lo cual, la diferencia de medias muestrales, bajo la hipótesis nula, se distribuye:

( )
22 2 2

1 2

1 2

9 8
x y N 0 , N 0 , N 0 , 1,7

n n 50 50

⎡ ⎤⎡ ⎤σ σ
⎢ ⎥⎢ ⎥− + ≡ + = ⎡ ⎤⎣ ⎦
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∼

Los valores críticos k  se determinan a partir del nivel de significación  0,05α =

0 0

1 2 1 2

x y 0 k 0
P(Rechazar H H Cierta) P x y k / N 0 , 1,7 P

1,7 1,7

k k k kk
P z P z z P z P z

1,7 1,7 1,7 1,7 1,7

⎡ ⎤− − −⎡ ⎤α = = − > = > =⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= > = < ∪ > = > − + > =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

     0,025 0,025 0,05= + =

Por simetría:     1 2
0, 025 1 0, 025 2

k k
1,96 z k 3,33 1,96 z k 3,33

1,7 1,7
−

= = → = − = = → =

Región de aceptación:  3, 33 ( x y) 3, 33− ≤ − ≤

La evidencia empírica   x y 62, 30 60,02 2, 28− = − =   valor que se encuentra en la región de

aceptación, por lo que se acepta la hipótesis nula de igualdad de medias.

Los dos conductores emplean en promedio el mismo tiempo en el trayecto Madrid Segovia− , con una
fiabilidad del 95%.

OTRO PROCEDIMIENTO:  Decidir con el p_valor.

[ ]

[ ] [ ]

p 0p_ valor P Rechazar el estadístico muestral observado  / H  es Cierta

x y 0 2,28 0
                         P x y 2,28 N 0 , 1,7 P P z 1,34

1,7 1,7

                         P z 1,34 P z 1,34 2

α = = =

⎡ ⎤− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − > = > = > =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= < − + > = [ ] x. P z 1,34 2 0,0901 0,1802> = =

Siendo  p 00,1802 0,05 Se acepta Hα = > = α →

El p_valor es el nivel de significación más pequeño
posible que puede elegirse para el que se aceptaría la
hipótesis alternativa.



Portal Estadística Aplicada:  Muestreo Poblaciones Infinitas 75

OTRO PROCEDIMIENTO:  Se acepta la hipótesis nula  0H  cuando el estadístico observado o de contraste

es menor que el estadístico teórico:

p p p/ 2 / 2 /2 / 2 0, 0252 2
1 2

1 2

estadístico
contraste estadístico

teórico
x y 62,30 60,02

z z z z 1,34 1,96 z
1,7

n n

α α α α
− −

= = ≤ → = = < =
σ σ

+

En consecuencia, se acepta la hipótesis nula  0H , los dos conductores emplean en promedio el mismo

tiempo en el trayecto Madrid ‐ Segovia.

Adviértase que 
pp / 2 p x/ 2 P z 1,34 0,0901 2 0,0901 0,1802α

⎡ ⎤α = > = → α = =⎣ ⎦

OTRO PROCEDIMIENTO:   Se acepta la hipótesis nula si el intervalo de confianza de la diferencia de
medias poblacionales  1 2( )μ − μ  con varianzas poblacionales conocidas cubre el valor 0.

2 2
1 2

1 2 / 2
1 2

I( ) (x y) z .
n nα

⎡ ⎤σ σ
⎢ ⎥μ − μ = − ± +
⎢ ⎥⎣ ⎦

[ ]x0,95 1 2I ( ) 2,28 1,96 1,7 1,05 , 5,61μ − μ = ± = −⎡ ⎤⎣ ⎦

Como el intervalo cubre el cero   1,05 0 5,61− < <  no existe diferencia significativa entre el tiempo

empleado por los dos conductores en el trayecto Madrid Segovia.−

b)  Hipótesis nula   0 1 2H : 2μ − μ ≥ .  Se trata de un contraste unilateral con cola a la izquierda

1 1 2H : 2μ − μ <

Bajo la hipótesis nula  ( ) ( )x y N 0 , 1,7 x y 2 N 2, 1,7− → − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∼ ∼

Regla decisión:

0

0

(x y 2) k se aceptaH  

(x y 2) k se rechazaH

− − ≥⎧
→⎨ − − <⎩

0

0

(x y) 2 k se acepta H   

(x y) 2 k se rechaza H

− ≥ +⎧
→ ⎨ − < +⎩

0 0P(Rechazar H H Cierta) P (x y 2) k / N(0 , 1,7) P (x y) k 2 / N(0 , 1,7)

k 2 k 2x y 0 k 2 0 k 2
P P z P z 0,05 1,645

1,7 1,7 1,7 1,7 1,7

α = = − − < = − < + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −− − + − +
= < = < = > = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
k 2 2,7965+ = −

Regla decisión:   0

0
0

(x y) 2,7965 se aceptaH  
siendo  (x y) 2,28   se acepta H

(x y) 2,7965 se rechazaH

− ≥ −⎧
− =⎨ − < −⎩
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OTRO PROCEDIMIENTO:   Se acepta la hipótesis nula sí   p observadoz z zα= > −

p 0,05 022

62, 30 60,02 2
z 0,164 1,645 z Se acepta H

9 8
50 50

− −
= = > − = →

+

REGIONES ACEPTACIÓN:

  Contraste unilateral a la izquierda:    0 1 2H : kμ − μ ≥    ,     1 1 2H : kμ − μ <

    
2 2
1 2

1 2
1 2

k z . ,
n nα

⎛ ⎞σ σ⎜ ⎟μ − μ − − + + ∞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  Contraste unilateral a la derecha:    0 1 2H : kμ − μ ≤    ,     1 1 2H : kμ − μ >

   
2 2
1 2

1 2
1 2

, k z .
n nα

⎛ ⎞σ σ⎜ ⎟−∞ μ − μ − − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Una compañía de refrescos presenta un nuevo producto en el mercado afirmando que posee    menos
calorías que su homólogo más antiguo y conserva el resto de propiedades.

Para verificar la afirmación de la compañía se eligieron al azar 14 botes del refresco nuevo y se calculó su
media, 20 calorías por bote, y su desviación estándar  muestral, tres calorías.

De modo independiente, se tomó otra muestra aleatoria de 16 botes del refresco antiguo, obteniéndose
una media de 28 calorías por bote con una desviación estándar muestral de 5 calorías.

Suponiendo que la cantidad de calorías por bote sigue una distribución normal en ambos refrescos, pero
con desviaciones típicas diferentes, ¿existe alguna razón para no creer en la afirmación de la compañía
con un nivel de significación del 2,5%?

Solución:

Denotando por X e Y las variables aleatorias que representan la cantidad de calorías por bote en  el
nuevo producto y en el antiguo, respectivamente:  x xX N( , )μ σ∼   e    y yY N( , )μ σ∼  , siendo X e Y

independientes y  con  x yσ ≠ σ

Se contrastan hipótesis:      0 x y 1 x yH :   0 , H :   0     μ − μ ≥ μ − μ <

Se  trata de un contraste unilateral a la izquierda.

Regla de decisión:

0

0

(x y) k Se acepta H  

(x y) k Se rechaza H

− ≥⎧
⎨ − <⎩

Bajo la hipótesis nula:  
22
yx

f f 26
x y

ss 9 25
(x y) t 0 , t 0 , t (0 , 1,485)

n n 14 16

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟− + = + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∼

Aproximación de Welch:   

222 2yx

x y

2 2 22 22
yx

yx

x y

ss 9 25
n n 14 16

f 2 2 26
9 25ss
14 16nn
15 17

n 1 n 1

⎛ ⎞
⎛ ⎞+⎜ ⎟ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − = −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠+

+ +

0 0 26 26

26

k
P Rechazar H H  Cierta P (x y) k t (0 , 1,485) P t

1,485

k k
    P t 0,025 2,056 k 3,053

1,485 1,485

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤α = = − < = < =⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
− −⎡ ⎤= > = → = → = −⎢ ⎥⎣ ⎦

Siendo  x y 20 28 8 3,053− = − = − < −  se rechaza la hipótesis nula, con lo que no se puede

corroborar lo que dice la compañía con un nivel de significación del 2,5%.

OTRO PROCEDIMIENTO:   Se acepta  0H  sí   p observadot t tα= > −



Portal Estadística Aplicada:  Muestreo Poblaciones Infinitas 78

Estadístico de contraste:

p 22
yx

x y

x y 20 28
t 5,387

9 25ss
14 16n n

− −
= = = −

++

Estadístico teórico:   0,025 , 26t 2,056− = −

Como  observado 0,025 , 26t 5,387 2,056 t= − < − = −  se rechaza la hipótesis nula, concluyendo que no

existen razones para no creer en la afirmación de la compañía.

Muebles Quintana manifiesta que  la satisfacción de sus empleados sigue una ley normal y es idéntica
en las distintas secciones.

El jefe de recursos humanos para decidir si la afirmación es correcta  toma una muestra aleatoria de 100
trabajadores de barnizado encontrando 80 satisfechos y  otra de 200 trabajadores de cortado
encontrando 140 empleados satisfechos.

Con un nivel de significación del 5% se puede admitir la afirmación de Muebles Quintana.

Solución:

Se contrasta la hipótesis nula de que no existen diferencias entre las proporciones de trabajadores
satisfechos en ambas secciones:    0 x yH : p p=   frente a la hipótesis alternativa de que si existen

diferencias   1 x yH : p p≠ .  El contraste es bilateral o de dos colas.

Las variables aleatorias X ≡ " Trabajador de la sección de barnizado"  e  Y ≡ " Trabajador de la sección de
cortado’, respectivamente,  siguen una distribución de Bernouilli que toman el valor uno si el trabajador
está satisfecho, y el valor cero en caso contrario.

Proporciones muestrales obtenidas son:     x y
80 140ˆ ˆp 0,8 p 0,7
100 200

= = = =

Bajo la hipótesis nula la diferencia de las proporciones muestrales  x yˆ ˆ(p p )− , teniendo en cuenta el

tamaño de las muestras (TCL) siguen una distribución

y yx x
x y

x y

x xˆ ˆp . qˆ ˆp . q 0,8 0,2 0,7 0,3ˆ ˆ(p p ) N 0 , N 0 , N 0 , 0,05
n n 100 200

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− + = + =⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∼

Para realizar el contraste bilateral planteado  0 x yH : p p=  se recurre al test razón de verosimilitud, en

este caso el lema de Neyman‐Pearson no proporciona una región crítica óptima.
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Regla de decisión:

x y 0

x y 0

ˆ ˆp p k Se acepta H   

ˆ ˆp p k Se rechaza H  

⎧ − ≤⎪ →⎨
− >⎪⎩

1 x y 2 0

x y 1 x y 2 0

ˆ ˆk p p k Se acepta H  
ˆ ˆ ˆ ˆp p k  ó   p p k   Se rechaza H

≤ − ≤⎧
→ ⎨ − < − >⎩

Los valores críticos k se determinan mediante el nivel de significación  0,05α =

x y
0 0 x y

1 2 1 2

ˆ ˆp p 0 k 0ˆ ˆP(Rechazar H H Cierta) P p p k / N 0 , 0,05 P
0,05 0,05

k k k kk
    P z P z z P z P z

0,05 0,05 0,05 0,05 0,05

⎡ ⎤− − −⎡ ⎤α = = − > = > =⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= > = < ∪ > = > − + > =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

     0,025 0,025 0,05= + =

1 1
1

k k
P z 0,025 1,96 k 0,098

0,05 0,05
⎡ ⎤> − = → − = → = −⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2
2

k k
P z 0,025 1,96 k 0,098

0,05 0,05
⎡ ⎤> = → = → =⎢ ⎥⎣ ⎦

Región de aceptación:   x yˆ ˆ0,098 (p p ) 0,098− < − <

La evidencia empírica (estadístico observado)  x yˆ ˆp p 0,8 0,7 0,1− = − =  no se encuentra en la región

de aceptación, por lo que no se admite la hipótesis nula.

La satisfacción entre los trabajadores de las distintas secciones no es la misma.

OTRO PROCEDIMIENTO:   Se acepta la hipótesis nula  0H  cuando el estadístico observado o de contraste

es menor que el estadístico teórico.

p p

x y
/ 2 / 2 / 2

y yx x

x y

ˆ ˆp p 0,8 0,7
z z z 2

ˆ ˆ 0,05p . qˆ ˆp . q
n n

α α α

− −
= ≤ → = = <

+
0, 0251,96 z= →

            0Se rechaza la hipótesis nula H La satisfacción de los trabajadores no es 

                                                                         la misma en las secciones de Muebles Quintana

→ ⇒

OTRO PROCEDIMIENTO:   Verificando si un intervalo de confianza para la diferencia de parámetros
poblacionales  x y(p p )−  de dos distribuciones binomiales cubre el 0.

y yx x
x y x y / 2

x y

x xˆ ˆp . qˆ ˆp . q 0,8 0,2 0,7 0,3ˆ ˆI(p p ) (p p ) z 0,1 1,96
n n 100 200α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− = − ± + = ± + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

              0    0,002 , 0,198 0 0,002 , 0,198 Se rechaza H= → ∉ →⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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En un laboratorio se llevan a cabo ensayos clínicos para comprobar la eficacia de algunos
fármacos sobre el control del peso y se sospecha que hay dos de ellos que son
equivalentes en cuanto a los efectos que producen.

Supongamos que se disponen de las siguientes muestras de pesos medidos en libras

Participantes
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Muestra 1 132 139 126 114 122 132 142 119 126
Muestra 2 124 141 118 116 114 132 145 123 121

Resolver razonadamente si los datos nos sugieren rechazar dicha sospecha a un nivel   0,01α =  en las
siguientes situaciones:

a)  Las muestras 1 y 2, corresponden al peso de las mismas 9 personas adultas, después de administrarle
a cada una de ellas los 2 tratamientos. Para ello, se ha diseñado el ensayo de forma que el participante
i‐ésimo estuviera en  idénticas condiciones clínicas (con un peso de partida  ip  idéntico) cuando se le

administró uno y otro tratamiento.

b)  Suponiendo que las muestras 1 y 2 corresponden a 18 personas en una misma situación clínica de
partida (con un mismo peso de partida p). Se les divide al azar en dos grupos de 9 de personas cada uno
de ellos, y a cada grupo se les administra uno y solo uno de los dos fármacos.

c)  Interpretar las discrepancias observadas entre las metodológicas de resolución de los apartados
a) y  b) , y de cómo se concretan con las muestras analizadas.
Si fuera necesario, admitir normalidad para la variable peso y homocedasticidad para la variabilidad que
presenta por grupo.

Solución:

a)  Se trata de un contraste de diferencia de medias para muestras apareadas, puesto que las dos
muestras corresponden a las mismas personas tras aplicar los dos tratamientos. No es posible pensar
que X e Y son independientes.

Diferencia entre las observaciones con los dos tratamientos:    i i id x y= −

Participantes
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Muestra 1 132 139 126 114 122 132 142 119 126
Muestra 2 124 141 118 116 114 132 145 123 121

i i id x y= − 8 ‐ 2 8 ‐2 8 0 ‐3 ‐4 5

n 9

i i

i 1 i 1

n 9
2 22

d i i d

i 1 i 1

8 2 8 2 8 0 3 4 51 1
d d d 2

n 9 9

1 1
s (d d) (d 2) 26,75 s 26,75 5,172

n 1 8

= =

= =

− + − + + − − +
= = = =

= − = − = = =
−

∑ ∑

∑ ∑
La variable aleatoria que define la diferencia entre ambas observaciones   d dd N( , )μ σ∼  con media y

varianza poblacional desconocida.

Se plantea un contraste bilateral (dos colas):    0 d 1 dH : 0 , H : 0μ = μ ≠
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Se acepta la hipótesis nula   0H  cuando el estadístico observado o de contraste es menor que el

estadístico teórico:

(n 1) / 2 , (n 1) 8 0,05 , 8
d

d 2
t t t 1,16 3,355 t

s / n 5,172 / 9
− −= ≤ → = = ≤ =α

Se acepta la hipótesis nula, concluyendo que la diferencia entre ambos fármacos no es significativa.

OTRO PROCEDIMIENTO:   Verificando si un intervalo de confianza para la diferencia de resultados
poblacionales  apareados  x y(d )= μ − μ  cubre el 0.

d
/ 2 , (n 1) x

s 5,172
I d t I 2 3,355 12,352 , 16,352

n 9
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ± → = ± = −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
α

Como  0 12,352 , 16,352∈ −⎡ ⎤⎣ ⎦   se acepta la hipótesis nula.

b)  Las muestras no son apareadas sino que el grupo se divide en dos partes y se puede considerar que
son muestras independientes y que a cada una se le suministra un fármaco distinto.

Se establece un contraste de hipótesis bilateral (dos colas) en muestras pequeñas  1 2(n n 18 30)+ = ≤
para la diferencia de medias poblacionales de dos distribuciones normales con varianzas poblacionales
desconocidas pero iguales (homocedasticidad entre los grupos).

Se establece el contraste bilateral (dos colas):    0 1 2 1 1 2H : 0 , H : 0μ − μ = μ − μ ≠

Se acepta la hipótesis nula   0H  cuando el estadístico observado o de contraste es menor que el

estadístico teórico:

1 2 1 2( n n 2 ) / 2 , ( n n 2 )

p
1 2

x y
t t

1 1
s .

n n

− −
−

= ≤+ α +

+

n 9

i i

i 1 i 1

n 9
2 22

1 i i 1

i 1 i 1

132 139 126 114 122 132 142 119 1261 1
x x x 128

n 9 9

1 1ˆ ˆs (x x ) (x 128) 83,75 s 83,75 9,151
n 1 8

= =

= =

+ + + + + + + +
= = = =

= − = − = = =
−

∑ ∑

∑ ∑
n 9

i i

i 1 i 1

n 9
2 22

2 i i 2

i 1 i 1

124 141 118 116 114 132 145 123 1211 1
y y y 126

n 9 9

1 1ˆ ˆs (y y ) (y 126) 121 s 121 11
n 1 8

= =

= =

+ + + + + + + +
= = = =

= − = − = = =
−

∑ ∑

∑ ∑

Media ponderada de cuasivarianzas muestrales:   
2 2

1 1 2 22
p

1 2

( n 1 ) . s ( n 1 ) . s
s

n n 2

− + −
=

+ −

2
p p

x x8 83,75 8 121
s 102,375 s 102,375 10,118

9 9 2
+

= = → = =
+ −
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Con lo que,   16 0,005 , 16

x

128 126
t 0,4193 2,921 t

1 1
10,118

9 9

−
= = ≤ =

+

Se acepta la hipótesis nula de igualdad de medias y puede concluirse que los fármacos son equivalentes.

c)  En el apartado  (a)  las muestras son dependientes, se puede pensar que es más probable que las
personas con mayor peso en la primera muestra tengan también mayor peso en la segunda muestra.
En el apartado  (b)  las muestras son independientes, en consecuencia la distribución de valores de la
primera muestra no indica nada con respecto a la  distribución de valores de la segunda muestra.

La diferencia principal reside en la varianza:   Var(D) Var(X Y) Var(X) Var(Y) 2Cov(X,Y)= − = + −

La covarianza es un valor que indica el grado de variación conjunta de dos variables aleatorias respecto a
sus medias. Una covarianza positiva indica que valores altos de una variable corresponden generalmente
con valores altos de la otra variable. Por el contrario, una covarianza negativa refleja que valores altos
de una variable corresponden en general a menores valores de la otra.

Si Cov(X,Y) 0= → No hay relación entre las variables.  En consecuencia,  es indiferente considerar

muestras independientes o apareadas.

Si Cov(X,Y) 0≠ → A medida que sea más negativa mayor es el denominador del estadístico de

contraste y, en consecuencia, menor será el estadístico de contraste, con lo que resulta  un test de
muestras apareadas más conservador que el test de muestras independientes.

n

XY i i
i 1

1ˆCov(X,Y) s x y n x y
n 1 =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −
⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑

( )
9 9

XY i i i i
i 1 i 1

x x x x x x
1 1 1

ŝ x y 9 128 126 x y 9 128 126 145864 9 128 126 89
8 8 8= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = − = − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

9

i i
i 1

x x x x x x x

x x

x y 132 124 139 141 126 118 114 116 122 114 132 132 142 145

              119 123 126 121 145864
=

= + + + + + + +

+ + =

∑

La covarianza  XYŝ 89=  y  por tanto, en el caso de muestras apareadas, el denominador del estadístico

de contraste es mayor y en consecuencia, es menos conservador.



Portal Estadística Aplicada:  Muestreo Poblaciones Infinitas 83

Para comprobar si los operarios encontraban dificultades con una prensa manual de imprimir,
se hizo una prueba a cuatro operarios anotando el número de atascos sufridos al introducir el
mismo número de hojas, dando lugar a la siguiente tabla:

Operario A B C D Total
Obstrucciones 6 7 9 18 40

Con un nivel de significación del 5%, ¿existe diferencia entre los operarios?

Solución:

Estableciendo la hipótesis nula   :H0  "No existe diferencia entre los operarios"

La probabilidad de que se atascase una hoja sería 1 / 4  para todos los operarios.

De este modo, el número de atascos esperados para cada uno de ellos sería  i i 1 , , 4(e 10) == .

Se tiene la tabla de contingencia 1 x 4:

Operario A B C D Total

Obstrucciones
6
10

7
10

9
10

18
10

40
40

Se acepta la hipótesis nula, a un nivel de significación α  sí

2k k 2
i i2 2i

k 1 ; k 1
i ii 1 i 1 estadístico teórico

estadístico contraste

(n e ) n
n

e e− α −
= =

−
χ = = − < χ∑ ∑       k Número intervalos≡

O bien, la región de rechazo de la hipótesis nula:  
2k

i i 2
, k 1

ii 1

(n e )
R

e α −
=

⎧ ⎫−⎪ ⎪= ≥ χ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

con lo cual, 
24 2 2 2 2
i2

3
ii 1

n 6 7 9 18
n 40 9

e 10 10 10 10
=

χ = − = + + + − =∑

Con el nivel de significación ( 0,05α = ),  el estadístico teórico:   2
0, 05 , 3 7,815χ =

Siendo  22
3 0, 05 , 39 7,815χ = > = χ  se verifica la región de rechazo.

Es decir, se puede afirmar que existen diferencias entre los operarios con un nivel de confianza del 95%.

Adviertase que con un nivel de confianza del 97,5%  ( 0,025)α =  se aceptaría la hipótesis nula:

2 2
3 0,025 , 39 9,348χ = < = χ
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Para conocer la opinión de los ciudadanos sobre la actuación del alcalde de una determinada ciudad,
se realiza una encuesta a 404 personas, cuyos resultados se recogen en la tabla:

Desacuerdo De acuerdo No contestan

Mujeres 84 78 37

Varones 118 62 25

Contrastar, con un nivel de significación del 5%, que no existen diferencias de opinión entre hombres y
mujeres ante la actuación del alcalde.

Solución:

Se trata de un contraste de homogeneidad en el que se desea comprobar si las muestras proceden de
poblaciones distintas.

Se tienen dos muestras clasificadas en tres niveles, donde se desea conocer si los hombres y mujeres
proceden de la misma población, es decir, si se comportan de manera semejante respecto a la opinión
de la actuación del alcalde.

La hipótesis nula:  0H :  "No existe diferencia entre hombres y mujeres respecto a la opinión"

La hipótesis nula se acepta, a un nivel de significación α   sí:

2 2k m k m
i j i j i j2 2

( k 1 ) . ( k 1 ) , ( k 1 ) . ( k 1 )
i j i ji 1 j 1 i 1 j 1 estadístico teórico

estadístico contraste

(n e ) n
n

e e− − α − −
= = = =

−
χ = = − < χ∑∑ ∑∑

Región de rechazo de la hipótesis nula:   { }2 2
rechazo ( k 1 ) . (m 1 ) , ( k 1 ) . (m 1 )R α− − − −= χ ≥ χ

Se forma una tabla de contingencia 2 x 3 :

En cada frecuencia observada  i j i 1 , , k , j 1 , , m(n ) = =  en la tabla de contingencia se tiene una

frecuencia teórica o esperada  i je  que se calcula mediante la expresión:  i j
i j i j

xn n
e p . n

n
• •= = ,

donde  i jp  son las probabilidades de que un elemento tomado de la muestra presente las modalidades

ix  de X  e  jy  de Y.

Desacuerdo De acuerdo No contestan i •n

 Mujeres
84

11e 99, 50=
78

12e 68, 96=
37

13e 30, 53= 199

 Varones
118

21e 102, 50=
62

22e 71, 03=
25

23e 31, 46= 205

• jn 202 140 62  n 404=

11 12 13
x x x199 202 199 140 199 62

e 99,5 e 68,96 e 30,53
404 404 404

= = = = = =
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21 22 23
x x x205 202 205 140 205 62

e 102,55 e 71,03 e 31,46
404 404 404

= = = = = =

Dando lugar a una tabla de contingencia   x2 3  en donde no hay que agrupar columnas contiguas por no

tener ninguna columna con frecuencia esperada menor que cinco ( i je 5 i , j> ∀ ).

Estadístico de contraste:   
22 3

i j i j 2 2
( 2 1 ) . ( 3 1 ) 2

i ji 1 j 1

(n e )

e − −
= =

−
= χ = χ∑∑ , con lo que,

22 3 2 2 2 2
i j i j2

2
iji 1 j 1

2 2

= =

(n e ) (84 99,5) (78 68,96) (37 30,53) (118 102,5)
χ + + + +

e 99,5 68,96 30,53 102,5

(62 71,03) (25 31,46)
               + + 9,76

71,03 31,46

− − − − −
= =

− −
=

∑∑

Otra expresión del  estadístico de contraste:

22 3 2 2 2 2 2 2
i j

i ji 1 j 1

n 84 78 37 118 62 25
n 404 9,76

e 99,5 68,96 30,53 102,5 71,03 31,46
= =

− = + + + + + − =∑∑

Estadístico teórico:   2
0,05 , 2 5,991χ =

Como  2 2
2 0,05 , 29, 76 5,991χ = > χ =  se cumple la región de rechazo, concluyendo que las muestras

no son homogéneas, es decir, no proceden de la misma población, hombres y mujeres no opinan lo
mismo.

Novecientos cincuenta escolares se clasificaron de acuerdo a sus hábitos alimenticios y a su
coeficiente intelectual:

Coeficiente Intelectual

< 80 80 ‐ 90 90 ‐ 99 ≥  100
Total

 Nutrición buena 245 228 177 219 869

 Nutrición pobre 31 27 13 10 81

      Total 276 255 190 229 950

A un nivel de significación del 10%,  ¿hay relación entre las dos variables tabuladas?

Solución:

Se trata de un contraste de independencia entre el coeficiente intelectual y los hábitos alimenticios.

Se establecen las hipótesis: 
0

1

H :  "Las dos variables estudiadas son independientes" 

H :   "Existe dependencia entre las dos variables"    

⎧⎪
⎨
⎪⎩

La hipótesis nula se acepta, a un nivel de significación α   sí:
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2 2k m k m
i j i j i j2 2

( k 1 ) . ( k 1 ) , ( k 1 ) . ( k 1 )
i j i ji 1 j 1 i 1 j 1 estadístico teórico

estadístico contraste

(n e ) n
n

e e− − α − −
= = = =

−
χ = = − < χ∑∑ ∑∑

Región de rechazo de la hipótesis nula:   { }2 2
rechazo ( k 1 ) . (m 1 ) , ( k 1 ) . (m 1 )R α− − − −= χ ≥ χ

Se forma una tabla de contingencia 2 x 4 .  En cada frecuencia observada  i j i 1 , , k , j 1 , , m(n ) = =  en la

tabla de contingencia se tiene una frecuencia teórica o esperada  i je  que se calcula mediante la

expresión:  i j
i j i j

xn n
e p . n

n
• •= = , donde  i jp  son las probabilidades de que un elemento tomado de

la muestra presente las modalidades  ix  de X  e  jy  de Y.

Coeficiente  Intelectual
< 80 80 ‐ 90 90 ‐ 99 ≥  100 i •n

Nutrición buena
245

11e 252, 46=
228

12e 233, 25=
177

13e 173, 80=
219

14e 209, 47= 869

Nutrición pobre
31

21e 23, 53=
27

22e 21, 74=
13

23e 16, 20=
10

24e 19, 52= 81

• jn 276 255 190 229 950

11 12 13 14

x x x x869 276 869 255 869 190 869 229
e = = 252,46 e = = 233,25 e = = 173,8 e = = 209,47

950 950 950 950

21 22 23 24

x x x x81 276 81 255 81 190 81 229
e = = 23,53 e = = 21,74 e = = 16,2 e = = 19,52

950 950 950 950

Dando lugar a una tabla de contingencia   x2 4  en donde no hay que agrupar columnas contiguas por no

tener ninguna columna con frecuencia esperada menor que cinco ( i je 5 i , j> ∀ ).

Estadístico de contraste:

22 4 2 2 2 2 2 2 2
i j2

3
i ji 1 j 1

2

= =

n 245 228 177 219 31 27 13
χ n + + + + + + +

e 252,46 233,25 173,8 209,47 23,53 21,74 16,2

10
                                               + 950 9,75

19,52

= − =

− =

∑∑

O bien,

22 4 2 2 2
i j i j2

3
i ji 1 j 1

2 2 2 2 2

= =

(n e ) (245 252,46) (228 233,25) (177 173,8)
χ + + +

e 252,46 233,25 173,8

(219 209,47) (31 23,53) (27 21,74) (13 16,2) (10 19,52)
     + + + + + 9,75

209,47 23,53 21,74 16,2 19,52

− − − −
= =

− − − − −
=

∑∑
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Estadístico teórico:   2
0,10 , 3 6,251χ =

Como  2 2
3 0,10 , 39, 75 6,251χ = > χ =  se rechaza la hipóteis nula. Es decir, se rechaza la independencia,

habiendo por tanto dependencia estadística entre el coeficiente intelectual y  la  alimentación.

En dos ciudades, A y B, se observó el color del pelo y de los ojos de sus habitantes, encontrándose
las siguientes tablas:

              Ciudad A                   Ciudad B
Pelo

 Ojos Rubio No Rubio
Pelo

 Ojos Rubio No Rubio

 Azul 47 23  Azul 54 30

 No azul 31 93  No azul 42 80

a)  Hallar los coeficientes de contingencia de las dos ciudades.

b)  ¿En cuál de las dos ciudades podemos afirmar que hay mayor dependencia entre el color del  pelo y
de los ojos?

Solución:

a)   Se calculan los valores de la  2χ  correspondientes a las dos observaciones, siendo la frecuencia

esperada 
xi j

i j

n n
e

n
• •=

Ciudad A

Pelo
Ojos

Rubio No Rubio Total

 Azul
47

11e 28,14=
23

12e 41,85=
70
70

 No azul
31

21e 49,85=
93

22e 74,14=
124
124

 Total 78 116 194

   11 12

x x70 78 70 116
e 28,14 e 41,85

194 194
= = = =

   21 22

x x124 78 124 116
e 49,85 e 74,14

194 194
= = = =

Estadístico de contraste:

22 2 2 2 2 2
i j2 2

( 2 1 ) . ( 2 1 ) 1
i ji 1 j 1

n 47 23 31 93
n 194 33,05

e 28,14 41,85 49,85 74,14− −
= =

χ = χ = − = + + + − =∑∑

O bien,    
x x x x x x

x x x x x x

2 2
11 22 12 212

1
1 2 1 2

n ( n n n n ) 194 ( 47 93 23 31)
33,05

n n n n 70 124 78 116• • • •

− −
χ = = =

Coeficiente de contingencia:   
2
1

A 2
1

33,05
C 0,3815

33,05 194n

χ
= = =

+χ +
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En la población B, la tabla de contingencia 2 x 2 :

Ciudad B

Pelo
Ojos

Rubio No Rubio Total

 Azul
54

11e 39,15=
30

12e 44,85=
84
84

 No azul
42

21e 56,85=
80

22e 65,15=
122
122

 Total 96 110 206

   11 12

x x84 96 84 110
e 39,15 e 44,85

206 206
= = = =

   21 22

x x96 122 110 122
e 56,85 e 65,15

206 206
= = = =

Estadístico de contraste:

22 2 2 2 2 2
i j2 2

( 2 1 ) . ( 2 1 ) 1
i ji 1 j 1

n 54 30 42 80
n 206 17,82

e 39,15 44,85 56,85 65,15− −
= =

χ = χ = − = + + + − =∑∑

O bien,   
x x x x x x

x x x x x x

2 2
11 22 12 212

1
1 2 1 2

n ( n n n n ) 206 ( 54 80 30 42)
17,82

n n n n 84 122 96 110• • • •

− −
χ = = =

Coeficiente de contingencia:   
2
1

B 2
1

17,82
C 0,282

17,82 206n

χ
= = =

+χ +

b)  Como el coeficiente de contingencia mide el grado de relación o dependencia entre las variables,
siendo   A BC 0,3815 0,282 C= > =  ,  se afirma que en la población A hay mayor dependencia entre el

color de los ojos y del pelo.

En el gráfico se presenta la evaluación del estado general de salud de una muestra de personas
adultas mayores, según sea su peso normal o sobrepeso.

Con los datos del gráfico, con un nivel de
significación del 5%, analizar la existencia de
una relación significativa entre el peso y el
estado general de salud en el adulto mayor.

Solución:

PRUEBA CHI‐CUADRADO:  Se trata de dos variables dicotómicas, con datos de frecuencia.

Hipótesis nula  0H :  "El estado de salud y el peso son independientes"

Llevando la información a una tabla de contingencia de  x2 2
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Peso
Estado de Salud

Normal Sobrepeso
Total

  Bueno
12

11e 9,41=
8

12e 10,59=
20
20

  Malo
4

21e 6,59=
10

22e 7,41=
14
14

  Total 16 18 34

La frecuencia observada  21n 4=  es menor que lo aconsejable en cada celda ( 5≥ ), lo que podría

hacer pensar en una inestabilidad del cálculo.

Como la frecuencia esperada   21e 6,59= , todas las celdas cumplen con el mínimo aconsejable de 5 en

su valor esperado. En la práctica se acepta hasta un 20% de las celdas que no cumplen con el requisito
de que la frecuencia esperada sea  5≥

Se calculan los valores de la  2χ  correspondientes a las dos observaciones, siendo la frecuencia esperada
x

x
i j

i j i j

n n
e p n

n
• •= =

x

11

20 16
e 9,41

34
= =

x

12

20 18
e 10,59

34
= =

x

21

14 16
e 6,59

34
= =

x

22

14 18
e 7,41

34
= =

Estadístico de contraste:

22 2 2 2 2 2
i j2 2

( 2 1 ) . ( 2 1 ) 1
i ji 1 j 1

n 12 8 4 10
n 34 3,27

e 9,41 10,59 6,59 7,41− −
= =

χ = χ = − = + + + − =∑∑
Se puede calcular con la fórmula sencilla:

x x x x x x

x x x x x x

2 2
11 22 12 212

1
1 2 1 2

n ( n n n n ) 34 ( 12 10 8 4)
3,265

n n n n 20 14 16 18• • • •

− −
χ = = =

Estadístico teórico:   2
0,05 , 1 3,841χ =

Como  2 2
1 0,05 , 13,265 3,841χ = < = χ   se acepta la hipótesis nula, concluyendo que el estado general de

salud del adulto mayor no está asociado a su peso.

TEST DE VEROSIMILITUD:  El contraste de independencia por la razón de verosimilitudes  (test  2G ) es
una prueba de hipótesis de la Chi‐cuadrado que presenta mejores resultados que el de Pearson. Se

distribuye asintóticamente como una variable aleatoria  2χ  con   x( k 1 ) (m 1 )− −  grados de libertad.

Estadístico  . .

k m
i j2

i j
i ji 1 j 1

n
G 2 n ln

e
= =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑
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Se acepta la hipótesis nula  0H  sí    . .

k m
i j2 2

i j , ( k 1 ) . (m 1 )
i ji 1 j 1

n
G 2 n ln

e α − −
= =

⎛ ⎞
= < χ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑

En cada celda se calcula el valor de  x
i j

i j
i j

n
n ln

e

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Peso
Estado de Salud

Normal Sobrepeso
Total

  Bueno

12

11e 9,41=

11g 2,917=

8

12e 10,59=

12g 2,244= −

20
20

  Malo

4

21e 6,59=

21g 1,997= −

10

22e 7,41=

22g 2,997=

14
14

  Total 16 18 34

x11
12

g 12 ln 2,917
9,41

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

x12
8

g 8 ln 2,244
10,59

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

x21
4

g 4 ln 1,997
6,59

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

x22
10

g 10 ln 2,997
7,41

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Estadístico observado:   . .

2 2
i j2

i j
i ji 1 j 1

n
G 2 n ln 3,344

e
= =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑

Como  2 2
0,05 , 1G 3,344 3,841= < = χ , se acepta la hipótesis nula de independencia, concluyendo que el

estado general de salud del adulto mayor no está asociado a su peso.

  Adviértase que como la muestra n 50<  se hace aconsejable el uso de la Chi‐cuadrado con el factor

de corrección de continuidad de Yates:

Factor corrección de Yates:   
i j i j i j

i j i j i j

n e n 0,5

n e n 0,5

< → +⎧
⎨ > → −⎩

Expresión que se puede sintetizar: 

2
2 2

i j i j2
1

i ji 1 j 1

n e 0,5

e
= =

⎡ ⎤− −⎣ ⎦χ = ∑∑
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Peso
Estado de Salud

Normal Sobrepeso
Total

  Bueno
11,5

11e 9,41=
8,5

12e 10,59=
20
20

  Malo
4,5

21e 6,59=
9,5

22e 7,41=
14
14

  Total 16 18 34

2 2 22 2
i j i j2

1
i ji 1 j 1

2 2

n e 0,5 12 9,41 0,5 8 10,59 0,5

e 9,41 10,59

4 6,59 0,5 10 7,41 0,5
  2,13

6,59 7,41

= =

⎡ ⎤− − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦χ = = + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ + =

∑∑

O bien,  
x x x x x x

x x x x x x

2 2
11 22 12 212

1
1 2 1 2

n ( n n n n ) 34 ( 11,5 9,5 8,5 4,5)
2,13

n n n n 20 14 16 18• • • •

− −
χ = = =

Para una tabla de contingencia de  x2 2  la corrección de Yates, caso general de aplicación:

x x x

x x x

2

11 22 12 21
2
1

1 • 2 • • 1 • 2

n
n n n n n

2
n n n n

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦χ =      Corrección no es válida cuando  x x11 22 12 21
n

n n n n
2

− ≤

En el caso,  
x x x

x x x

2

2
1

34
34 12 10 8 4

2
2,13

20 14 16 18

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦χ = =  corrección válida    x x
34

12 10 8 4
2

− >

Como  2 2
1 0,05, 12,13 3,841χ = < = χ   se acepta la hipótesis nula de independencia

OTRO PROCEDIMIENTO:   La validez del contraste también se puede hacer con el p‐valor ( pα ) :

( )2
p p , 1P 2,13 0,271α = χ > =

0,90 pα 0,10

0,0158 2,13 2,706
     

p

0,90 0,10 0,0158 2,706

0,10 2,13 2,706

− ⎯⎯→ −

α − ⎯⎯→ −

x xp p( 0,10 ) ( 0,0158 2,706 ) ( 0,90 0,10 ) ( 2,13 2,706 ) 0,271α − − = − − → α =

Al ser  p 0,271 0,05α = > = α   se acepta  la hipótesis nula, afirmando que el estado general de salud

del adulto mayor es independiente de su peso.



Portal Estadística Aplicada:  Muestreo Poblaciones Infinitas 92

La tabla refleja el número de accidentes mortales de tráfico que se producen en una carretera
a lo largo de un período de tiempo.

Accidentes mortales por día 0 1 2 3 4 5
Número de días 132 195 120 60 24 9

¿Se ajustan los datos a una distribución de Poisson?. Utilizar un nivel de significación 0,05

Solución:

Hipótesis nula  0H : La distribución empírica se ajusta a la distribución de Poisson

La hipótesis nula se acepta a un nivel de significaciónα  sí:

2k k 2
i i2 2i

k p 1 ; k p 1
i ii 1 i 1 estadístico teórico

estadístico contraste

(n e ) n
n

e e− − α − −
= =

−
χ = = − < χ∑ ∑ k Número intervalos

p Número parámetros a estimar ( )

≡
≡ λ

La distribución de Poisson se caracteriza porque sólo depende del parámetro λ  que coincide con la
media.

Sea la variable aleatoria X  = "Número de accidentes mortales por día"  y   in ≡  "Número de días"

ix in i ix n i iP(x k) p= =

0 132 0 0,2465

1 195 195 0,3451

2 120 240 0,2415

3 60 180 0,1127

4 24 96 0,0394

5 9 45 0,0110

 

6

i i
i 1

x . n
756ˆx 1,4

n 540
== λ = = =
∑

 
k

1,4
i

1,4
P(x k) e

k!
−= =    k 0 , , 5=

n = 540 756

Las probabilidades con que llegan las partículas  k 0 , , 5=   se obtienen sustituyendo los valores de k

en  
k

1,4
i

1,4
P(x k) e

k!
−= =

Para verificar si el ajuste de los datos a una distribución de Poisson se acepta o no, mediante una  2χ ,
hay que calcular las frecuencias esperadas  i i(e n . p )=

ix 0 1 2 3 4 5

Frecuencias
132

1e 133,1=
195

2e 186,3=
120

3e 130,4=
60

4e 60,8=
24

5e 21,3=
9

6e 5,9=

       1 2 3

4 5 6

e 540.0,2465 133,1    e 540.0,3451 186,3  e 540.0,2415 130,4

e 540.0,1127 60,8     e 540.0,0394 21,3   e 540.0,0110 5,9   

= = = = = =
= = = = = =

Dando lugar a una tabla de contingencia  x1 6 , no teniendo que agrupar columnas contiguas al no

aparecer frecuencias esperadas menor que cinco.
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Los grados de libertad son cuatro:   k p 1 6 1 1 4− − = − − =

Estadístico de contraste:   
6 62 2

2 i i i
3

i ii 1 i 1

(n e ) n
n

e e= =

−
χ = = − =∑ ∑

                                                     
2 2 2 2 2 2132 195 120 60 24 9

540 5,41
133,1 186,3 130,4 60,8 21,3 5,9

= + + + + + − =

Estadístico teórico:   2
0,05 ; 4 9,488χ =

El estadístico de contraste (bondad de ajuste) es menor que el estadístico teórico  (9, 488) ,  por lo que

se acepta la hipótesis nula, es decir, con un nivel de significación 0,05, los accidentes mortales de tráfico
en la carretera se ajustan a una distribución de Poisson.

En un laboratorio se observó el número de partículas α  que llegan a una determinada zona
procedentes de una sustancia radiactiva en un corto espacio de tiempo siempre igual,
obteniéndose los siguientes resultados:

Número partículas 0 1 2 3 4 5
Número períodos de tiempo 120 200 140 20 10 2

¿Se pueden ajustar los datos a una distribución de Poisson, con un nivel de significación del 5%?

Solución:

Se establece la hipótesis nula  0H : 'La distribución empírica se ajusta a laPoisson'

La hipótesis nula se acepta, a un nivel de significación α   sí:

2k k 2
i i2 2i

k p 1 ; k p 1
i ii 1 i 1 estadístico teórico

estadístico contraste

(n e ) n
n

e e− − α − −
= =

−
χ = = − < χ∑ ∑       

k Número intervalos

p Número parámetros a estimar ( )

≡
≡ λ

Sea la variable aleatoria X  =  "Número de partículas'" y   in  =  'Número de períodos de tiempo'

ix in i ix n. i iP (x k ) p= =

0 120 0 0,3012

1 200 200 0,3614

2 140 280 0,2169

3 20 60 0,0867

4 10 40 0,0260

5 2 10 0,0062

 

6

i i
i 1

x . n
590ˆx 1,2

n 492
== λ = = =
∑

  ˆ 1,2λ =

 
k

1,2
i

1,2
P(x k) e

k!
−= =    k 0 , , 5=

n = 492 590

Las probabilidades con que llegan las partículas  k 0, 1, , 5=   se obtienen sustituyendo los valores de

k en   
k

1,2
i

1,2
P(x k) e

k!
−= =  ,  o bien en las tablas con   ˆ 1,2λ =
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Para verificar si el ajuste de los datos a una distribución de Poisson se acepta o no, mediante una  2χ ,
hay que calcular las frecuencias esperadas  i i(e n . p )=

ix 0 1 2 3 4 5

Frecuencias
120

1e 148,2=
200

2e 177,8=
140

3e 106,7=
20

4e 42,7=
10

5e 12,8=
2

6e 3,05=

     1e = 492.0,3012 = 148,2        2e = 492.0,3614 = 177,8         
3
e = 492.0,2169 = 106,7

     4e = 492.0,0867 = 42,7         
5
e = 492.0,0260= 12,8           

6
e = 492.0,0062 = 3,05

Dando lugar a una tabla de contingencia   x1 6 , en donde hay que agrupar las dos últimas columnas por

tener la última columna frecuencias esperadas menores que cinco  i(e 5)< .

Por tanto, se tiene la tabla de contingencia  x1 5 :

ix 0 1 2 3 4  y  5

Frecuencias
120

1e 148,2=
200

2e 177,8=
140

3e 106,7=
20

4e 42,7=
12

5e 15,85=

Así, los grados de libertad son tres:    k p 1 5 1 1 3− − = − − =

Estadístico de contraste:

2 25 5 2 2 2 2 2
i i i2

3
i ii 1 i 1

(n e ) n 120 200 140 20 12
n 492 32,31

e e 148,2 177,8 106,27 42,7 15,8= =

−
χ = = − = + + + + − =∑ ∑

Estadístico teórico:   2
0,05 , 3 7,815χ =

El estadístico de contraste (bondad de ajuste) es mayor que el estadístico teórico  (7,815) ,  rechazando

la hipótesis nula.

Es decir, la distribución de datos observada NO se puede ajustar a una distribución de Poisson, a un nivel
de significación del 5%.

Para una muestra aleatoria simple de 350 días, el número de urgencias tratadas diariamente en
un hospital A queda reflejado en la siguiente tabla:

Nº urgencias 0 – 5 5 – 10 10 – 15 15 – 20 20 – 25 25 ‐ 30 Total días

Nº días 20 65 100 95 60 10 350

Contrastar, con un nivel de significación del 5%, si la distribución del número de urgencias tratadas
diariamente en el hospital A se ajusta a una distribución normal.

Solución:

Para decidir si los datos se distribuyen normalmente es necesario calcular la media y desviación típica.

Se establece la hipótesis nula  0H : 'La distribución empírica se ajusta a una distribución normal'
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La hipótesis nula se acepta a un nivel de significaciónα  sí:

2k
i i2 2

k p 1 ; k p 1
ii 1 estadístico teórico

estadístico contraste

(n e )

e− − α − −
=

−
χ = < χ∑ k Número intervalos

p Número parámetros a estimar ( , )

≡
≡ μ σ

Se obtiene la media y la desviación típica:

Intervalos ix in i ix n. 2
i ix . n

0 ‐ 5 2,5 20 50 125

5 ‐ 10 7,5 65 487,5 3.656,25

10 ‐ 15 12,5 100 1250 1.5625

15 ‐ 20 17,5 95 1662,5 29.093,75

20 ‐ 25 22,5 60 1350 30.375

25 ‐ 30 27,5 10 275 7.562,5
6

i

i 1=

n = n = 350∑
6

i i

i 1=

x n 5075=∑
6

2
i i

i 1

x . n 86.437,5
=

=∑
6

i i

i 1

x . n

x 14,5
350

== =
∑

     

6 6
2 2

i i i i

i 1 i 1 22
x

(x x) . n x .n

( x ) 36,71
350 250

= =

−

σ = = − =
∑ ∑

      x 6,06σ =

Se procede al ajuste de una distribución normal N (14,5 , 6,06) ,  hallando las probabilidades de cada

uno de los intervalos:

Intervalos in ip i ie p . n= 2
i i( n e )− 2

i i i( n e ) / e−

0 ‐ 5 20 0,0498 17,43 6,6 0,38

5 ‐ 10 65 0,1714 59,99 25,1 0,42

10 ‐ 15 100 0,3023 105,81 33,76 0,32

15 ‐ 20 95 0,2867 100,35 28,62 0,29

20 ‐ 25 60 0,1396 48,86 124,1 2,54

25 ‐ 30 10 0,0366 12,81 7,9 0,62

n 350=
6

2
i i i

i 1

( n e ) / e 4,57
=

− =∑

0 14,5 x 14,5 5 14,5
P(0 x 5) P P( 2,39 z 1,57)

6,06 6,06 6,06

                    P(1,57 z 2,39) P(z 1,57) P(z 2,39) 0,0582 0,00842 0,04978

⎡ ⎤− − −
< < = < < = − < <− =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= < < = > − > = − =

i
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5 14,5 x 14,5 10 14,5
P(5 x 10) P P( 1,57 z 0,74)

6,06 6,06 6,06

                      P(0,74 z 1,57) P(z 0,74) P(z 1,57) 0,2296 0,0582 0,1714

⎡ ⎤− − −
< < = < < = − < < − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= < < = > − > = − =

i

10 14,5 x 14,5 15 14,5
P(10 x 15) P P( 0,74 z 0,08)

6,06 6,06 6,06

                        1 P(z 0,74) P(z 0,08) 1 0,4681 0,2296 0,3023

⎡ ⎤− − −
< < = < < = − < < =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= − > − > = − − =

i

15 14,5 x 14,5 20 14,5
P(15 x 20) P P( 0,08 z 0,91)

6,06 6,06 6,06

                        P(z 0,08) P(z 0,91) 0,4681 0,1814 0,2867

⎡ ⎤− − −
< < = < < = < < =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= > − > = − =

i

20 14,5 x 14,5 25 14,5
P(20 x 25) P P( 0,91 z 1,73)

6,06 6,06 6,06

                        P(z 0,91) P(z 1,73) 0,1814 0,0418 0,1396

⎡ ⎤− − −
< < = < < = < < =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= > − > = − =

i

25 14,5 x 14,5 30 14,5
P(25 x 30) P P(1,73 z 2,56)

6,06 6,06 6,06

                        P(z 1,73) P(z 2,56) 0,0418 0,0052 0,0366

⎡ ⎤− − −
< < = < < = < < =⎢ ⎥

⎣ ⎦
= > − > = − =

i

Para calcular las frecuencias esperadas se  multiplica las probabilidades por el número total de datos

i ie p . n=

Adviértase que las modalidades son independientes, con lo que el número de grados de libertad son
( k p 1 )− − . Se han tenido que calcular dos parámetros:   yμ σ

Estadístico de contraste: 
26

i i2 2 2
6 2 1 3 0,05 ; 3

ii 1

(n e )
4,57 7,815

e− −
=

−
χ = χ = = < = χ∑

Estadístico teórico:   2
0,05 ; 3 7,815χ =

Como  2 2
3 0,05 , 34,57 7,815χ = < χ = , se acepta la hipótesis nula a un nivel de significación del 5%.

En consecuencia, la variable aleatoria número de urgencias en el hospital A sigue una distribución
N (14,5 , 6,06) .
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En un examen final de estadística teórica los estudiantes recibieron las siguientes calificaciones:
80 70 90 75 55 80 50 65 100 75 60 60

75 95 50 80 90 85 70 95 75 70 85 50

50 65 65 50 60 70 85 85 90 70

Comprobar, a un nivel de significación 0,05 , si las calificaciones fueron o no distribuidas según una ley
normal.

Solución:

Número de intervalos  34 6= ≈

Amplitud del intervalo  máx mínX X 100 50
10

n 6
− −

= = ≈

Utilizando intervalos de clase convenientes, se clasifican los datos en una distribución de frecuencias:

Intervalos ix in i ix n. 2
i ix . n

45 ‐ 55 50 5 250 12.500

55 ‐ 65 60 4 240 14.400

65 ‐ 75 70 8 560 39.200

75 ‐ 85 80 7 560 44.800

85 ‐ 95 90 7 630 56.700

95 ‐ 105 100 3 300 30.000

n 34=
6

i i

i 1=

x . n 2.540=∑
6

2
i i

i 1

x . n 197.600
=

=∑

Se calculan la media y la desviación típica:

6

i i

i 1

1 2.540
x x . n 74,7

34 34
=

= = =∑

6
2 22 2

x i i x
i 1

1 197.600
x .n ( x ) 74,7 231,67 231,67 15,2

34 34=

σ = − = − = σ = =∑
Se establece la hipótesis nula:

0H :  "Las calificaciones se distribuyen según una ley normal"

Se procede al ajuste de una distribución normal N(74,7 , 15,2) ,  hallando las probabilidades de cada

uno de los intervalos:
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Intervalos in ip i ie p . n= 2
i i( n e )− 2

i i i( n e ) / e−

45 ‐ 55 5 0,0729 2,4786 6,3575 2,5649

55 ‐ 65 4 0,1626 5,5284 2,3360 0,4225

65 ‐ 75 8 0,2469 8,3946 0,1557 0,0185

75 ‐ 85 7 0,2437 8,2858 1,6533 0,1995

85 ‐ 95 7 0,1582 5,3788 2,6283 0,4886

95 ‐ 105 3 0,0673 2,2882 0,5067 0,2214

3,9156

Mediante la tabla normal se hallan las probabilidades de cada uno de los intervalos:

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

45 74,7 x 74,7 55 74,7
P 45 x 55 P P 1,95 z 1,29

15,2 15,2 15,2

                              P 1,29 z 1,95 P z 1,25 P z 1,95 0,0985 0,0256 0,0729

− − −⎡ ⎤< < = < < = − < < − =⎢ ⎥⎣ ⎦
= < < = > − > = − =

i

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

P 55 x 65 P 1,29 z 0,64 P 0,64 z 1,29

                             P z 0,64 P z 1,29 0,2611 0,0985 0,1626

< < = − < < − = < < =

= > − > = − =

i

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

P 65 x 75 P 0,64 z 0,02 P z 0,64 P z 0,02

                             1 P z 0,64 P z 0,02 1 0,2611 0,4920 0,2469

< < = − < < = > − − > =

= − > − > = − − =

i

[ ] [ ] [ ] [ ]P 75 x 85 P 0,02 z 0,68 P z 0,02 P z 0,68 0,4920 0,2483 0,2437< < = < < = > − > = − =i

[ ] [ ]P 85 x 95 P 0,68 z 1,34 0,2483 0,0901 0,1582< < = < < = − =i

[ ] [ ]P 95 x 105 P 1,34 z 2 0,0901 0,0228 0,0673< < = < < = − =i

Las condiciones necesarias para aplicar el test de la Chi‐cuadrado exigen que al menos el 80% de los
valores esperados de las celdas sean mayores que 5.  Cuando esto no ocurre hay que agrupar
modalidades contiguas en una sola hasta lograr que la nueva frecuencia sea mayor que cinco.

Se agrupan las modalidades que presentan una frecuencia esperada menor que 5 con su
correspondiente modalidad continua, se tiene:

Intervalos in ip i ie p . n= 2
i i( n e )− 2

i i i( n e ) / e−

45 ‐ 65 9 0,2355 8,0070 0,9860 0,1231

65 ‐ 75 8 0,2469 8,3946 0,1557 0,0185

75 ‐ 85 7 0,2437 8,2858 1,6533 0,1995

85 ‐ 105 10 0,2255 7,6670 5,4429 0,7100

1,0511
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El número de grados de libertad: k p 1 4 2 1 1− − = − − = , se han perdido dos grados de libertad, ya

que se han calculado dos parámetros:   yμ σ

Estadístico de contraste:    
6 2

2 i i
1

ii 1

(n e )
1,0511

e=

−
χ = =∑

Estadístico teórico:    2
0,05 , 1 3,814χ =

Siendo,  
6 2

2 2i i
1 0,05 , 1

ii 1

(n e )
1,0511 3,814

e=

−
χ = = < = χ∑

Se acepta la hipótesis nula,  afirmando puede considerarse  que las calificaciones se  distribuyen
normalmente,  a un nivel  0,05α =

Se supone que el úmero de erratas por página de un libro sigue una distribución de
Poisson. Elegidas al azar 95 páginas se obtuvo que había 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5  en
40 , 30 , 15 , 7 , 1 y 0  páginas respectivamente.

¿Contiene la muestra evidencias estadísticamente significativas para rechazar dicho supuesto?  Justifica
la respuesta.

Solución:

Sea  X = "Número de erratas por página". Se quiere comprobar si X sigue una distribuci.on de Poisson, es
decir, que X P( )λ∼ .

Se establece la hipótesis nula  0H : 'La distribución empírica se ajusta a laPoisson'

La hipótesis nula se acepta, a un nivel de significación α   sí:

2k k 2
i i2 2i

k p 1 ; k p 1
i ii 1 i 1 estadístico teórico

estadístico contraste

(n e ) n
n

e e− − α − −
= =

−
χ = = − < χ∑ ∑       

k Número intervalos

p Número parámetros a estimar ( )

≡
≡ λ

En una distribución de Poisson E( )λ = λ , la media de la muestra de valores de la variable puede

tomarse como una aproximación a λ . Por otra parte, se trata de un estimador de máxima verosimilitud

que se obtiene por el método de los momentos:   ˆ xλ =

ix in i ix n. i iP (x k ) p= =

0 40 0 0,4025

1 30 30 0,3663

2 15 30 0,1666

3 7 21 0,0505

4 1 4 0,0115

5 0 0 0,0020

  

6

i i
i 1

x . n
85ˆx 0,91

n 93
== λ = = =
∑

  ˆ 0,91λ =

   
k

0,91
i

0,91
P(x k) e

k!
−= =     k 0 , , 5=

n = 93 85



Portal Estadística Aplicada:  Muestreo Poblaciones Infinitas 100

Las probabilidades con que llegan las erratas k 0, 1, , 5=   se obtienen sustituyendo los valores de k

en   
k

0,91
i

0,91
P(x k) e

k!
−= =

Para verificar si el ajuste de los datos a una distribución de Poisson se acepta o no, mediante una  2χ ,
hay que calcular las frecuencias esperadas  i i(e n . p )=

ix 0 1 2 3 4 5

Frecuencias
40

1e 37,43=
30

2e 34,07=
15

3e 15,49=
7

4e 4,7=
1

5e 1,07=
0

6e 0,19=

     1 2 3e 93 . 0,4025 37,43 e 93 . 0,3663 34,07 e 93 . 0,1666 15,49= = = = = =
     4 5 6e 93 . 0,0505 4,7 e 93 . 0,0115 1,07 e 93 . 0,0020 0,19= = = = = =

Dando lugar a una tabla de contingencia   x1 6  en donde hay que agrupar las tres últimas columnas por

tener la última columna frecuencias esperadas menores que cinco  i(e 5)< .

Por tanto, se tiene la tabla de contingencia  x1 4 :

ix 0 1 2 3  y  4  y  5

Frecuencias
40

1e 37,43=
30

2e 34,07=
15

3e 15,49=
8

4e 5,96=

Así, los grados de libertad son tres:    k p 1 4 1 1 2− − = − − =

Estadístico de contraste:

2 24 4 2 2 2 2
i i i2

2
i ii 1 i 1

(n e ) n 40 30 15 8
n 93 1,4263

e e 37,43 34,07 15,49 5,96= =

−
χ = = − = + + + − =∑ ∑
Estadístico teórico:   2

0,05 , 2 5,991χ =

El estadístico de contraste (bondad de ajuste) es menor que el estadístico teórico
2 2
2 0,05 , 2( 1,4263 5,991 )χ = < = χ ,  aceptando la hipótesis nula.

Es decir, las erratas de las páginas siguen una  distribución de Poisson de parámetro   0,91λ = ,  con un

nivel de significación del 5%.
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Contrastar con un nivel de significación 2,5% que la duración de un determinado tipo
de bombillas eléctricas es una variable aleatoria con función de densidad:

1
x1

f(x) e x 0    con   200  horas
−
θ= > θ =

θ
Teniendo en cuenta que en una muestra aleatoria de 75 bombillas probadas hasta fundirse, se han
observado las duraciones recogidas en la tabla:

Duración Número de bombillas
Hasta 200 horas 40
De 200 a 300 horas 15
De 300 a 400 horas 8
De 400 a 500 horas 6
Más de 500 horas 6

n 75=

Solución:

Sea  X  =  "Duración de las bombillas hasta fundirse"

Función de distribución:  

x1 1 1x x t t x

0 0
0

1
F(x) f(t)dt e dt e 1 e

− − −
θ θ θ= = = − = −

θ∫ ∫
1
x

1 e x 0
F(x)

0 x 0

−
θ

⎧
− >⎪⎪= ⎨

<⎪
⎪⎩

1
200

200

1 1
300 200

200 200

1 1
400 300

200 200

P(X 200) F(200) 1 e 0,6321

P(200 X 300) F(300) F(200) ( 1 e ) ( 1 e ) 0,7768 0,6321 0,1447

P(300 X 400) F(400) F(300) ( 1 e ) ( 1 e ) 0,8646 0,7768 0,0878

P(400 X 500) F(5

−

− −

− −

≤ = = − =

< ≤ = − = − − − = − =

< ≤ = − = − − − = − =

< ≤ =
1 1

500 400
200 200

1
500

200

00) F(400) ( 1 e ) ( 1 e ) 0,9179 0,8646 0,0533

P(X 500) 1 F(500) 1 (1 e ) 0,0820

− −

−

− = − − − = − =

≥ = − = − − =

Para verificar si el ajuste de los datos a una distribución de Poisson se acepta o no, mediante una  2χ ,
hay que calcular las frecuencias esperadas  i i i(e n . p 75 . p )= =

ix
Hasta 200
horas

De 200 a 300
horas

De 300 a
400 horas

De 400 a
500 horas

Más de 500
horas

Frecuencias
40

1e 47,408=
15

2e 10,853=
8

3e 6,585=
6

4e 3,998=
6

5e 6,15=
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Dando lugar a una tabla de contingencia   x1 5  en donde hay que agrupar las columnas contiguas cuatro

y cinco por tener la columna cuatro la frecuencia esperada menor que cinco  i(e 5)< .

Se origina la tabla de contingencia   x1 4

ix
Hasta 200
horas

De 200 a 300
horas

De 300 a
400 horas

Más de 400
horas

Frecuencias
40

1e 47,408=
15

2e 10,853=
8

3e 6,585=
12

4e 10,148=

Así, los grados de libertad son tres:    k 1 4 1 3− = − =

Se establece la hipótesis nula

0
1

H : "La distribución empírica se ajusta  a  la función de densidad exponencial de parámetro  200"=
θ

La hipótesis nula se acepta, a un nivel de significación α   sí:

2k k 2
i i2 2i

k 1 ; k 1
i ii 1 i 1 estadístico teórico

estadístico contraste

(n e ) n
n

e e− α −
= =

−
χ = = − < χ∑ ∑       k Número intervalos≡

Estadístico de contraste:

2 24 4 2 2 2 2
i i i2

3
i ii 1 i 1

(n e ) n 40 15 8 12
n 75 3,39

e e 47,408 10,853 6,585 10,148= =

−
χ = = − = + + + − =∑ ∑

Estadístico teórico:   2
0,025 , 3 9,348χ =

El estadístico de contraste (bondad de ajuste) es menor que el estadístico teórico
2 2
3 0,025 , 3( 3,39 9,348 )χ = < = χ ,  aceptando la hipótesis nula.

Es decir, puede afirmarse que que la duración de las bombillas es una variable aleatoria con función de

densidad exponencial de parámetro  
1

200=
θ
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