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= En un hospital se comprobd que la aplicacidn de un determinado tratamiento en enfermos de
5 @ cirrosis produce una mejoria en el 80 por 100 de los casos.

uim &

Si se aplica el tratamiento a ocho personas, se pide calcular:
a) Probabilidad de que mejoren cinco.

b) Probabilidad de que mejoren al menos tres.
¢) Numero de enfermos que se espera que mejoren.

Solucion:
Sea la variable aleatoria X = "NUmero de personas que mejoran al aplicar el tratamiento a ocho
enfermos", X~B(n=8, p=0,8).

8

5) x0,8°x0,23 = 0,1468

a) Probabilidad de que mejoren cinco: P(X=5) = (

b) Probabilidad de que mejoren al menos tres: P(X >3)=1 — |:P(X =0) + P(X=1) + P(X= 2):|

8

P(X=0) = (OJXO,SO x0,22=0 PX=1) = (8

1) x0,8' x0,2” = 0,0001

P(X=2) = (gj x 0,82 x0,2° = 0,0011

P(X >3) = 1-[0 + 0,0001 + 0,0011]= 0,9988

c) El nimero de personas que se espera que mejoren con el tratamiento es la media de la variable X:
p=nxp =8x0,8 = 6,4

Se espera que mejoren entre 6 y 7 personas.

Las puntuaciones en la Escala de Inteligencia para Adultos de Wechsler (WAIS) siguen en una
poblacién una distribucién normal de media 100 y desviacion tipica 16.

Al extraer una muestra aleatoria simple de 25 individuos, calcular:
a) Probabilidad de que la media de esos 25 individuos sea inferior a 95
b) Probabilidad de que la media esté comprendida entre 98 y 102.

Solucidén:
. . — c _ 16
Segun el teorema de Fisher: X = N| p, T — X~ N| 100, —= | = N(100, 3,2)
n

NES

X—1 -1
x—100 _ 35 OO) = P(2<-1,56) = P(z>1,56) = 0,0594

32 3,2

a) P(x<95)= P(

98-100 _ X100 _ 102-100
3,2 3,2 3,2

= P(z>-0,625) — P(z>0,62) = P(z<0,62) — P(z>0,62) =

=1-P(z>0,62) — P(2>0,62) == 1 - 2P(z>0,62) = 0,4648

b) P(98 < X <102) = P( ) = P(-0,62<2<0,62) =
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<= El peso (en gramos) de unas cajas es una variable aleatoria X, con distribucién normal, cuya
=7 desviacidn tipica es igual a 12 gramos.

uim k

Se extraen muestras aleatorias simples de tamaifio 100 cajas.

¢Cudl es la probabilidad de que el peso medio de las cajas supere el peso medio real en al menos 300
miligramos?

Solucién:

X ~N(un, 12) con n=100

Se pide calcular P(x > n+0,3) — P|: (x —p)= 0,3:|

Se puede determinar que la variable aleatoria (x — p) sigue una distribucién normal con las siguientes
caracteristicas:

E(x—p)=E(X)-p=p-pn=0

2 122 (x—p) ~N(0, 1,2)
Var(x—p) = Var(x) -0 = — = — = 1,44
(x—n) (x)

P[(x-p)>0,3] = P(Xl_zu > 2:) — P(z>0,25) = 0,4013

3w s Enunapoblacién de mujeres, las puntuaciones de un test de ansiedad-riesgo siguen una
AR, W5 distribucién normal N(25, 10).

Al clasificar la poblacién en cuatro grupos de igual tamafio, écuales seran las puntuaciones que delimiten
estos grupos?.

Solucion:

Siendo la variable aleatoria X = "Puntuaciones en un test de ansiedad-riesgo"

X—-25 _Q,-25 ~ 25 25 —
P(X<Q;)=0,25 — P( < ) = P(zs QlT) = P[zz quj = 0,25

10 10

25—
—Ql: 0,67 - Q;=25-10x0,67 =18,3

Las puntuaciones que delimitan estos cuatro grupos
seran el primer Q,, segundo Q, y tercer cuartil Q, de

0,25 025 la distribucion.

- 0,67 0,67 Q,-25

En la distribucién normal la media y la mediana son iguales: n= M, = Q, = 25

X—-2 —-25 - 25 -25
PX<Q;) = 0,75 — P( Ss Qs j: P(zs Q310 j= 0,75 - P[zzqi‘lo )= 0,25

10 10

Q,-25
10

= 0,67 - Q;= 25+ 10x0,67 = 31,7
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El primer grupo serian las mujeres con puntuaciones inferiores o iguales a 18,3. Gy, G2, 63 Gy

El segundo grupos son aquellas mujeres con puntuaciones entre 18,3 y 25. 18,3 25 31,7

El tercer grupo son las mujeres con puntuaciones entre 25y 31,7. El cuarto grupo son mujeres que
tengan puntuaciones superiores a 31,7.

y Un gerente sélo da plazas de restaurante mediante reserva previa de mesa. Sabe que el 15% de las
&) reservas no asistiran.

Si el restaurante acepta 25 reservas pero sélo dispone de 20 mesas, calcular la probabilidad de:
a) Que dos reservas se queden sin mesa.

b) Que se ajusten las reservas a las mesas.

¢) Que no haya "overbooking" (mas reservas que mesas).

Solucion:
Sea la variable aleatoria N = "Numero de reserva fallidas" , N~B(n=25, p=0,15)

p(N=k) = (stj x 0,15% x 0,852k k=0,1,2, ... ,25

a) Dos reservas quedan sin mesa si fallan tres de las reservas, por tanto, la probabilidad de que dos
reservas se queden sin mesa es:

p(N=3) = (235) x 0,153 x 0,85%2 = 0,2174

b) Las reservas se ajustaran a las mesas cuando fallen cinco de las peticiones realizadas:

p(N=5) = (255) x 0,15° x 0,85%° = 0,1564

¢) Hay mas reservas que mesas cuando fallen como mucho cuatro de las reservas realizadas, en
consecuencia, la probabilidad de que no hay overbooking:

1
p(N>5) = 1-p(N<4) = 1 - Zp(N:i) =

i=1

=1- |:(215j x 0,15 x 0,85%* + (225) x 0,15% x 0,853 + (235j x 0,15% x 0,852 +

+ (245) x 0,15% x 0,8521i| = 0,3179
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Un candidato contrata los servicios de una compaiiia para fijar la contienda establecida en las
E?ﬁ_ elecciones. La compaiiia contratada selecciona una muestra aleatoria de 384 electores registrados,
Y . . « « . « .z
sabiendo por experiencias realizadas que obtienen una intencién del 40% del voto.

uim k

¢éCudl es la probabilidad de que la muestra pueda producir una intencién del voto de al menos el 45%?

Solucién:
La variable aleatoria X = "Intencién del voto" , X~B(n=384,p=0,4) — N(np,./ npq)

X-B(n,p) > N(np,npq)

Proporcion muestral:

Muestra

. 0,4 0,6 (% /
pzN(p,,/ﬂ] - N(o,4,,/—J — N(0,4,0,025)
n 384 ;

|€>'—o,4> 0,445-0,4 | _
0,025 0,025

P(p > 0,45) = P(p" > (0,45—0,005)) = P(p° > 0,445) = P[

P(z>1,8) = 0,0359 (3,59%)

CED , . . . .
Qiﬂ? Determinar la probabilidad de realizar determinado experimento con éxito si se sabe que si se repite
%ﬁ 24 veces es igual de probable obtener 4 éxitos que 5.

i
ek ‘
=

Solucion:

Sea la variable X = "Realizar el experimento", pudiendo obtener éxito o fracaso, X ~B(24, p)
24 24
P[X=4] = .p*.g®  P[x=5] = .p°.q”?
4 5
24 24
Siendo, P[X=4] = P[Xx=5] — (4} p*.q® = [ ; J . p°.q%

4 19
42504
10626 x p*x q2° = 42504x p*xq® — P =2 r4_
p>  10626xq

T |-
I

4
= - q=4xp
q

1
g=1-p=4xp - p=g=0,2
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: .‘:t ., Un Instituto de opinidn publica quiere obtener una muestra de votantes. La muestra debe ser
igf g suficientemente grande para que la proporcién de votos a favor de la consulta inferior al 50%
»"  tenga una probabilidad de 0,01.

uim &

¢Qué tamario debera tener la muestra?, si la intencién del voto es realmente del 52%

Solucién:
Lav.a. X = "Votos obtenidos en la consulta", X ~B(n,p) = N(n.p,+/n.p.q)

Y = "Frecuencia obtenida con una muestra n":

: [0,52x0,4
y=X ~N{p, ﬁ} - N{o,sz, 0,52x0, 8} _ N|:0,52, 0,49968]
n n n n

Hay que determinar el tamafio n con la condicién P|:Y < 0,50] = 0,01

P[Y< 0,50] = P[ Y-0.52 0,50~ 0,52 } = P|:z< M} = P|:z> M} =0,01

<
0,49968/,/n  0,49968/./n 0,49968 0,49968

0,02../n 2,33x0,49968 |°
—\/_22,33 — n> | 2222700 > 3389
0,49968 0,02

éwiais El departamento comercial de una industria alimenticia conoce que 2 de cada 10 consumidores
[ l reconocen su producto en una prueba a ciegas.

¢Cudntas pruebas ciegas de sabor deberian hacerse para que la proporcion de que los que conocen la
marca oscile entre el 16% y el 24% con una probabilidad minima de 0,8?

Solucién:

Reconocen el productoel 20% p= 0,2 , P(0,16<p <0,24) > 0,8

a ~ ’2 ’ ’
\n o /

0,16 — 0,2 0,24 - 10,2

P(W<Z<WJ=P(—O,1 n<z<0,1\/F)=0,8
P(-0,1/n<z<0,1/n) =1-2p(z>0,1/n) = 0,8 - P(z20,1/n) = 0,1

Tablas N(0,1): 0,1,/n = 1,282 — n= 165

Para una probabilidad como minimo de 0,8 harian falta 165 pruebas.
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n El 7% de los pantalones de una determinada marca salen con algun defecto. Se empaquetan

uim k

en caja de 80 pantalones para diferentes tiendas.

éCudl es la probabilidad de que en una caja haya entre 8 y 10 pantalones defectuosos?

Solucién:

Sea X = "Numero de pantalones defectuosos en una caja"

Se trata de una distribucion binomial (los pantalones son o no son defectuosos), es decir, una binomial
conn=80, p=0,07: B(80, 0,07) , donde:

p=n.p=80x0,07 = 5,6 o = /n.p.q=,/80x 0,07x 0,93 = 2,28

Adviértase que se dan las condiciones para aproximar la distribucién discreta binomial a una distribucion
continuanormal: p=0,07<0,5 y n.p=80x0,07=5,6>5

con lo que, B(n, p) ~ N|:u=n. p, 6=,/n.p. q:l — B(80, 0,07)~N|:5,6, 2,28]

Para utilizar correctamente la transformacion de una variable aleatoria discreta X (distribucién binomial)
en una variable aleatoria continua z (con distribucién normal) es necesario hacer una correccién de
continuidad:

Tipificando

Transformacién N(5,6;2,28) 75-56 X*-56 105-5,6
l8<x<10] =  P[755X°<105] = @ P cT g2
2,28 ~ 2,28 2,28

= P[0,83<2<2,15] = P[z>0,83] - P[z>2,15] = 0,2033 — 0,0158 = 0,1875

Un estudio de la DGT estima que el nimero de horas practicas necesarias para la obtencién del
FDGT permiso de conducir sigue una distribucidon normal N(24, 3). Se sabe que la autoescuela Lafuente
ingresa por alumno una parte fija de 250 euros, mas 23 euros por hora de practica.

a) éQué probabilidad hay de obtener el permiso de conducir con 20 horas de practicas 0 menos?

b) éCudntas horas de practicas ha necesitado un conductor para obtener el permiso si el 68% de los
conductores ha necesitado mas horas de practicas que él?

c) Calcular el ingreso medio esperado y la desviacion tipica del ingreso por alumno.

Solucién:

a) X = "Numero de horas de practicas necesarias para obtener el permiso de conducir", X ~ N(24, 3)

X-24 < 20;24

P(X<20) = P( ) = P(z<-1,33) = P(z>1,33) = 0,0918

b) Sea h ="Numero de horas necesarias"

P(X>h) = P(X;M > h_324) = P(z > h_:ﬂ = P(z < —h_%j =0,68 —

h-24 h-24
- P(ZZ—T)=O,32 - _T=O'46 — h=24-3x0,46 = 22,62
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c¢) Ingreso de la autoescuela por las practicas de un alumno cualquiera: In = 23X + 250
Ingreso por alumno esperado:

E(In) = E(23X+ 250) = 23E(X) + 250 = 23x24 + 250 = 802 euros
Varianza del ingreso por alumno:
0',2n = Var(In) = Var(23X+ 250) = 232x Var(X) = 529 x9 = 4761 euros’

Desviacion tipica del ingreso por alumno: o, = /4761 = 69 euros

lb Un servicio dedicado a la reparacién de electrodomésticos recibe por término medio 15 llamadas
diarias. Determinar la probabilidad de que reciba un dia mas de 20 llamadas.

Solucién:
La variable aleatoria X =" Numero de llamadas recibidas al dia"

15 s
X~P[A=15] > P[X=k]=r.e

Plr=15] —2=2210, N[15, [15]

X'-15 (20-0,5)—15

P[X>20] = P[ = P[z>1,16] = 0,1230

5 la probabilidad de fallo durante la primera hora de trabajo muy pequefia e iguales en todos los

ﬁ Un dispositivo esta formado por muchos elementos que trabajaban independientemente, siendo
elementos.

Si la probabilidad de que en ese tiempo falle por lo menos un elemento es 0,98.
a) Hallar la media y desviacidn tipica del nimero de elementos que fallen en la primera hora.
b) Calcular la probabilidad de que fallen a lo sumo dos elementos en ese tiempo.

Solucién:

a) Habiendo muchos elementos independientes, el tamaio (n) es muy grande, con una probabilidad de
fallo muy pequeia, condiciones para que el dispositivo siga una distribuciéon de Poisson.

k

La variable aleatoria X = "Fallo en la primera hora de un elemento”, X ~P(A) donde P(X=k) = o e

Calculo del parametro A :
)‘0
PX>1) = 0,98 — P(X<1) = P(X=0) =He‘x =002 —> e*=0,02

~A=1n0,02 > A=391 > p=A=391 o=+A = /3,91 = 1,98

Portal Estadistica Aplicada: Muestreo Poblaciones Infinitas 9
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3,9° _ 3,9 _ 3,97 _
b) P(X<2) = P(X=0)+ P(X=1)+ P(X=2) = e3? 3.9 3.9

+
0! 1! 2!

3,92 | 3 -3,9
=11+3,9 + 5 e ™ =12,505xe """ = 0,2531

47 Enunagran ciudad, el 60% de la poblacién fuma, el 6% tiene bronquitis crénica, y el 4% fumay
Q,'L padece bronquitis crénica.
a) Hallar la probabilidad de que un individuo elegido al azar tenga bronquitis crénica o sea fumador.

b) Se eligen al azar 120 personas de la ciudad. Hallar la probabilidad de que mas de 80 de sean
fumadores.

c) Se eligen al azar 200 individuos de esta gran ciudad. Hallar la probabilidad de que no haya mas de
uno que sea fumador y padezca bronquitis crénica.

Solucion:

a) P(Bronquitis o Fumador) =
= P(Bronquitis U Fumador) = P(Bronquitis) + P(Fumador) — P(Bronquitis N Fumador) =
=0,06+ 0,60 — 0,04 = 0,62

b) Sea la variable aleatoria X = "NUmero de fumadores, entre 120 personas"

X~B(n =120, p = 0,60) —>

— X ~N(p=np=120x0,60 = 72, 6 = /npq = |/120x0,6x0,4 = 5,37)

c) Sea la variable aleatoria Y = "Numero de fumadores y bronquiticos, entre 200 personas"
Y ~B(n =200, p = 0,04) ~P(A = np = 200x0,04 = 8)

8% _ gl _
P(Y31)=P(Y=0)+P(Y=1)=ae8+Fe8=9xe8=0,0030

% Las variables aleatorias en estudio son independientes:

" a) SiX~B(2,0,6) e Y~B(4,0,6). Calcula: E(X+Y)y P[(X+Y)=3]
b) Si X~ P(3) e Y~ P(5). Caleula: Var(X+Y) y P[(X+Y)=4]

Solucién:

a) Las distribuciones binomiales son reproductivas de parametro p. Para poder aplicar esta propiedad
las variables aleatorias han de ser independientes y con la misma probabilidad. En consecuencia,

(X+Y) ~B(6,0,6) = py,y) = EX+Y)=n.p=6x0,6=3,6

PL(X+Y)=3] = (g)xo,63x0,43 = 20x0,216x0,064 = 0,2765

Portal Estadistica Aplicada: Muestreo Poblaciones Infinitas 10
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b) La distribucién de Poisson tiene la propiedad reproductiva con variables independientes:

4

PL(X+Y)=4] = %.e'8= 0,0573

4k e—4

k!
Determinar la probabilidad de que en 100 dias el nimero de articulos defectuosos esté comprendido
entre (400, 600)

: En una fabrica la probabilidad de que r articulos sean defectuosos es P[X =k] =

Solucién:
k

A _
Es una distribucion de Poisson: P[X=k] = o e 5> A=4,06°=A=4,0=2

En100dias: [X;,X,, =+ , Xig0 | ~P(N.A) = P(100x4) = P(400)

p[n.a] —2=490>10 , N(100x4,,/100x4) = N(400,20)
n’p

n.cz

399,5-400 < X* — 400 < 600,05—-400

= P[-0,025< z <10,025] =
20 20 20

P[400 <X <600] = P[

= P[22-0,025] - P[2>10,025] = 1 - 0,49 - 0 = 0,51

W.i-_ W-‘.. J'T.f. , . . .
%%@ %3 Tres maquinas A, By C producen una determinada pieza.

La maquina A elabora con una longitud que se distribuye seguin una distribucién normal de parametros
p=165y 6 =5 ; lamaquina B la fabrica con una longitud que se distribuye segun una distribucién
normal de parametros L =175 y 6 =5, y la maquina C tmabién lo hace con una longitud que se
distribuye normalmente de pardmetros p =170 y o =5. Las longitudes son en metros y las tres
maquinas fabrican en gran cantidad.

a) EI 50% de la produccidn la hace la maquina A, el 20% de la produccid n la realiza la maquina By el

resto la maquina C. Se eligen tres piezas al azar y se sabe que miden mas de 173 m cada una, écual es la
probabilidad de que pertenezcan a la tercera maquina?.

b) Sise eligen 100 piezas al azar de la maquina B, independientes una de otras, écual es la probabilidad
de que al menos 60 midan mas de 173 m?

Solucién:

a) Las variables aleatorias X, , Xz , X miden, respectivamente, la longitud (en metros) de las piezas
fabricadas por las maquinas A, By C. Considerando los sucesos A, By C que represetan que "La pieza
ha sido fabricada por las maquinas A, By C", con probabilidades:

Portal Estadistica Aplicada: Muestreo Poblaciones Infinitas 11
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p(A)=0,5 p(B)=0,2 p(C)=0,3

Sea el suceso M = "La pieza mide mas de 173 m"

Las probabilidades de M condicionada a la maquina que ha fabricado la pieza se obtienen tipificando las
variables X, , Xz, Xc ,siendo X, ~ N(165,5) , Xz~ N(175,5) , X.~ N(170,5)

p(M|A) = p(X, > 173) p(z >1,6) = 0,0548

X,—165 173 — 165
o] >
5 5

= p(z >-0,4) =

X, — 165 173 — 175
p(Xg > 173) p|: B > }

p(M|B) : -

= 1- p(z > 0,4) = 0,6554

p(z > 0,6) = 0,2743

Xc— 165 173 - 170}

p(M|C) = p(X.>173) = p[ : -

Segun el Teorema de Bayes:

~ _ plQ) x pM|C) p(C) x p(M| C) _
p=np(C|M) = = -
p(M) p(A) x p(M|A) + p(B) x p(M|B) + p(C) x p(M| C)
_ 0,3 x0,2743 _ 0,3418

0,5x 0,0548 + 0,2 x 0,6554 + 0,3 x 0,2743

Si se eligen tres piezas con longitud mayor que 173 m, la probbilidad de que las tres hayan sido
elaboradas por la maquina A sera: p*> = 0,3418% = 0,0399

b) Sea la variable aleatoria Y = "Numero de piezas fabricadas por la maquina B con longitud mayor de
173 m", donde Y ~ B(100, 0,6554)

Siendo:
np = 100x 0,6554 = 65,54>5 — B(100,0,6554) ~ N(65,54, \/100 x 0,6554 x (1— 0,6554)

Y* ~ N(65,54, 4,752)

Como Y es una variable aleatoria discreta y pasa a ser una variable aleatoria continua Y° se considera el

factor de correccion de Fisher:

Y® - 65,54 S 59,5—- 65,54 |
4,752 4,752

p(Y>60) = p(Y*>59,5) = p p(z > -1,27) =

= 1- p(z 21,27) = 0,8980
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E@ Una compaiiia de seguros garantiza pdlizas de seguros individuales contra retrasos aéreos de
mas de doce horas.

Una encuesta ha permitido estimar a lo largo de un afio que cada persona tiene una probabilidad de una
de cada de mil de ser victima de un retraso aéreo que esté cubierto por este tipo de pdlizay que la
compaiiia aseguradora podra vender una media de cuatro mil pélizas al afio.

Hallar las siguientes probabilidades:

a) Que el nimero de retrasos cubiertos por la péliza no pase de cuatro por afio.
b) Numero de retrasos esperados por afo.

¢) Que el numero de retrasos sea superior a dos por afio.

d) Que ocurran doce retrasos por aiio.

Solucién:

1
a) Sea X ="Numero de retrasos por afio" X ~ 8(4000, p= mj = B(4000, 0,001)

4000
P(X=k)=( k Jxo,001kxo,9994°°°"‘ k=0,1, - ,4000

Es necesario buscar una distribucién que sea una buena aproximacién de ésta. La distribucion de Poisson
es una buena aproximacion de la Binomial B(4000, 0,001), ya que p = 0,001 es muy pequefiay
n.p=4000x0,001 =4 <5.

k

4
Por tanto, X ~B(4000, 0,001) ~ X~P(AL=n.p=4) P(X=4)= F.e"‘

P(X < 4)

P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) + P(X=4) =

[4"41424:"’44
+—t —+ —+

—+—+ —+ — —]e_4=|:1+4+8+10,667+10,667:|.e_4=0,6289
ol 1 21 31 a4l

b) El nimero de retrasos esperado por afio es lamedia: p,=A = 4

) P(X>2) = 1-P(X<2) = 1- [P(X=0)+ P(X=1) + P(X=2) | =

4° 2! 4?
1_{

—+ +—]e_4= 1-[1+4+8].e*=1-0,381 = 0,7619
ol 11 2l

I
o)
I

4 _ _
d) P(X=12) .e % = 0,035xe* = 0,00064
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( Se ha realizado una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamafio 10 de una poblacién considerada
’ normal, llegando a que la varianza muestral es 4.

uim k

Calcular la probabilidad P[ [x — | <1,51]

Solucién
o" desconocida
~N(p, o) X~N[p,o") X~N{p,c")
nci = (n—1)s§ - :"_1 = \7"; % =N /IR
%1 X— 1 [l n [ n>so [] n <30
t, = ———
o, /+n-1 2/3 v \_/ \_/
I _ X—p _ X—n
BT R s (R N
x—ul 1,51
P[|x-p|<1,51] = P[|2/3| 2/3} = P[|to|<2,265] = P[-2,265 <ty <2,265] =

= P[ty >—2,265] — P[ty>2,265] = P[ty<2,265] - P[ty >2,265] =
= 1-2P[ty22,265] = 0,95

Para analizar el peso promedio de nifios y nifias, siguiendo ambos pesos una distribucién normal,
se utiliza una muestra aleatoria de 20 nifos y 25 nifas.

El promedio de los pesos de los nifios es 45 kg. con una desviacidn tipica de 6,4 kg., mientras que el
promedio del peso de las nifias es 38 kg. y una desviacion tipica de 5,6 kg.

¢éCudl es la probabilidad de que en la muestra el peso promedio de los nifios sea al menos 10 kg. mayor
que el de las ninas?.

Solucioén:

Las variables aleatorias X = "Peso de los nifios" e Y="Peso de las nifias", X~ N(u,, c,) e Y~N(u,, c,),
son independientes entre si.

En las muestras respectivas:
c 6, 4 (o] 56
~N| p, ,—=%= N45 e y~N|p,, L N| 38, ;
o 2
& =(x-y) =~ N (u,— ny), Y = N| (- p,), [ 2=+ L
ANy n, n,

Lavariable § = (x-Y) = [(45 38), ,/ J = N(7,1,82)

-7 _10-7
P(E>10) = P E“—Z = P(z>1,648) = 0,05
1,82 1,82
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t +) Un ascensor limita el peso de sus cuatro ocupantes a 300 kilogramos. Si el peso de una persona
[ sigue una distribucién normal N(71,7).

uim &

Calcular la probabilidad de que el peso 4 personas supere los 300 kilogramos.

Solucién:

Si el peso de una persona sigue una distribucidon normal N(71,7), la muestra de 4 personas sigue una

distribucion normal N{71, LJ = N(71, 3,5)

Ja

+ X, + X3 + 300 x—71 75-71
PL(x, + X, + X3+ x,) > 300] = P{Xl x24x3 X s 2 }= P[x>75] = P{X?’S >3 }:

= P[2>1,143] = 0,1265

- - - 2.0,
0,1271-0,1251 _ X 0,1251 N 0,002 _X 0,1251 5 x= 01251+ 0,002.0,007 — 0,1265
1,14-1,15 1,143-1,15 -0,01 -0,007 0,01

Interpolando:

4
ORO PROCEDIMIENTO: Si x, ~N(71, 7) — ZXi ~ N(4x71, J4x7) = N(284, 14)
[ W i S——

i=1 n.p \/F.G

4

4

1 300 — 284

P[> %2300 =P " > % — 284 | > 0 |- P[z > 1,143] = 0,1265
i=1 i=1

/. Unamaca de frutas ha observado que el peso medio de los melones en gramos sigue una
“*\i‘?} distribucién normal N(1700, 100) . Hallar:

a) Probabilidad de que los melones pesen menos de 1500 gramos y mas de 2000 gramos.

b) Sabiendo que son rechazados para la explotacion aquellos melones que difieren mas de 300 gramos
del promedio. Determinar la proporcion de melones rechazados.

Solucién:

a) Sea la variable aleatoria X = "Peso de los melones en gramos", X ~ N(1700, 100)

P[(X <1500) U (X >2000)] = P(X <1500) + P(X >2000) =
[x- 1700 1500-— 1700} [x- 1700 2000-1700
=P < + P >
100 100 100 100
P(z>2) + P(z>3) = 0,0228 + 0,00135 = 0,02415

} =Plz<-2)+P(z>3) =

1400-1700 < X-1700 < 2000-1700
100 - 100 100
=1-2P(z>3) = 1-2x0,00135 = 0,9973 melones aceptados

b) P(1400 < X < 2000) = P|: } — P(-3<2<3) =

Melones rechazados: 1 - 0,9973 =0,0027
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7= 1% El nimero de millones de metros cubicos que tiene un embalse sigue una distribucién normal

w‘?ﬁé; N(980,50) .

El consumo diario de las poblaciones que sirve es una normal N(85, 30).

uim k

Si se sabe que durante una tormenta la cantidad de agua que se embolsa es una normal N(50, 25).

Un dia han caido dos tormentas, calcular la probabilidad de que al final del dia el agua embalsada sea
menor o igual que 980 metros cubicos.

Solucién:

Agua del embalse: X; ~ N(u,, o;) = N(980, 50)
Consumo diario: X, ~ N(u,,0,) = N(85, 30)
Agua una tormenta: X; ~N(p;, o3) = N(50, 25)

Agua dos tormentas: E(2X;)=2E[X;] = 2x50 = 100 Var(2X;) =4Var[X;] =4« 252

= N(2x50, 2x25)
St A
n.p n.c

3
Agua embalse un dia con dos tormentas: Y = X; —X,+ 2X; donde Y~N in W,
i=1

Y ~ N(980 —85+2x50, \/502 +30%+ 4 x252) = N(995, 76,81)

Y—-995 < 980 —-995

P(Y <980) = P <
76,81 76,81

] = P(z<-0,19) = P(z>0,19) = 2P(z>0,19) = 0,4247

™  Las puntuaciones obtenidas en la escala de Locus de Control de James por los sujetos depresivos,
&N siguen una distribucion normal de media 90 y desviacidn tipica 12.

Si se extraen muestras aleatorias simples de 30 sujetos depresivos.
éPor debajo de que cantidad se encontrara el 90% de las veces el valor de la varianza de la muestra?.

Solucion:

Sea la variable aleatoria X = "Puntuaciones obtenidas" , X ~ N(90,12) , n=30

2
Varianza muestral 2 - An—
X2(n-1) = 2 2——n - = (n-1)s’
Varianza tedrica (0/ Jn)? n
(n-1)s*> no? , 3002
de donde, % , = LS SN — X
1™ o> %29 = 1ag

Tablas Chi-cuadrado: P()(%9 <k)=09 - P(xi9 > k)= 0,1 > k=39,087 conlocual,
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306>
P(%is = 143” S39,087J =09 » P(o? < 187,62) = 0,9

El valor pedido sera 187,62

a) Si la altura de un grupo de poblacidn sigue una distribucién normal N(170, 18,26), calcular

s P(s <10) para una muestra de tamafio 10. (s*> = cuasivarianza)

b) Demostrar la media y varianza de la cuasivarianza muestral de una poblacién normal N(u, o) de

tamano n.
Solucién:
n-1).s2 9xs?
a) Por el teorema de Fisher: xﬁ_l = % - g = X 5
o 18,76

9xs? 900
18,26 18,26

P(s <10) = P(s* <100) = P[ ] = P(x5<2,699) = 1— P(y2 > 2,699) =

=1-0,975 = 0,025

n-1)s> 6" . Yn-
0 am O 5 - TS e ) ono1 Va2 (-1)

2

2 2
G . Xn-1 o c
E[sﬂ*{ = } p Elas) = Tpx oot =

2 2 4 4 4
(o B 2
Var[sﬂ = Var{ n—X; 1} ° Vix2,) = % ~x2(n-1) = °

" (1) (n—1) n-1

@ Las variables aleatorias en estudio son independientes.
D X; ~N(10,2), X, ~N(15,2) y X; ~N(20,2)

2 2 2
-1 -1 X;—-2
donde, Y=5X;+4X,-3X; vy U= (Xlz 0) + (XZZ 5) +( 32 Oj

Calcular: a) P[20<Y<30]  b)P[U<11]

Solucién:

3 3
a) Y=5X,+4X, - 3X, siendo Y~N| > Ay, /focf
i=1 i=1

Y~N[5x10+ 4x15 — 3x20 ,/52x 22+ 4%x 2% + (-3« 22] — Y~N[50,2,/50]
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20-50 _Y-50 _30-50
2450 ~ 2+/50 © 2+/50

P(1,41<2<2,12) = P(z>1,41) — P(z>2,12) = 0,0793 — 0,0170 = 0,0623

P[20<Y<30] = P|: } = P(-2,12<2<-1,41) =

X, — 10 X, — 15

X;—20
-~ N(O, 1) 3

b)

2 2 2
U= (Xlgloj + (XZ;B) + (X3;2°) = [N, D] + [N©, ) + [N, 1] = 3

Plu<11] = P[x2<11] =1 - P[y2>11] = 1-0,05 = 0,95

~ N(O, 1) -~ N(Or 1)

~a) Encontrar la moda de una variable aleatoria X ~ B(14, 0,2)

b) Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién ¥ con 200 grados de libertad. Sin recurrrir a
las tablas de la Chi-cuadrado, calcular: P(X<234) y P(X<183).

Solucion:

a) La moda de una distribucion binomial es el valor mas probable, viene dada por el valor (nimero
entero) que verifica: (np—q) < My < (hp+ q).

Generalmente sera un valor (la parte entera de la media) y podran ser dos valores modales cuando
(np—q) vy (hp+ q) seaun numero entero.

En estecaso, (np—q) = 14x0,2-0,8 =2 (np+q) = 14x0,2+0,8 =3
2<My;<3 — Lladistribucién es bimodal, las modasson 2 y 3
b) La distribucion xz es, asintoticamente, N(n, 1/Zn) , es decir, Xgoo ~ N(ZOO, \/400) = N(200, 20)

X-200 < 234 -200
- 20

P(X < 234) = P( j: P(z<1,7) = 0,9554

X-200 < 183-200
B 20

P(X <183) = P( ) = P(z<-0,85) = P(z>0,85) = 0,1977
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T a) Sean las variables aleatorias continuas independientes: X ~N(p,, ;) , Y ~N(u,, o,)
' X+ Y

2

b) Demostrar que la variable aleatoria continua X ~ N(u,, o,), tipificada esuna N(0, 1)

uim &

,‘X Calcular las distribucionesde W= aX-bY , U

c) Sean variables aleatorias independientes: X ~ xg,05,14 =23,685, Y ~ xglos'ls =28,869.
Calcular P|:(X+Y) > 38,8:|

Solucion:
a) E(W)= E(aX—-bY) = aE(X)—bE(YY) =ap, — by,

Var(W) = Var(aX — bY) = a* Var(X) + b> Var(Y) = a’ 62 + b’ o

W~N|:au1— buz,\/a26i+ bzcg}

X+Y 1 1 1
b) E(U) = E[ ; j= SEX - ZEY) = 2+ )

Var(U) = Var(x+ Yj 1

1 1, ., 2
= —Var(X)+ —Var(Y) = —(o; + o
2 (X) 2 (Y) 4(1 2)
1 /1
W ~ N|:E(u1+ uz), Z(Gi‘l‘ Gg)i|

Variable tipificada: z =

I Sl P TG WL y v STy [ y v ST, JR B (P, B
Ez) —E( J 5 B = BN — B ] = = [B00 - ] = =[] = 0

Gx X X

V(z) VLX"—”j = L ViX-p) = %[V(X) + V()] = é[V(X) +0] = %(Gi) =1

GX X X

O X~xls, Y~uls > X+Y=19% —=25 N, J2n) = N(32, 8)

PL(X+Y) > 38,8] = P[ > 0,85) = 0,1977

X+Y) - 32 38,8 - 32
( ) > = P(z
8 8
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_ Sean las variables aleatorias independientes: X; ~N(8,2) , X, ~N(15,5) y X; ~N(12,3)

e ! 2 2 2
gg - -1 X;—12
u donde, Y= X;— X, +2X; y Uz(xl2 8) + (XZS 5) + ( 3 )

3

uim k

Calcular 'a'y las probabilidades:
a) P[25,4 <Y<29,25] b) P[[a]<Y<19]= 10,4695 ¢) P[X, - X, - X;< 6] d) P[U<9,83]

Solucién:

3 3
a) Y=X; = X, +2X; = Y=N[ D A, [ Alc?
i=1 i=1

Y~N[8—15+ 2x12,\/22+52+22x32] — Y~N(17, ,/65)

25,4 - 17 Y-17 _ 29,25-17

B Ve - Jes

= P(z>1,04) — P(z>1,52) = 0,1492 — 0,0643 = 0,0849

P[25,4 <Y <29,25] = P[ } = P(1,04<z<1,52) =

b) P[a<Y<19]= 0,4695

Y-17 _ 19-17 a—17
Pla<vy<19] =P =P <7<0,25| =
s vsis] =p| 2 s T < BT <o 2 }
_p|z22" Y ~ P[220,25] = 0,4695 — pl2>2" 27| _ 04695+ 0,4013 = 0,8708
=z \/E = VU, ’ = \/E ’ ’ ’
a—17 a—17 a—-17
Plz> = 0,8708 — P|z< =0,1292 — P|z>- =0,1292 —
=% = =%
271 113 & a=17-1,13x/65 =7,89 [a=7,89
J65
3 3
c) P[X, = X; — X; < 6] Sea W =X, — X, — X;; donde W~N| D A, | Y Alo]
i=1 i=1
W~N|:15—8—12,«/52+ 22+ 32] - W~N[-5,/38]
W+5 6+5
P[X, — X, X<6]—P[W<6]—P{ = P(z<1,78) =
J38 " 38

1-P(z>1,78) = 1- 0,0375 = 0,9625

d)

~ N(0,1)

~ N(O, 1) -~ N(Ol 1)

X, — 8 X, — 15 X — 12
5 3
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2 2 2
U= (Xlz_ 8) + (x2;15) + (X-";lz) - U=[N(O,1]*+ [N(O,1)]*+ [N(0, 1)]* = %2

Plu<9,83] = P[32<9,83] = 1-P[422>9,83] = 1-0,02 = 0,98

El consumo familiar de cierto articulo se distribuye uniformemente con esperanza 10 y varianza
unidad.

Determinar la probabilidad de que el consumo de dicho articulo se encuentre comprendido entre 8 y 12
unidades.

Solucién:

Sea X = "Numero de unidades consumidas del articulo", donde X ~U(10, 1) en el intervalo [a, b]

_ 2
Setiene: p=EX) = 1P -10 o?=0=A _
2 12
a+b=20 b=10+./3 = 11,73
, - [b-(20-bp)]'= 12 » (2b-20)=./12 —
(b-a)? =12 a=10-./3 =8,27

La distribucidn es uniforme entre 8,27 y 11,73.

En consecuencia, la probabilidad de que el consumo del articulo se encuentre comprendido entre 8 y 12
es la unidad.

I@’ ‘E\ La demanda de un producto oscila diariamente entre 20 y 40 unidades. Suponiendo la
3'@@% independencia de la demanda de cada dia, determinar la probabilidad de que el nimero de
& ~ unidades demandadas supere 6370 unidades en 182 dias.
Solucién:
" e . 20+40
Sea v.a. X;="demanda del producto cada dia", donde X, ~ U(20,40), con media y; = =30y
. , (40-20)* 400 100
varianza o} = = =
12 12 3
182
Por el Teorema Central del Limite, X = in ~ N(182x30,.,/182x100/3) = N[5460, 77,89}
i=1 n. u 2
n.oc

X—5460 S 6370-5460
77,89 77,89

P[X>6370] = P{ } = P[z2>11,68]=0
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% Una variable aleatoria continua X se distribuye uniformemente en (2, 4) . Se pide:

W

a) P(X<2,5) b) P(X > 3,2) c) P(2,2<X<3,5) d) Esperanzay varianza

Solucién:
Funcidn densidad: Funcidn distribucion:
1 1 0 X<2
— = — 2<x<14 X—2
f(x) =44-2 2 F(x) = P(X< x) = ) 2<x<4
0 otros valores
1 x>4
2,5-2
a) P(X<2,5) = F(2,5) = = 0,25
2,5 251 1 2,5-2
O también, P(X<2,5) = [ "fixdx = [ dx = ~[x]3* = = 0,25
2 2 2 2 2 2
3,2-2 4-3,2
b) PX>3,2)= 1-P(X<3,2) =1-F(3,2) = 1-=——=—"==04
4 41 1 a4 4-3,2
O también, P(X > 3,2 =J' fxdx=J' —dx = = = "~ =0,4
( ) 3,2 () 322 2 [ ]3'2 2
3,5-2 2,2-2 3,6—-2,2
c) P(2,2<X<3,5) = F(3,5)— F(2,2) = - 5= = 0,65

1[ 12 - 3,5-2,2

3,5 351
O también, P(2,2 <X <3,5) = j f(x)dx = j Zdx = - = 0,65
2,2 22 2 2 2,2

12 12

_9\2
d) E(X)=2;4=3 o2 _ 4 1

La cabina de un avién tiene 30 dispositivos electrénicos (E, ,E,, -, E3,), tan pronto como

falla E, se activa E, ,y asi sucesivamente.
El tiempo de fallo de cualquier dispositivo electrénico E; es de tipo exponencial con parametro A =0,1
hora.

Hallar la probabilidad de que el tiempo total de funcionamiento de todos los dispositivos supere las 350
horas.

Solucion:
La variable aleatoria X; =" Fallo de cualquier dispositivo electrénico”, X; ~Exp(0,1) i=1,2,--,30
1 1 By 1 1
=EX|]=—=—=10 , o' =—==100 , o.=—=10
= E[X] A 01 P2 A
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30
Por el Teorema Central del Limite, X= )X, ~ N(30x10, /30 x10%) = N| 300, /3000 |
H_J \ J

i=1
n-u n.oc?

X—300 _ 350300
/3000 /3000

P[X>350] = P[ } = P[2>0,91] = 0,1814

La duracion de vida de una pieza de un motor sigue una distribuciéon exponencial, sabiendo
que la probabilidad de que sobrepase las 100 horas de uso es de 0,9. Se pide:

a) Probabilidad de que sobrepase las 200 horas de uso

b) éCuantas horas se mantiene funcionando con probabilidad 0,957
Solucién:

a) Seav.a. X = "Tiempo de vida de la pieza del motor", donde X ~ Exp(A)

Funcidn de densidad y la funcién de distribucion: f(x) = A e M F(x) =1 - e ™ Vx>0
Siendo, P[X >100] = 1- P[X<100] = 1- F(100) = 1- [1 - ¢ '®*| = e ™*= 0,9
e"®*- 09,9 - -100A =Ln0,9 — -100A =-0,105 — A =0,00105

Por tanto, X ~Exp(0,00105): f(x)=0,00105e~%00105-x  F(x) =1 — ¢ 00015-x vy

P[X>200] = 1 - P[Xx<200] = 1 - F(200) = 1-[1- e ®®*-2® | = 0,81

[e]

O bien, P[X >200] = J' f(x)dx = j' 0,00105 . e~ 00105 . x g4 —[e‘°'°°1°5-x} - 0,81
200 200

b) P[X>t] = 1-P[X<t]=1-F(t) = e *%%* =0,95

e 000105-t _ 995 _y _0,00105t =Ln0,95 — —0,00105t = —0,05129 —> t=48,85
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El tiempo de vida media de un marcapasos sigue una distribucién exponencial con media 16
. aifos. Se pide:

uim k

a) Probabilidad de que a una persona a la que se ha implantado un marcapasos se le deba de implantar
otro antes de 20 afios

b) Si el marcapasos lleva funcionando correctamente 5 afios en un paciente, écual es la probabilidad de
gue haya de cambiarlo antes de 25 afios?

Solucién:

1 1
a) Lavariable aleatoria X = "Duracién del marcapasos" , X ~ Exp|:k = — = —}

po 16
Funcidn de densidad: Funcidn de distribucion:
1 -x/16 -x/16
—e x>0 1-e x>0
f(x) = <16 F(x) = P(X<x) = {
0 x <0 0 x<0

P(X <20) = F(20) = 1- e 2/ = 0,7135

20 20
Obien, P(X < 20) = I f(x)dx = I L o6 gy
0 0

20
1 —[e_x/ls:l - —e20/% 1 - 0,7135

0

P|:5 <X<Z 25:| _ F(25) — F(5) _ (1- e—25/16) _(1-e 5/16)

b) P[X<25/X25]=

P(X > 5) 1 - F(5) 1-(1-e %%
-5/16 -25/16
- 0,522
- - = 0,7135
e 0,7316
También, mediante la funcién de densidad:
31 16
— dx
P[5<X<25 _[ € 0,522
P[X<25/X>5] = I J_ s 16 = == =10,7135
P(X > 5) J"”le-x/lsdx 0,7316
5 16

25 25 25
P(5 < X < 25) = I f(x)dx = J' %e_x/mdx = —[e™/®] ] = —e /4 &% ~ 0,522
5 5

o] [« o) 1 _ _ 0 _
P(X>5) = _[ f(x)dx = I =%/ gy = —[e */16} —_0+ e5/% — 0,7316

5 5 16 5
Adviértase que P|:X <25/X> 5] = P|:X < 20:| = 0,7135, circunstancia que era de esperar en un
modelo exponencial.

20

20 20
P(0< X <20) = J' f(x)dx = I %e_x/mdx = —[e™/®] " = —e™/1 + 1= 0,7135
0 0

0

Es decir, la duracién que se espera tenga el marcapasos, no influye en nada el tiempo que lleva
funcionando. Esta particularidad lleva a decir que 'la distribucién exponencial no tiene memoria'.
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& gu®  SeaX lavariable aleatoria que describe el nimero de clientes que llega a un supermercado
AF ||_w durante un dia (24 horas).

uim &

Sabiendo que la probabilidad de que llegue un cliente en un dia es equivalente a 100 veces la que no
llegue ningun cliente en un dia, se pide
a) Probabilidad de que lleguen al menos 3 clientes al dia

b) Si acaba de llegar un cliente, calcular la probabilidad que pase mas de 25 minutos hasta que llegue el
siguiente cliente (o hasta que llegue el primer cliente)

¢) En dos semanas, écual es la probabilidad aproximada de que lleguen como mucho 1300 clientes al
supermercado?

Solucién:
}\.k
a) Se trata de una distribucién de Poisson: P(X=k) = o e

0
P(X=1) = 100x P(X=0) —> %e‘*:loox%e‘x S Axe® = 100x e - A=100

p[r=100] —~>%, N(100, /100) = N(100, 10)

TH—J
G

3-100

P(X>3) = P[zz } =P(z>-9,7) = Pz<9,7) = 1

b) El tiempo de espera hasta que ocurre un suceso (que llegue el siguiente cliente) es una funcién
exponencial, donde A = 'Numero de sucesos de Poisson por unidad de tiempo', siendo X ~ Exp(A)

Para calcular el parametro A se establece una proporcion:

100 _ % _ =10ﬂ/x25 _ 250 _ o5
24x60 25 24x60 144
PX<x) = Fx) =1—-e™ - P(X<1) =F1) =1-e""**! = 0,8238

¢) Propiedad reproductiva: P[14 xA = 14 x100 =1400] —~>% N(1400, \/1400)
TR
A

1300 -1400
<—:| = P(z<-2,67) = P(z>2,67) = 0,00379

P(X<1300) = P|z<
/1400
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-4 El tiempo de revision del motor de un avidn sigue aproximadamente una distribucion
exponencial, con media 22 minutos.

a) Hallar la probabilidad de que el tiempo de la revisiéon sea menor de 10 minutos

b) El costo de la revision es de 200 euros por cada media hora o fraccién. éCual es la probabilidad de
gue una revision cueste 400 euros?

c) Para efectuar una programacion sobre las revisiones del motor, écuanto tiempo se debe asignar a
cada revisidn para que la probabilidad de que cualquier tiempo de revisién mayor que el tiempo
asignado sea solo de 0,1?

Solucidn:

a) Sea X ="Tiempo de revision del motor de un avién en minutos"

b, = E(X) = % =22minutos — A= % X ~ Exp[1/22]

Funcidn de densidad: Funcién distribucién:
1 —x/22 -x/22
il > 1- >
f=422° *=° F(x)=P(XSx)={ ¢ x=20
0 x<0 0 x<0
P[X<10] = F(10) = 1 — e /2 = 1- ¢ */* = 0,365
O bien,
10 10 10
P[X<10] = j' f(x) dx = j' {i e_x/zz]dx = —[e/?] " = -eP 4 1=1-e°/"=0,365
0 o |22 0

b) Como el costo de la revision del motor es de 200 euros por cada media hora o fraccién, para que la
revision cueste 400 euros la duracion de la revision debe de ser inferior o igual a 60 minutos. Es decir, se

tendra que calcular P[30 <X< 60:|

P[30 <X <60] = F(60) - F(30) = [1_ e-60/22] _ [1_ e—so/zz] _

_ o 30/22 _ -60/22 _ -15/11 _ -30/11 _ 0,19
O bien,
60 60 1 60
p|:3o<xgso:| =j f(x) dx = j {Ze—x/zz}dx _ _[e—x/zz}so = _e /2, o%/2 _ g9
30 30

c) Seat ="Tiempo que se debe asignar a la revision", verificando P|:X> t:| =0,1

P[X>t] = I:of(x)dx = J.:O [%e_x/zz}dx _ _[e—x/zzJ:o - 04+ e—t/22 = 0,1

eV2 =01 > -t/22 =1n(0,1) » -t/22 =-2,30 — t=50,6~51 minutos
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%’ﬂﬁg El nimero promedio de recepcién de solicitudes en una ventanilla de atencién al cliente es
ss—— de tres al dia.

a) éCual es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud exceda cinco dias?
b) éCual es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud sea menor de diez dias?

¢) éCual es la probabilidad de que el tiempo antes de recibir una solicitud sea menor de diez dias, si ya
han pasado cinco dias sin recibir solicitudes?

Solucion:
a) X ="Dias antes de recibir una solicitud", es una distribucién exponencial con parametro A =3
f(x) = 3e”®*  F(x) = PX<x) =1— e 3

PX>5) =1—-P(X<5) =1-F5 =1-(1-e3%) =P
b) P(X<10) = F(10) = 1—e 3% = 1™

P(5<X<10) _ F(10) - F(5) _ 1-e3) - (1-e")

c) P(X<10|X>5) =

P(X > 5) 1— F(5) e
-15 -30
e ~—¢€ -15

e—15

Adviértase que P(X< 10 | X>5) = P(X < 5) lo que significa que la variable aleatoria exponencial no

tiene memoria.

]
1

A
1%3%%1%: Para aprobar la asignatura de estadistica tedrica se realiza un test con veinte items.

Sabiendo que una persona determinada tiene una probabilidad de 0,8 de contestar bien cada item. Se
pide:

a) Probabilidad de que la primera pregunta que contesta bien sea la tercera que hace.

b) Para aprobar el test es necesario contestar diez items bien. ¢Cual es la probabilidad de que apruebe
al contestar el doceavo item?.

Solucién:

a) Lavariable X = "Numero de items que tiene que hacer hasta que responda uno bien" sigue una
distribucion de Pascal o geométrica.

X~G(0,8) p=0,8 q=0,2
P(X=3) = q°>.p = 0,22x0,8 = 0,032

b) La variable X = "NUmero de items que tiene que realizar hasta contestar 10 bien" sigue una
distribucion binomial negativa.

X~Bn(12,0,8) k=10 p=0,8 q=0,2
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10-1

PX=12) = ( ol

11 11!
Jo,sm.o,z2 = £9] 0,8°.0,2%? = x 0,8° 40,22 = 0,24

@ | Por prescripciéon médica, un enfermo debe hacer una toma de tres pildoras de un determinado
=t | medicamento.

De las doce pildoras que contiene el envase hay cuatro en malas condiciones. Se pide:

a) Probabilidad de que tome sélo una buena

b) Probabilidad de que de las tres pildoras de la toma al menos una esté en malas condiciones

c) éCual es el numero de pildoras que se espera tome el enfermo en buenas condiciones en cada toma?

d) Si existe otro envase que contenga cuarenta pildoras, de las que diez se encuentran en malas
condiciones. ¢Qué envase seria mas beneficioso para el enfermo?

Solucién:

a) Hay dos situaciones excluyentes (buena, no-buena).

La variable X = "NuUmero de pildoras buenas al tomar tres" sigue una distribucién hipergeométrica
X ~H(3, 12, 8) , en donde:

N =12 pildoras , n=3 pildoras

8buenas —» p=8/12 =12/3 2 q
N.p=12x— =8 N.g=12x—=4
4malas — q=4/12=1/3 3 3
N.p)(N.q 8)(4 4!
k n—k 1/12 8X2| 21 24
P(X=k) = — P(X=1) = = -~ - = 0,22

N 12 12! " 110
n 3 3! x9!
b) La probabilidad de que al menos una esté en malas condiciones equivale a la probabilidad de que a lo
sumo dos pildoras sean buenas. Por tanto:
2 24 56 82

P(X<2) = P(X=0)+ P(X=1) + P(X=2) = + + = = 0,75
110 110 110 110

[3](:)_ 1x4 _4x31x91 _ AxFx2 _ 2

P(X=0) = = = = = 0,02
(X=0) 12 12! 12! 17 x11x10 110
3 31x 9!
8\(4 8l
; 7
(2] (1] 2'x6'X4 8; x4 x3!x9! 56
P(X=2) = = — - = = = 0,51
( ) 12 12! 12! 110
3 3! x9!

Portal Estadistica Aplicada: Muestreo Poblaciones Infinitas 28



U \ Universidad Autonoma
I\ de Madrid

c¢) El nimero de pildoras que se espera que tome es la media de la distribucion:

2
Hy = N.p = 3x§ = 2 pildoras

d) Para tomar una decision, hay que calcular el nimero de pildoras esperado en buenas condiciones al
tomar tres del segundo envase.

30buenas — p =30/40 =0,75

N = 40 pildoras
10malas — q=10/40 = 0,25

py=n.p = 3 x 0,75 = 2,25 pildoras

El segundo envase es mas beneficioso para el enfermo.

Ovosiciones INC 481, | 3 probabilidad de que una sucursal de un Banco reciba un cheque sin fondos es del 1 %.
Estadisticos
Facultativos “ﬂ a) Siuna sucursal en una hora recibe 20 cheques, écual es la probabilidad de que reciba

algun cheque sin fondos en una hora?

b) Sila media del valor de los cheques sin fondos es de 580 € y la sucursal trabaja 6 horas diarias.
Calcular la cantidad total esperada de euros en un dia, correspondiente a los cheques sin fondo.

¢) El banco dispone de 12 sucursales en una determinada ciudad, écudl es la probabilidad de que al
menos 4 de las sucursales reciban algun cheque sin fondos en 1 hora?

d) Por un error informatico los sistemas de una sucursal del Banco detectan sélo la mitad de los cheques
sin fondos que reciben, écudl es la probabilidad de que esta sucursal reciba un cheque sin fondos
después de ser procesado por sus sistemas informaticos?

Solucién:

a) X="Ndmero de cheques sin fondos" sigue una distribucién binomial X ~B(20, 0,01)

20
P[X21] = 1-P[X<1] = 1-P[Xx=0] = 1—[0}( 0,01°x 0,99%° = 1-0,980 = 0,182

b) Numero esperado de cheques sin fondo en una hora: E(X) = np =20x0,01= 0,2
El nimero de cheques sin fondo que recibe en un dia: Y =6X
Numero esperado de cheques sin fondo en un dia: E(Y) = E(6X) = 6 E(X) = 6x0,2 = 1,2

Siendo la media del valor de estos 580 €, la cantidad total esperada de euros correspondiente a cheques
sin fondos enundiaes: 1,2 x 580 = 696 €

¢) La probabilidad de que una sucursal reciba algin cheque sin fondos en una hora es un suceso de
probabilidad 0,182.

Sea la variable aleatoria Z = "Numero de sucursales que reciben algin cheque sin fondo en una hora",
Z~B(12,0,182)

P[Z>4]=1-P[Z<4]=1-[P[X=0]+P[X=1]+P[X=2]+P[x=3]] =
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12 12 12
=1- K 0 } x 0,182°x 0,818 + [ ) } x0,182'x 0,818 + ( 5 ] x0,182%x 0,818 +

12
il ( X j xO,1823x0,8189} = 1-[0,0897 + 0,2396 + 0,2932 + 0,2174 | = 0,1611

d) La sucursal trabaja 6 horas al dia, por tanto recibe 6 x20 = 120 cheques en un dia.
Sea la variable aleatoria W = "Numero de cheques sin fondo en un dia", W ~B(120,0,01)

Probabilidad de recibir un cheque sin fondos en un dia antes de que se detecte informaticamente:
P[w=1] = (110} x 0,01'x 0,99**° = 0,3628

Como la sucursal detecta sélo el 50% de los cheques sin fondos que reciben:

P(Detectado sin fondos / Cheque sin fondos) = 1

Sean los sucesos: WSs = "Detectado cheque sin fondos"
CF ="Cheque con fondos" , SF ="Cheque sin fondos"

P(Wg: NSF) 1 1
P(Ws: / SF) = PWs; NSF) _ 1 — P(Wg;NSF) = = x0,01 = 0,005
P(SF) 2 2

Suponiendo que un cheque con fondos nunca es rechazado: P(W. /CF)=0

1
P(W;) = P(CF) x P(W,; / CF) + P(SF) x P(Wy; /SF) = 0,99 x0 + 0,01 X5 = 0,005
Sea V ="Numero de cheques sin fondos recibidos en un dia y no detectados", V ~B(120, 0,005)

120
P[v=1] = ( . Jx 0,005 "x 0,995'*° = 0,3304
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El peso (en gramos) de las cajas de cereales de una determinada marca sigue una distribucion
N(p,5). Se han tomado los pesos de 16 cajas seleccionadas aleatoriamente, y los resultados

/LINL

B obtenidos han sido:

506,508, 499, 503, 504, 510,497,512, 514, 505,493, 496, 506 , 502 , 509, 496.

a) Obtener los intervalos de confianza del 90% y 95% para la media poblacional.

b) Determinar cual seria el tamafio muestral necesario para conseguir, con un 95% de confianza, un
intervalo de longitud igual a 2 gramos.

¢) Suponiendo ahora que o es desconocida, calcular los intervalos de confianza para la media
poblacional al 90% y 95% .

Solucién:

a) Se trata de construir un intervalo de confianza para la media poblacional p de varianza conocida
o’ = 25. Elintervalo de confianza de nivel (1—a ) viene dado por:

) error ( 2
media estimacién (o] 2. 24/2+O
muestral  ——~— Li_o=2.24)p.—/—= > nNn=|—"7T—7
i - /n L,

li_,(p) = |: X =+ z —:| 3 -
- (1/2 \/F

. . . ‘. 9
L =Longitud o amplitud Error estimacion: € = z —

Zo/2 \/F

16
1

X =— x. = 503,75 z = 1,645 z = 1,96
16 i§=1, i 0,05 0,025

Intervalos de confianza solicitados:

5
logo (1) = | 503,75 % 1,645 —} = [501,69, 505,81 ] Lgg(p) = 505,81 501,69 = 4,12

16
[ 5
loos (1) = | 503,75 + 1,96 —} = [501,30, 506,20 ]  Lggs (1) = 506,20 501,30 = 4,9

NG

A medida que el nivel de confianza es mayor, aumenta longitud del intervalo.

b) Amplitud o _ o _ c 5 o 2. Z,/2-O ?
=|X+1z — |- | X—-2 — | = .2 L — o n=|—
Longitud “/2 [n “/2 o of20 o Amplitud

(2x1,96x5
n=——m—
2

2
j ~ 96 cajas de cereales

c) Se trata de construir un intervalo de confianza para la media poblacional p de varianza poblacional
desconocida, con muestras pequefias (n < 30).
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Cuasivarianza muestral: 2 = _Z(Xi —~X)? = 36,037 — Cuasidesviacién tipica: s, ~ 6
i=1

Intervalos de confianza solicitados:

6
lo.so () = | 503,75 + 1,753 — | = [ 501,12, 506,38 |

NEG

6
lo.gs (1) = | 503,75 £ 2,131—— | = [ 500,55, 506,95 |

NG

Sefialar que a mayor nivel de confianza (1— o ) mayor es la amplitud del intervalo, y, en consecuencia,
los intervalos de confianza son mayores.

La afluencia de visitantes a un parque durante un mes, medida a través de una muestra
% aleatoria durante 10 dias elegidos aleatoriamente, han sido los siguientes:

682,553, 555, 666,657,649, 522,568, 700, 552

Suponiendo que los niveles de afluencia siguen una distribuciéon normal, y que la desviacién tipica
muestral es de 56,99.

a) Se podria afirmar, con un 95 por ciento de confianza, que la afluencia media al parque es de 600
personas al mes.

b) Los adjudicatarios de la explotacidn al parque, en negociaciones con la Junta de Madrid, afirmaron
que la afluencia media era constante y que la dispersidn seria de unas 15 personas. {Queda esta
afirmacién probada con los datos disponibles con un 95% de confianza?

Solucién:

a) Se trata intervalo de confianza para la media p de una distribuciéon normal de varianza poblacional
desconocida siendo la muestra pequefia n < 30

n.oc

n.oi=(n-1).s2 - s=
n-1

10.56,992

Lo (n) = [Y t tys (o1 %} s? = ey = 360873 o s, = ./3608,73 = 60,07

te/2,n-1) = toos; 9= 2,262
1
X = Ein = 610,04 s, = 60,07

i=1
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60,07 60,07 60,07
los (1) = [610,04 + 2,262 } = [610,04—2,262 " 610,04 + 2,262 } =
' V10 J10 J10

= [ 567,07, 653,01 |

Como 567,07 < 600 < 653,01 se puede afirmar que con un 95 por ciento de confianza la afluencia
media es de 600 personas al mes.

b) Intervalo de confianza para la varianza o> de una distribucién normal:

2 _
2 (n-1). s (n-1). s S = 300573 2 2
I1_a(6 ) = 2 ’ 1—(],:0,95 X(I/Z,(n—l)z Xolozslg = 19,023

2
Xa/2,(n-1) X1-a/2,(n-1) )

2
X1-a/2,(n-1) = Xo975,9 = 2,70

9x3608,73 9 x3608,73
19,023 2,70

loss(c”) = { } = [1707,33 , 12029,1]

lo,e5(0) = N 9’(1':(’38;3;3 , \/ 9";6;)3’73} = [\/1707,33,\/12029,1] = [41,32, 109,68 ]

15 ¢ |:41,32 , 109, 68:| — Elintervalo de la desviacion tipica no contiene el valor 15, con lo cual no
se puede afirmar con una confianza del 95% que la dispersion de afluencia sea de 15 personas.

El gasto diario en llamadas telefénicas de dos departamentos X e Y de una misma empresa sigue una
*{| distribucion normal, con gasto medio desconocido en ambos. Sin embargo, se conocen las
<1 desviaciones tipicas, que son 100 y 110 céntimos de euro para X e Y, respectivamente.

La direccidén ha observado que una muestra aleatoria de 20 dias, el gasto medio diario en llamadas
realizadas por el departamento X ha sido de 1100 céntimos, y de 1400 en el departamento Y.

Obtener un intervalo de confianza para la diferencia de gastos medios entre ambos departamentos.

Solucién:

La variables aleatorias siguen, respectivamente, las distribuciones normales N ( pu,,100) y N(p,,110).
El intervalo de confianza para la diferencia de medias (pn, — n,) con varianzas poblacionales conocidas
viene dado por la expresion:

[ 2 2 Gi = 1002 6% = 1102
X=1100 n,=20 y=1400 n, =20
L 1-a=0,90 o/2=0,05 z,,, = 1,645

|
—
x|
|
<|
~—
H
N
Q
~
N
+

o (= 1y) =

lo.go (Mg — H,) = | (1100 —1400) + (1,645)\/

100%> 110°
+
20 20

] = [ -354,68,-245,32 |
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El intervalo de confianza no cubre el O por 100, lo que indica que existe diferencia significativa en el
gasto de llamadas telefénicas.

uim k

Como el intervalo de confianza es negativo, se deduce que el gasto medio en llamadas telefénicas del
departamento Y es superior al del departamento X, con una confianza del 90 por ciento.

Se selecciona una muestra aleatoria de 600 familias, a las que se pregunta si tienen o no
ordenador en casa. Contestaron afirmativamente 240 familias. Obtener un intervalo de confianza
al nivel del 95% para la proporcién real de familias que poseen ordenador en casa.

Solucién:

La caracteristica en estudio es dicotédmica, hay que construir un intervalo de confianza para el parametro
p (proporcion) de la variable aleatoria binomial asociada al estudio de la caracteristica.

Como el tamafio de la muestra es suficientemente grande n = 600 se puede utilizar la aproximacién
normal.

o= lps 2 [p.(1-p)| [P=240/600=0,4 G=1-p=0,6 n=600
1-a - fel2 n 1-a=0,95 a=0,05 a/2=0,025 z,/, =2qqs= 1,96

[0,4.0,6
loss(p) = | 0,4 + 1,96 W} = [0,36, 0,44 |

Con una confianza del 95% se puede afirmar que las familias poseen ordenador entre el 36% y el 44%.

Segun los dirigentes del partido A, la intencién de voto del partido rival B, en Andalucia, es la
% misma que la que tiene en Madrid. Se realiza una encuesta a 100 personas en Andalucia de los
'& gue 25 mostraron su apoyo al partido B, y a otras 100 personas en Madrid de las que 30 se
inclinaron por el partido B.

a) Construir un intervalo de confianza del 90% para la proporcién de personas que votarian al partido B
en Andalucia

b) éA cuantas personas habria que encuestar para obtener un margen de error o error de estimacion
+ 2% al nivel de confianza anterior?.

c¢) Construir un intervalo de confianza al 90% para la diferencia de proporciones en la estimacion del
voto del partido B en las dos comunidades. éSe puede afirmar que los dirigentes del partido A tienen
razon?.

Solucién:

a) La caracteristica en estudio en ambas comunidades es dicotémica, hay que construir un intervalo de
confianza para el parametro p, (proporcion) de la variable aleatoria binomial asociada al estudio de la

caracteristica en la comunidad de Andalucia.

Como el tamafio de la muestra es suficientemente grande n, = 100 se puede utilizar la aproximacién
normal.
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61-(1—61)} {61=25/100=0.25 4,=1-p,=0,75 n, =100

l1_a(Py) = |:FA’1 T z4)2 n

/0,25.0,75
Io,go(p1) = |:0,25 + 1,645 Tj| = [0,179 , 0,321]

En Andalucia la intencién de voto del partido B se encuentra entre el 17,9% y 32,1%, con un nivel de
confianza del 90%.

b) La amplitud o longitud vendra dado por la férmula:

2
N p.(1-7p p.q
l1-a(P) ={p + a@%} - e2=(za/z %}

2 A A
z . .
dedonde, n = \2e/2) i (6. 4)
S

El caso mas desfavorable serd cuando p = q = 0,5

. (1,645)> x (0,5.0,5)
0,0004

Siendo €?= (+0,02)> = 0,0004 — ~ 1691

c) Se trata de un intervalo de confianza para la diferencia de parametros poblacionales (p, — p,) de

dos distribuciones binomiales, con el tamafio de las muestras suficientemente grandes,
n, = n,= 100 para utilizar la aproximacién normal.

A oa p, (1-py) P, (1-p,)
li_o(Py—py) = |:(p1_ p,) zalz\/ : L4 2 2
ny n,

p,=30/100=0,3 &, =1-p,=0,70 n, =100
1-0,=0,90 a=0,10 /2 = 0,05 z,,, = 205 = 1,645

0,25.0,75 N 0,3.0,70

| —p,) =1((0,25-0,3) + 1,645
os0(P1 = P2) {( ) \/ 100 100

} = [-0,153 , 0,053]

El intervalo de confianza cubre el cero, lo que indica que no existe diferencia significativa entre la
intencién de voto del partido B en ambas comunidades, con lo cual los dirigentes del partido A tienen
razén con una fiabilidad del 90%.
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ﬂ En un periddico leemos una encuesta de opinidn nacional realizada entre 1500 adultos seleccionados
&) aleatoriamente y que revela que el 43% piensa que estara peor econdmicamente el préximo afio.

uim k

La noticia decia que el margen de error de la encuesta era de =3 puntos porcentuales con una
confianza del 95%.

a) Indique razonadamente cual o cudles de las siguientes fuentes de error estan incluidas en el margen
de error de la encuesta:

i. Para hacer la encuesta se llamaba a nimeros de teléfono al azar y, por tanto, no se entrevistaba a
personas que no tenian teléfono.

ii. Al hacer la encuesta no se pudo contactar con ciertas personas cuyos nimeros de teléfono habian
sido elegidos.

iii. Hay una variacion porcentual debida al azar en la seleccidn aleatoria de los nimeros de teléfono.

b) Un intervalo de confianza del 90% basado en los resultados de dicha encuesta, é¢tendra un margen
menor, igual o mayor que 3 puntos porcentuales?. Explique la respuesta.

c) Sien la encuesta se hubiera entrevistado a 1000 personas en lugar de a 1500 (y se hubiera
encontrado también que el 43% pensaba que estarian peor econémicamente el préximo afio), éseria el
margen de error del intervalo de confianza del 95% menor, igual o mayor que puntos porcentuales?.
Explique la respuesta.

Solucién:

a) Cuando se elige una muestra se producen dos clases de errores:
= Error de muestreo que se cuantifica con la desviacidn tipica del estimador.
= Errores ajenos al muestreo (unidades vacias, unidades repetidas, falta de respuesta, etc.)

La fuente de error (i) no estd incluida en el margen de error de la encuesta, puede ser un error de disefio
de la muestra.

La fuente de error (ii) esta incluida, se trata de un error ajeno al muestreo (falta de respuesta).
La fuente de error (iii) estd incluida, se trata de un error de muestreo, error que se calcula:

Para estimar el pardmetro poblacional p (proporcion de individuos que estaran peor econémicamente el
proximo afio). Se toma una muestra aleatoria simple de tamafo n=1500. Como estimador del
pardametro poblacional p se utiliza el estadistico p (proporcién muestral)

El Intervalo de confianza para el parametro p de una distribuciéon binomial de parametros n, p, B(n, p)

o p.(1-p 5 .(1—p
li_a(P) =|P % 2,54 p.(1=p) Error de muestreo: €=z, p.(1-p)
n n

0,43 r] a = 1_6 = 0,57 ) n= 1500 ’ Za/z = 20,025 = 1,96

0,43 .0,57
€= 1,9, ———">= = 0,025 (2,5%)
1500

El error de muestreo es de +2,5 puntos porcentuales, el resto de +0,5 puntos porcentuales son

o>
Il

originados por errores ajenos al muestreo.
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[0,43.0,57
l,_,(p) = [0,43 + 1,96 W} = [0,43 + 0,025] = [0,405, 0,455]

Amplitud intervalo: A = 2e = 0,455-0,405 = 0,05

b) Cuando disminuye el nivel de confianza (1— a) aumenta el nivel de significacién a vy, en
consecuencia, z,, ,, €s menor.

Por tanto, el margen de error es menor y la longitud del intervalo ses mas pequefia.

1-=90% , a=0,01 , z,,, = z505 = 1,645

0,43 .0,57
e= 1,645, 2> _ 0,021 (2,1%)
1500
0,43 .0,57
l,_,(p) = [0,43 + 1,645,/W} = [0,43 + 0,021] = [0,409, 0,451]

Amplitud intervalo: A =2e = 0,451-0,409 = 0,042

c) Si disminuye el tamafio n de la muestra, con el mismo nivel de confianza ( mismo z, ,, ), el error de

muestreo aumenta.

D .(1-0p 0 .(1-p 0 .(1-p o pD.(1-0p
Simen > BU=B) BB BB ., [6.0-F
n m n m

0,57 , n=1000 , z,,, = Zggys = 1,96

[ 0,43 .0,57
€=19, ——— = 0,03 (3%)
1000

>
Il
o
|5
o
Il
[
o>
Il
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Una biblioteca desea estimar el porcentaje de libros infantiles que posee. La biblioteca esta
compuesta de 4 salas (Norte, Sur, Este y Oeste) con 2500, 2740, 4000 y 6900 libros,
respectivamente.

Se selecciona mediante muestreo estratificado aleatorio una muestra del 5% de los libros con afijacién
proporcional.

a) éCudntos libros, de cada una de las salas hay en la muestra?

b) Si en la muestra de la sala Sur hay 30 libros infantiles, é Cual es la estimacion de la proporcidn de
libros infantiles en esa sala?

c¢) Para un nivel de confianza del 90%, obtener el error maximo cometido con la estimacidn puntual
anterior. Justificar las respuestas.

Solucién:

a) Como la afijacidn es proporcional, el peso de cada estrato en la muestra es directamente

proporcional a los libros de la poblacién correspondiente.

Norte: 2500x0,05 =125 libros
Sur: 2740x0,05=137 libros
Este: 4000x 0,05 =200 libros

Oeste: 6900x 0,05 = 345 libros

Con afijacion proporcional la muestra es el 5% de cada sala:

- 30
b) Psur = 13—7 = 0,219

c) Intervalo de confianza para la estimacion puntual: 1 go(Ps,r) = {ﬁSur t 2,/ M}
’ n

n=137 Pg, = 0,219 @, =0,781 1-a=0,90 /2 =0,05 250 = 1,645

Peyr- O 0,219.0,781
Error de estimacién: € =z, 4| Psur-Gsur _ 1 645 \/ 137 - 0,0581
n
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En una ciudad se desea estimar la proporcién de hogares que reciclan sus envases de plastico.
La ciudad estd dividida en cuatro barrios (A, B, Cy D) con 800, 2000, 1200 y 1000 hogares
respectivamente.

uim &

Se selecciona mediante muestreo estratificado con afijacién proporcional una muestra de 400 hogares.

a) éCuantos hogares de cada uno de los barrios se incluirdn en la muestra?

b) Sien el barrio B, 64 hogares de la muestra reciclan, écudl es la estimacion de hogares que reciclan en
ese barrio?

¢) Proporcionar un intervalo de confianza al 95% para la estimacion puntual anterior.
Solucién:

a) Total de hogares = 800+ 2000 +1200+1000=5000 Muestra=400

400 n
Muestreo estratificado con afijacién proporcional: 5000 - (0,08) = ho_ M 3 _ M

800 2000 1200 1000

barrio A: 800x 0,08 =64 hogares
barrio B: 2000x 0,08 =160 hogares
barrioC: 1200x 0,08 =96 hogares
barrio D: 1000x 0,08 =80 hogares

Muestreo estratificado se aplica el 8% a cada barrio

64

b) FA)B=E=

0,4

¢) Un intervalo de confianza para la estimacion puntual del barrio B.

n=160 Py =0,4 §=0,6 1-a =095 &/2=0,025 250 = 1,96

n Pg - Q
lo,0s(Pg) = [ps t 2,02 %i| = |:0,4i 1,96

0,4.0,6

160 } =[0,4+0,076] = [0,324, 0,476
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Oposiciones INE ;ﬂ

Estadisticos “_“
Facultativos

uim k

La longitud (en mm.) de los tornillos fabricados diariamente por una maquina se distribuye
segun una Normal con media p desconocida y desviacion tipica o =2.

Un dia determinado se toma una muestra de 10 tornillos cuya longitud media resulté ser de 96 mm. Se
pide:

a) Calcular un intervalo de confianza al 99% para la longitud media.

b) Determinar el tamafio de la muestra que sera necesario para que un intervalo al 99% tuviera una
longitud igual a 2 mm.

Solucién:

a) Sea X = "Longitud en mm de tornillos fabricados en un dia", X = N(u, 2)

Se trata de un intervalo de confianza para la media p de una distribucién normal de varianza conocida.

- (n) = |:Y tz,), ii| n=10, c=2, x=96mm , z,,,= 25455 = 2,58

Jn

2
conloque, lgoq(p) = {96 + 2,58 —] = [96 + 1,632] = [94,368 , 97,632]

NED)

b) El tamano de la muestra necesario para que la longitud fuera igual a 2 mm seria:

2
Amplitud del intervalo: A = 2z, , % > 2 =2x2,58x— — n=(2x2,58?= 27
n

/n

i #t  Dos muestras independientes, ambas de tamaiio 7, de sendas distribuciones poblacionales

Estadisticos

& AW
ait/ Eﬁf{{;! normales de varianza comin o2 = 2 arrojan medias muestrales de 4,8 y 5,4,y varianzas
Phorhacivis 'm muestrales de 8,38 y 7,62, respectivamente.

Encontrar la expresidn que permitiria obtener un intervalo de confianza para p, — p, al nivel 0,95.

Solucién:

Se trata de un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales (p, — p,), con

varianzas poblacionales desconocidas pero iguales (ci = 62 = 6%), en muestras pequefias

y
(n,+n,=14) <30

1 1

lioo (B = M) = [ (X=V) £ to/s (nyeny—2)-Spe,| — +—
n, N,

(n,—1).53 +(n,—1).5%

s; es la media ponderada de las cuasivarianzas muestrales: szp = 5
n,+ n,—

Datos: n,=n,=7 X=4,8 0;=838 V=54 0;,=762 |ty g, ,=2179
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Siznl.cf _ 7x8,38 _ 9,78 s§="2'0§ _ 7x7,62 _ 8,89
n-1 6 n,—1 6

6x9,78 + 6x8,89
2 _ ’ ’ _ _ _
s = T =9,335 > s,=.9335=3,06

lo,gs (Mg — Hp) = |:( 4,8-54) + 2,179x3,06 x

N R

+17} = [-0,6 + 3,564 |

loos (M1 — 1p) = [—4,154 , 2,964:|

Como el intervalo de confianza cubre el 0 se puede afirmar las medias poblacionales son iguales con una
fiabilidad del 95%.

F
g

% Estadisticos m independientes entre si de tamafio 4 y 5.

Facultativos

Oposiciones INE
’i A E-]m —. De unadistribucién N(100, o) se toman dos muestras aleatorias simples
G :

Observaciones muestrales

Muestra 1 98 103,4 100,5 99,7
Muestra 2 97,8 101,3 97,9 100,7 100,3

4
Enlamuesral: X = 100,4 Z(xi ~ %) = 15,26
i=1

5
Enlamuesra2: y= 99,6 Z(yi ~y)? = 10,72
i=1

Calcular la P[(Y -y) 2 2:| ,donde X e Yy son las medias muestrales, indicando la distribucién muestral
necesaria para su calculo.

Solucién:

En el contraste para igualdad de medias poblacionales (in, — p, = 0) en que los tamafios muestrales

son pequefios n, + n, = 9 < 30 y las varianzas son desconocidas, pero iguales (ci = cg ) :

X~y
e
P n n

t(n1+n2—2) =

4 5
(n,—1).52 = Z(xi—i)2 =1526 (n,—1).s3 = Z(yi—v)2 = 10,72
i=1 i=1

5,2J es la media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:
,  (n—=1).s3 +(n,—1).55 1526 + 10,72

s = = =371 - s,=./3,71 =1,9265
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con lo que, tn in,—2) =t =

o X—y 2
P[x-y)=2]|="P > = P(t, 1,5475) = 0,0862
[x-91>2] [1,2923 1,2923) (& )

Interpolando en la tabla t-Student:

0,050- 0,10  1,895-1,4115 N -0,050
0,050 - « 1,895 — 1,5447 0,050 - «

= 1,3802 — o= 0,0862

Una agencia de alquiler de automdviles necesita estimar el nimero medio de kildmetros diarios que
realiza su flota de automdviles.

A tal fin, en varios dias de la semana se toma los recorridos de cien vehiculos de su flota y obtiene que
la media muestral es de 165 km/dia, y la cuasidesviacion estandar muestral de 6 km/dia. Se pide:

a) Bajo la hipétesis de normalidad de la caracteristica en estudio (niimero de kildémetros por dia),
construir un intervalo de confianza para la media de dicha distribucién a un nivel de confianza del 95 por
100.

b) Bajo la misma hipétesis de normalidad del apartado anterior, construir un intervalo de confianza del
90 por 100 para la varianza de dicha distribucion.

Solucién:
a) Se trata de construir un intervalo de confianza para la media de una distribucién normal N(u, o) de

varianza desconocida.
Como el tamafio de la muestra es grande, el intervalo de confianza sera:

I, (1) = [Y + zm%] X=165 s,=6 n=100 z50 = 1,96

I(p) = [165 + 1,96. } = [163,82 , 166,18 ]

6
/ 100

b) El Intervalo de confianza para la varianza poblacional:

’

(n—1) . s? (n-1).s?
|1—a(02) = |: . . X20,05,99 = 124 X20,95,99 =77

2 2
Xa/2,(n-1) X1-a/2,(n-1)

99 x 36 99 x 36
conlocual, 1(c?) = P2, 2222 = [28,74, 46,29]
124 77
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((()) El gasto diario en llamadas telefénicas de dos departamentos X e Y de una misma empresa sigue una
distribucion normal, con gasto medio desconocido en ambos.

Sin embargo, se conocen las desviaciones tipicas, que son 100 y 110 céntimos de euro paraXeY,
respectivamente.

La direccion ha observado que una muestra aleatoria de 20 dias, el gasto medio diario en llamadas
realizadas por el departamento X ha sido de 1100 céntimos, y de 1400 en el departamento Y.

Obtener un intervalo de confianza para la diferencia de gastos medios entre ambos departamentos.
Solucién:

La variables aleatorias siguen, respectivamente, las distribuciones normales N (pn,,100) y N(p,,110).
El intervalo de confianza para la diferencia de medias (p, — p,) con varianzas poblacionales conocidas
viene dado por la expresion:

c?=100> o©3=110°

2 2
(o} (o)
o (= 1) = [(X=V) £ 2., n—1+n—2 n, = 20 X=1100 n,=20 y=1400
1 2
@/2=0,05 z,,= 1,645
100%  110°
loso My — By) = | (1100 —1400) + (1,645) | = [-354,68,-245,32 ]

El intervalo de confianza no cubre el 0 indicando que existe diferencia significativa en el gasto de
llamadas telefénicas.

Como el intervalo de confianza es negativo, se deduce que el gasto medio en llamadas telefénicas del
departamento Y es superior al del departamento X, con una confianza del 90 por ciento.

%;- Una central de transformacién de productos lacteos recibe diariamente leche de dos granjas Ay B.

Para analizar la calidad de la leche, que sigue una ley normal, se extraen dos muestras al azar y se
analiza el contenido en materia grasa, obteniendo en porcentaje los resultados:

Granja A X, =8,7% si =1,02 (%) n, = 33
Granja B Xs = 10,9% sﬁ = 1,73 (%) ng = 27

Construir un intervalo de confianza del 95 por 100 para la diferencia del contenido medio en grasa de la
leche de ambas granjas.

Solucién:

Sea la variable aleatoria X, = "Contenido en grasa de la leche de la granja A' que sigue una
distribucién normal N (p, , 5, ) . Andlogamente, la variable aleatoria X; = "Contenido en grasa de la
leche de la granja B' sigue una distribucién normal N (g, o).
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Se trata de elaborar un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales (p, — pg) con

uim k

varianzas desconocidas y muestras grandes n, + ng = 33 + 27 = 60 > 30

1,02

+ 1,73

TR } =[-2,804%, —1,596% |

lo,05 (Ma —Hg) = |:( 8,7-10,9) £ 1,96

El intervalo no cubre el 0 %, indicando que existe diferencia significativa entre el contenido en grasa de
la leche de ambas granjas.

Por otra parte, se observa un mayor contenido en grasa en la leche de la granja B.

[ :‘_n__vi Un instituto de investigaciones agrondmicas siembra, en cinco parcelas diferentes, dos tipos de maiz
&E hibrido. Las producciones en quintales métricos por hectarea son:

1 2 3 4 5
Hibrido | 90 85 95 76 80
Hibrido Il 84 87 90 92 90

a) Construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas con un error de significacion de 0,10.

b) Construir un intervalo de confianza del 90% para la diferencia entre las producciones medias.
Solucién:

a) Sea la variable aleatoria X; = 'Produccién de maiz del hibrido I' que sigue una distribucién normal
N (p,, o). Andlogamente, la variable aleatoria X, ='Produccién de maiz del hibrido II' sigue una
distribucién normal N (p,, c,)
Al construir un intervalo de confianza para el cociente de varianzas se puede concluir si las varianzas
poblacionales desconocidas son o no distintas.
De modo que, si el intervalo de confianza para el cociente de varianzas (ci /c%) cubre al punto 1 se
puede partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.

s3/ 5 s3/ 5

2 2
|1—a(61/62) = F -
a/2;(ng-1),(ny; - 1) (1-a/2);(n;g—-1),(ny; - 1)

1

a2t ) T /2; (=1, (ny-1)
o y \np— LS

n=5 X,=8520 s =577 o/2=0,05
Enelcaso, n,=5 x,=88,6 s5=9,8 s /s)=57,7/9,8=5,89
Foos; 4,4 =6,3883  Foos. 4. 4= 1/Fy0s.4.4= 1/6,3883 = 0,1565
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5,89 5,89
|o,9o(5i/°'§) = |:6 3883 ' O 1565:| = [0:92. 37,64]

El intervalo cubre el uno, y se concluye que las varianzas poblacionales son desconocidas e iguales, con
una fiabilidad del 90%.

b) Se trata de un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales (p, — p,) con
varianzas poblacionales desconocidas pero iguales, con muestras pequefias n, + n, = 10 < 30.

_ _ 1 1
I1—a(u1_u2)= (X_Y)i t(X/Z,(n1+n2—2)'sp' n_+n—
1 2

donde, sf, =media ponderada de las cuasivarianzas muestrales:

; _(m=1).sh+(np—1).55 ., _ 4x57,7 + 4x9,8

= 33,75 - s, =581
n=n,=5 %=8520 ¥ =886 t,/, (n.in -2)= togss= 1860

1 1
lo,60 (M1 — Bp) = |(85,20-88,6) + 1,860 5,81 R E} = [-10,23, 3,43 |

El intervalo de confianza cubre el cero, por lo que con una fiabilidad del 90% se puede decir que no
existe diferencia significativa entre las producciones medias.

== Un fabricante de televisores esta desarrollando un nuevo modelo de televisor en color, y para este fin
=" se pueden utilizar dos tipos de esquemas transistorizados.

El fabricante selecciona una muestra de esquemas transistorizados del primer tipo de tamafio 16, y otra
del segundo tipo de tamafio 13.

Los datos muestrales respecto a la vida media de cada esquema son los siguientes:

X, = 1400 horas s, =30 horas n,=16
X, = 1500 horas s, =17 horas n,=13

Construir un intervalo de confianza del 90% para la diferencia de vida media de cada tipo de esquema.
Solucion:

a) Lavariable aleatoria X; ="Vida media del primer esquema" sigue una distribucién normal
N (u,, o,) . Andlogamente, la variable aleatoria X, = 'Vida media del segundo esquema" sigue una
distribucién normal N (u,, c,)

Hay que construir un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales (p, — p,) con

varianzas poblacionales desconocidas, y se desconoce si distintas o no, siendo las muestras pequefias
n,+n, =29 <30

Portal Estadistica Aplicada: Muestreo Poblaciones Infinitas 45



U \ Lniversidad Automoma
g de Madrid

Para dilucidar si las varianzas poblacionales desconocidas son o no distintas, se construye primero un

uim k

intervalo de confianza para el cociente de varianzas (o3 /cg ), de modo que si el intervalo cubre al

punto 1 se puede partir de que las varianzas son desconocidas pero iguales.
Intervalo de confianza para el cociente de varianzas:

2 2 2 2
| 2 2 _ S1/52 51/52
1—(1(01/0'2)— F ©E
a/2;(np—1),(ny-1) (1-a/2);(ng—-1),(ny-1)

Se tienen los datos:

n=16 s} =302=900 n,=13 s =17?=289 s/s3=900/289 = 3,114
Fos; 15,12 = 2,6169 Foos; 15,12 = 1/Fo,05; 12,15 ~ 1/2,4753 = 0,404

3,114 3,114
dedonde, l,q.(0% /0%) = | , — =[1,19, 7,71
o0l 1/ 2) [2,6169 o,404} [ ]

El intervalo no cubre el punto uno, y por tanto las varianzas poblacionales son desconocidas y distintas
con una fiabilidad del 90%.

La situacién es un intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales (p; — p,) con
varianzas poblacionales desconocidas y distintas, con muestras pequefias n, + n, < 30

2 2
S Sy

|1—(1(u1_u2) =|(x-y) % t(x/Z,f n_+E
1

donde,

2 2 2 2 2
s2=302=900 n,=16 s/n,=900/16=56,25 (s?/n,) = 3164,06

2
s2=172=289 n,=13 s2/n,=289/13=22,23 (s?/n,) = 494,17

2 2 2 2 2 2 2
S n S n
(si/ny)” — 186,12 (s2/ms) — 35,298 3143 | = 159,11
17 14 n, n,
f (aproximacion de Welch):
2
[521 522}
P + P
n n 6159,11
_ 21 2 ~ -2 = — 2 =2582~26
&2 §2 186,12 + 35,298
1 2
n, n,
+

[900 = 289
lo,00 (B — Bp) = [(1400—1500) 1,706 [ =+ ?} = [-115,113, — 84,887
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El intervalo no cubre el cero, concluyendo que existe diferencia significativa entre la vida media de cada
esquema, siendo mayor la vida media del segundo esquema con una fiabilidad del 90%.

!'g » Unequipo de investigacién médica estd interesado en ver si una nueva droga reduce el colesterol
X \i" i en la sangre. Con tal fin toma una muestra de diez pacientes y determina el contenido de
WNde colesterol en la sangre antes y después del tratamiento.

Los datos muestrales expresados en miligramos por 100 mililitros son los siguientes:

Paciente 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 217 252 229 200 209 213 215 260 232 216
Después 209 241 230 208 206 211 209 228 224 203

Construir un intervalo de confianza del 95 por 100 para la diferencia del contenido medio de colesterol
en la sangre antes y después del tratamiento.

Solucién:

Se trata de datos apareados en los que no existe independencia entre las muestras.

- s
El intervalo de confianza con muestra pequefia(n =10 < 30): | = {d t ty/2, (n-1) Td}
n

S_1% , _ 1§ 512

donde d es la media de las diferencias y s, la desviacion estandar de estas diferencias.

X = "Antes" 217 | 252 | 229 | 200 | 209 | 213 | 215 | 260 | 232 | 216
Y="Después" | 209 | 241 | 230 | 208 | 206 | 211 | 209 | 228 | 224 | 203
d=x-vy, 8 11 | -1 | -8 3 2 6 32 8 13

n=10 d=7,40 s} =112,1481 s, =10,59 t,,, (n_1) = toos o = 2,262

10,59}

I (ny—pn,) =17,40 £ 2,262 . = |-0,17, 14,97
0,05 \H1 — K, |: \/B |: :|

El intervalo abarca el cero, por lo que no existe diferencia significativa en la diferencia del contenido
medio del colesterol antes y después del tratamiento, con una fiabilidad del 95%.
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Sea una variable aleatoria X procedente de una poblacion con densidad de probabilidad N(u, 5).

uim k

Efectuadas dos hipétesis sobre el valorde p: Hy: p=12 H;: p=15
Mediante un muestreo aleatorio simple de tamafio 25, se contrasta la hipétesis H, respecto de la
hipétesis H,, estableciéndose que si la media muestral es menor que 14 se aceptaria la hipétesis nula.
Determinar:
a) La probabilidad de cometer el error tipo |
b) La probabilidad de cometer el error tipo Il
c) La potencia del contraste

Solucion:

a) Se trata de un contraste unilateral de hipétesis a la derecha sobre la media poblacional

_ 5 H, H, 5
x~N|12, = N(12,1} x~N| 15, = N(15,1])

2
e

Hp: u=12 H;: n=15

12 14 15

R.A. R.C.

... | x<14 seaceptaH, = regidnaceptacionR.A.
Regla de decisiéon < _ L
X>14 serechazaH, = regidn criticaR.C.

La distribucién de la media muestral x de tamafo 25 bajo la hipétesis nula y la hipétesis alternativa
viene dada:

H, : Y~N{uo,i]=N[12,L}= N(12,1) H,: Y~N[u1,i}=N{15,i}= N(15, 1)

/n

N I R

Error Tipo I: o = P(ET ) = P(Rechazar H, / H, Cierta)

NES

o =P(ET )=P[X>14|Hy: p=12] =

_ P|:z > 14112] — P(z>2) = 0,0228

o.=0,0228
12 14 15 X

H, se rechaza cuando es cierta el 2,28% de los casos

b) Error Tipoll: B = P(ETIl) = P(Aceptar H, / H, Falsa)

14-15

B=PETI)=P[X<14|H :p=15]= P|:z < } =P(z<-1) =P(z> 1) = 0,1587
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H, se acepta cuando es falsa
el 15,87% de los casos.

p=0,1587

=|

12 14 15
c) Potencia del Contraste: Potencia = P[Rechazar Ho |H0 Falsa] =1-8

1— B = P[Rechazar H, |H, Falsa| = 1— 0,1587 = 0,8413  (Bondad del tipo de ajuste)

O bien,

P[x>14|N(15,1) ] = P{i_lls > 14I15} =P[z>-1]=1-P[z<-1] =

1-P[z<-1] = 1-P[z>1] = 1 - 0,1587 = 0,8413

Potencia

H, se rechaza cuando es falsa el 84,13% de los casos

Resaltar que es mas grave cometer un Error Tipo | (al) que un Error Tipo Il (B)

Sea una variable aleatoria X procedente de una poblacién con densidad de probabilidad N(u, 4). Se
quiere contrastar la hipotesis nula H,: p = 10 frente a la hipdtesis alternativa H,;: p= 12, conun
nivel de significacién o =0,05, con un muestreo simple de tamaiio 25.

Determinar:

a) Probabilidad de cometer el error tipo Il

b) Potencia del contraste
Solucién:

.., |x<k seaceptaH, — regionaceptacion(R.A.)
a) Regla de decisién < _ L
x>k serechazaH, — regiéncritica(R.C.)

Hipdtesis sobre la media poblacional (contraste unilateral a la derecha):

4
%~N| 12, —— |= N{12;0,8)

H, H,

in-NllO, 4 ]: N{10;0,8)

=

=|

10 k 12

R.A. R.C.

Distribucion de la media muestral X de tamafio n =25 bajo la hipdtesis nula y alternativa,
respectivamente:

(o) (o)

Ho: X ~ N[uo,ﬁ}zN{lo,%}zN(lo,Oﬁ) Hy: X ~ N[ul,ﬁ}N{n,%}: N(12, 0,8)
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Para hallar el valor critico k se recurre al Error Tipol: a = P[ET I:| = P[Rechazar H, / Hy cierta:| = 0,05

uim k

k—-10 k—10

o =P[ETI]=P[ X>k|Hy: po=10] = P[z > }: 0,05 = 1,645 — k=11,316

’ 7’

z~n| 10, ~2_ |= nj10: 0,8 * Hy - 4
X~ ,E = N{10;0,8) X ~N 12’\4'5 = N{12;0,8)

=|

10 k=11,316 12

R.A. R.C.
Error Tipoll: B= P[ET II:|= P|:Aceptar H, /H, Falsa:|

_ 11,316-12
B=P[ET II]=P[X<11,316 [H, : p, =12]= P[z < T} = P(z<-0,855)= 0,1963

7

N{10;0,8) /é%nz;o,a}

60,1968 < 1-p=0,8037 3
- F

el 'r =
10 k=11,316 12

=

b) Potencia del Contraste: Potencia = P[Rechazar Ho |H0 Falsa:l =1-B=1-0,1963 = 0,8037

La potencia de un contraste es la probabilidad de acertar cuando la hipétesis nula es falsa, a diferencia
del nivel de significacidn del contraste que se prefiere que sea bajo, se prefiere que la potencia del
contraste sea elevada.

Un laboratorio farmacéutico quiere lanzar un nuevo medicamento para la hipertension, llamado
Hipotensil.

El director de dicho laboratorio cree que la eficacia del medicamento seria de un 95%, medida ésta
como la proporcidn de pacientes a los que se les suministra y que experimentan una mejoria.

Sin embargo, el inspector de sanidad del Ministerio no es tan optimista y opina que la eficacia es sélo del
85%. Para analizar la eficacia del medicamento antes de su comercializacidn, se selecciona una muestra
aleatoria de 500 pacientes, a los que se les administra Hipotensil, de los cuales mejoran 467.

¢éTiene razon el director del laboratorio?. Suponga un nivel de significacion del 5%.

Solucién:
Sea la variable aleatoria X = "Eficacia Hipotensil" ~ B(1, p)
Las hipdtesis sobre la proporcion (contraste unilateral izquierda): H,: p, = 0,95 H;: p, = 0,85

L . p>k seacepta H, (R.A.)
Regla de decisién para el valor critico k < .,
p <k serechaza H, (R.C.)
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= = H H
. 0,33.0,13 1 2 0.95.0 05
~N| 0,85, [ . »93.0,
P [ Y s00 ] Ps N[ﬂ,g-‘n 500
- -p
0,85 k 0,95
11
R.C. R.A. "
n
Teorema
X; Central Limite
. . . P S i=1 p.q
La distribucion en el muestreo del estadistico p = ~ Nl p,.—
n n

] 0,95x0,05

Bajo la hipétesis Hy: o ~ N {0,95, ,/#} = N(0,95, 0,00974)
. 0,85x0,15

Bajo la hipdtesis H: p, ~ N {0,85, ,/#} = N(0,85, 0,01597)

Se determina el valor critico k a partir del nivel de significacion o :

oc=P|:ET I:|=P[RechazarHo| Ho Cierta] = P[|5<k] = P|:z< k_ﬁ} = P|:Z>L5_k:| = 0,05

0,00974 ~ 0,00974
0,95 -k
Tablanormal N(0,1): ——— =1,645 —> k= 0,95-(0,00974 x 1,645) = 0,9339
0,00974
— H H
. _ ||0,B:a.0,l:; L 2 . 0,95.0,05
pl--NI:O,B:, T:l P;,“'NI:QJ-B:-H %:l

0,85 0,9339 0,934 0,95 P
! R.C. t R.A. i
L p > 0,9339 se acepta H, (R.A.)
Regla de decision: <
p < 0,9339 serechaza H, (R.C.)
467

El valor del estadistico muestral p (evidencia empirica) es p = =00 = 0,934

Siendo p = 0,934 > 0,9339, se concluye que existe evidencia empirica suficiente para aceptar la
hipotesis nula H, . Es decir, el Hipotensil es eficaz en un 95% de los casos.
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Un portal e-business sabe que el 60% de todos sus visitantes a la web estan interesados en adquirir sus
productos pero no reacios al comercio electrénico y no realizan finalmente la compra via internet.

uim k

Sin embargo, en la direccién del portal se piensa que en el dltimo afo, el porcentaje de gente que esta
dispuesta a comprar por internet ha aumentado y esto se debe reflejar en sus resultados empresariales.

a) Contrastar con un nivel de significacion del 2%, si en el ultimo afio se ha reducido el porcentaje de
gente que no esta dispuesta a comprar por internet, si para ello se tomé una muestra de 500 visitantes
para conocer su opinion y se observé que el 55% no estaba dispuesto a realizar compras via on-line.

b) Realizar el contraste con el p_valor
Solucién:

Sea el parametro p = "Proporcion del nimero de visitantes al portal".

Al realizar el contraste sobre la proporcion, se parte de una muestra aleatoria (x;, X,, *** , Xgo9), donde
X~ B(l, p)
500
La distribucién del pardmetro muestral p = in / n al ser de tamafio suficientemente grande n =500
i=1
y estar p definido como suma de variables independientes entre si segiin una distribucién de Bernouilli
500

5

B(1,p), por el teorema central del limite (TCL) se puede aproximar p = =1 . N(p, m)
n n

Se establecen las hipétesis: H,:p=0,6 H;:p<0,6

L p>k se aceptaH,
Se trata de un contraste unilateral por la izquierda  Regla de decisién: <,
p<k serechazaH,

0,6x 0,4

500 j: N(0,6, 0,022)

Bajo la hipétesis nula: p ~ N[O,G,

A partir del nivel de significacion o = 0,02 se determina el valor critico k:

p-0,6 k=061 _
0,022 ~ 0,022

_plz< K206 _pl, s 26K 0,02 — 06—k _ 2,055 — k=0,555
0,022 0,022 22

o = P[Rechazar Hy| H, Cierta| = P[ p<k|N(0,6, 0,022) | = P{

’

El valor del estadistico muestral (evidencia empirica) es p = 0,55 < 0,555, rechazando la hipétesis

nula. En conclusién, existe evidencia empirica que la proporcion de visitantes al portal que estan
dispuestos a comprar on-line ha disminuido, es decir, el porcentaje de visitantes que son reacios a
comprar por internet ha aumentado.

b) El p_valor es el nivel de significacion mas pequefio posible que puede escogerse para el que todavia
se aceptaria la hipétesis alternativa con las observaciones actuales.

Paquetes Estadisticos proporcionan el significance level (nivel de significaciéon) cuando se refieren en
realidad al p_valor (p_value).
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o, = p_valor = P[Rechazar el estadistico muestral observado / H, es Cierta]

p—0,6 < 0,55-0,6
0,022 0,022

o

= P[|6<0,55| N(0,6, 0,022)] = P[ } = P(z <-2,27) =

= P(z > 2,27) = 0,0116

Siendo a,, = 0,0116 < a = 0,02 se rechaza la hipétesis nula a un nivel de significacion del 2%

Determinar si en una ciudad el 20% o el 30% de las familias dispone de lavavajillas; para dilucidarlo se
toma al azar una muestra de 400 familias de la mencionada ciudad y se adopta el criterio de si
en la muestra hay menos de 100 familias con lavavajillas, se rechaza que el 20% de las familias poseen el
mencionado electrodoméstico. Se pide:

a) Nivel de significacion del test.
b) Potencia del test.
Solucion:

a) Sea el parametro p =" Proporcién de familias con lavavajillas"
Se realiza un contraste sobre una proporcién se parte de una muestra aleatoria (X;,X,, --- ,X,) de
tamafio n =400, donde X ~B(1, p).

Para calcular la probabilidad interesa conocer la distribucién del parametro muestral

n

>x

o1 1 silafamilia tiene lavavajillas

p = donde X, ={

n 0 silafamiliano tienelavavajillas

Al ser el tamafio suficientemente grande n =400 y estar definido p como suma de variables
independientes segln una distribucién de Bernouilli B(1, p), se tiene:

n
Teorema
X; central Limite
f_%

La distribucién en el muestreo del estadistico p = =1 ~ N {p, E}
n n
.| 0,2x0,8
Bajo la hipétesis Hy: p ~ N| 0,2, ,|—“~—= |= N(0,2, 0,02)
I 400
] 0,3x0,7
Bajo la hipétesis H;: p ~ N| 0,3, ;T} = N(0,3, 0,0229)

Se establecen las hipétesis: H,: p=0,2 H,: p<0,3

100
Por el lema de Neyman-Pearson, la regla de decisién del muestreo k = 200 =0,25 es:

p < 0,25 SeaceptaH, (R.A.)
p > 0,25 SerechazaH, (R.C.)
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Bajo la hipétesis nula, con el valor critico k = 0,25, se determina el nivel de significaciéon o :

H H
" 0,2.0,3 a 1 0.3.07
p~N[0,2, —] ceNlo s 222t
'\' 400 P ! ’\J 400

0,2 0,25 0,3 X

R.A. R.C.

o= P[ET1] = P[Rechazar H, / H, Cierta] = P[p > 0,25 / H, Cierta] =
p-0,2 _ 0,25-0,2
0,02 0,02

= P[p 2 0,25/ N(0,2,0,02)] = P[ } = P[z > 2,5] = 0,00621
b) Potencia = P[Rechazar Ho | H, Falsa} = 1-P = 1- P[Aceptar H, / H, Falsa]

p—-0,3 . 0.25-0,3
0,0229 = 0,0229

B = P[ET Il] = P[ p<0,25/N(0,3,0,0229)] = P|: } = P[2<-2,1822] =

= P[z > 2,1822] = 0,0144
En consecuencia, bondad del tipo de ajuste:
Pot=1- B = P|Rechazar H, | H, Falsa| = 1-0,0144 = 0,9856

La potencia de un contraste es la probabilidad de acertar cuando la hipétesis nula es falsa, en
consecuencia se desea que la potencia del contraste sea elevada.

Las especificaciones de un tipo de bascula aseguran que los errores de los pesajes siguen una
distribucion N(0, o). Se quiere contrastar la afirmacidon sobre la dispersion que es igual a la unidad,

frente a una hipétesis alternativa de que es el doble.

Para ello se realizan 5 pesajes en las que el error cometido resultéser: 1 0,9 -0,2 1,4 -0,7

Para un nivel de significacion del 5% se pide enunciar una regla de decision (obtener la regidn critica) e
indicar que hipétesis resulta aceptada.

Solucién:

Sea la variable aleatoria X ="' Errores en el peso' X ~ N(0, o)

2 2
o ) Varianza muestral o’ , G -1
Distribucién en el muestreo: y;,_; = - — = 5y > Ox=——
Varianza teorica (o/ \/ﬁ) n
Se establecen las hipétesis: H,: o = 1 H: o’ = 4
2 2
. 4.
Bajo la hipétesis: H,: o2 = % Hy: o2 = %
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Regla de decision:

X

o2 < k seaceptaH,
o2 > k serechazaH,

]

R.A. R.C.

El valor critico k se determina a partir del nivel de significacion a. (Error Tipo I):

a = P[Rechazar H, ‘ H, Cierta] = P[o2 >k ‘ H, Cierta] = P[ o2 >k‘ o?=1] =
X
=P ?4> k|= P[ij Sk] = 0,05 —XPEron . gy _ 9488 > k=1,808

Se compara el valor critico k =1,898 con la evidencia muestral

5
X, 1 09 | -0,2 | 14 | -07 Y:Z%ZO,%
i=1
5 X-Z
X2 1 0,81 | 0,04 | 1,96 | 0,49 Z?'=o,ss
i=1
2
5 x2 5 X
2 -y T fa 1 I
of = 2o | 2o | = 0,629
i=1 i=1

Como ci = 0,6296 < 1,898 se situa en la region de aceptacion (R.A), con un nivel de confianza del
95% no se puede rechazar la hipétesis de que la dispersion sea 1.

En una poblacién N(5, 6) se quiere contrastar la hipétesis nula H,: 6* =2 frente a la hipétesis

alternativa H,: o? = 3, con un nivel de significacion o = 0,025, con una muestra aleatoria simple de
tamaiio 10:

51 6,2 4 2,8 2,9 5,6 3,7 3,4 2,5 5,2

Hallar la potencia del contraste.

Solucién:
2 2

e ) Varianza muestral o’ , O o1

Distribucién en el muestreo: y,_, = - — = ; > Oy=—"——
Varianza teorica (o/ \/H) n
HipStesis: Hy: o” = 2 Hy: o°= 3
202 ol 3. 92

Bajo la hipétesis: H,: o2 = 9 = 2 H:oi= 28

jota T 10 5 YT 10
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Regla de decision:

{0'2 < k seaceptaH,

X =

o2 > k serechazaH,

El valor critico k se determina a partir del nivel de significacién o (Error Tipo I):

o= P[Rechazar HO‘ Hy Cierta:| = P[ci >k‘ Ho Cierta] = P[ci >k‘ o’ =2] =
i )
=P ?9>k = P[x;>5k}=o,025 X Pearson ,  5k=19,023 — k=3,8046

Se compara el valor critico k =3,8046 con la evidencia muestral:

— X;
15162 |a|28|29] 56 |37 | 38| 25|52 |x=) =414

X;
x? | 2601|3844 | 16 | 7,84 | 8,41 | 31,36 | 13,69 | 11,56 | 6,25 | 27,04 Z$=18,66

10 2 10
2 X; X; 2
o’ = z i B z — | = 18,66 —4,14* = 1,5204
X 10 ~ 10

Siendo oi = 1,5204 < 3,8046 se situa en la regidon de aceptacion (R.A), con un nivel de confianza del
97,5% se acepta que la la varianza es 2.

ol = 1,5204 < 3,8046

Se acepta la hipétesis nula.

o' =1,5204 3,8046

R.A. R.C.

De otra parte, la potencia del contraste:
2

3.x
Potencia = P[Rechazar Hy | Hy FaIsa] = P[AceptarH1 H, Cierta] =P 109 > 3,8046 | =

= P x§ 212,682 | = 0,252

Abscisas Areas
2,002.0,80

=0,252
10,516

4,168 — 14,684 «—> 0,90 -0,10 |-10,516 «<— 0,80 — x=0,10+

12,682 — 14,684 «—» x-0410 | 2002 <— x-0,0
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El propietario de un automdvil sospecha que su vehiculo segin una ley normal tiene un consumo
medio de combustible en carretera superior a los 5,6 litros /100 km., que es lo que el fabricante indica
en su publicidad.

Para apoyar empiricamente su sospecha observa el consumo medio en 11 viajes seleccionados
aleatoriamente entre todos los que realiza en el aiio, obteniendo los siguientes resultados:

6,1 65 51 6 59 5,2 58 5,3 6,2 59 6,3
Se pide:
a) éEstan fundadas las sospechas del propietario a un nivel de significacion del 1%?

b) Calcula el p_valor

¢) ¢éEn cudntas ocasiones deberia observarse el consumo medio para que con un nivel de confianza del
99% se detectase un consumo medio de 5,9 litros/100 km?

Solucién:

a) En el muestreo de una poblacién normal N(u, ) con varianza poblacional desconocida, con un

o o . _ s c
tamafio muestral pequefio n <30, la media muestral X ~ t,_, [u, —XJ =t,_, [u, X J

I Jn-1

El fabricante afirma que H,: p< 5,6 y el propietario del vehiculo cree que H,: u>5,6

Se trata, pues, de un contraste unilateral (cola a la derecha)

Regla de decision:

X <k seaceptaH,
X >k serechazaH,

5,6 k >5,6

R.A. R.C.

La media muestral bajo la hipétesis nula sigue una distribucién t —Student con (n—1) grados de

0,4612

libertad: t,, [5,6, W} =t (5,6, 0,139)

Con los datos muestrales:

X; 6,1 6,5 51 6 5,9 5,2 5,8 53 6,2 5,9 6,3

x> |37,21|42,25|26,01 | 36 |[34,81|27,04 33,64 |28,09 38,44 | 34,81 | 39,69

2
11 11 2 11 2
- X 64,3 2 X; X; 377,99 (64,3
X =)= =58454 o, =) L -| )| = - = 0,19339
i;11 11 X ; 1 ;11 11 ( 11

2
n. 11x0,19339
n.ol=(n-1).s> — > =% _ 22X

. = (n—1) = 10 = 0,21273 —» s5,=,/0,21273 = 0,4612
n_

El valor critico k, bajo la hipétesis nula, se calcula a partir del nivel de significaciéon o= 0,01 :
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o = P[Rechazar HO‘ Ho Cierta:| = P[X>k | H, Cierta] = P[x > k| Ho=5,6]=

- _ k — k — k—
_ P[x 5,6 5,6} _ P[tm> 55} 001 5 202764 > k59842

0,139 0,139 0,139

?

Siendo x =5,8454 < 5,9842 no se puede rechazar la hipdtesis nula H,, con lo que se acepta las
afirmaciones del fabricante sobre el consumo medio del automovil.

b) El p_valor (a,) es el nivel de significacién mas pequefio posible que puede escogerse para el que

todavia se aceptaria la hipétesis alternativa con las observaciones actuales.

Si o, > o se acepta la hipdtesis nula H,

a, = p_valor = P[Rechazar el estadistico muestral observado / H, Cierta] =

P[X > 5,8454 | H, Cierta| = P[X>5,8454 | ,,(5,6, 0,139)] =

x-5,6 > 5,8454-5,6
0,139 0,139

} = P[ty, >1,765] =0,055

En la tabla de la t— Student 1,372-1,812 1,765-1,812 - x=0,055
nlatabladela T —>tuden 0,10—0,05 x—0,05 ’

Si o, =0,055 > 0=0,01 se acepta la hipétesis nulaH,

H, H,

Para un nivel de significacion
a.=0,01, el p-valor
a, = 0,055 >0 =0,01,

aceptando la hipétesis nula.

t =1,765 t,  ,, =2,764

0,055, 10 0,01,1
Es decir, con un nivel de confianza del 99% se acepta que el consumo medio de combustible en carretera
superior es de 5,6 litros /100 km.
c) En esta ocasidn se plantea la cuestion P(x >k / n=5,9)

-5,

JAn

><I
©

Como el tamafio muestral es desconocido, el estadistico # t,, nosigue una t—Student con

(%]

10 grados de libertad.

-5,6
Conociendo que P|: X >2 764:| = 0,01, se recurre a la siguiente estrategia:
so/n
X -5,9+0,3
P[Xx>k/pn=59]= X >2764|u 59| = p| X > 2,764 | =
s\ T

X

X-59 ~5,9 0,3
—p > 2,764 | = P| ——F—= >2,764 — ——| = 0,99
{ s/yn s /( } Lx/ﬁ sx/ﬁ}

Portal Estadistica Aplicada: Muestreo Poblaciones Infinitas 58



U \ Universidad Autonoma
I\ de Madrid

resultando, P X=59 < 2,764 —

0,3
s/ Sn
En un punto donde no se pueden utilizar las tablas de la t—Student porque no se conoce el tamafo de

la muestra. Para ello, se supone que el tamafio es suficientemente grande para que pueda ser aceptable
la aproximacion de la t mediante la distribucién normal.

= 0,01

Con la aproximacién normal y con la simetria de la N(0, 1):

0,3

a=0,01 ©=0,01 p|lz<2,764 - = 0,01 — 2,764- = -2,327

0,3
I R S n
~2,327=—1,_ 2, =2,327 A
(5,091). SXT

=5,091 > n=
0,3

0,3
S, / AN
Otra vez en un callején sin salida, ain es necesario conocer la cuasidesviacion tipica de una muestra sin
saber su tamaiio.

Se puede dar una salida, suponiendo que la cuasidesviacidn tipica de esta nueva muestra es igual a la
obtenida en la muestra anterior s, =0,4612.

(5,091) x (0,4612)
0,3

2
En este caso, n = { } = 61,255

Para mayor seguridad en el logro del objetivo, se redondea con el entero inmediato superior, esto es, el
tamanio de la muestra es 62.

El directorio de uno de los grandes operadores de Internet esta considerando la posibilidad de ofrecer
tarifa plana a sus clientes. Segtin sus conocimientos sobre el tema, sabe que esta trabajando con una
variable aleatoria que se distribuye como una normal.

Mantiene la hipdtesis de que los hogares que tienen Internet se conectan con una media de 5 horas
mensuales. No obstante, existen otros estudios que sostienen que el tiempo de conexién es mas alto.

Para evaluar, a un 10% de significacion, dicha hipdtesis, el directorio decide encuestar a una muestra
aleatoria de 30 hogares, obteniendo una media de 5,34 horas de conexion, con una dispersion de 7,24
horas.

a) Formular el contraste a realizar
b) Determinar la mejor regidn critica del contraste
¢) ¢éSe puede rechazar la hipétesis nula?

d) Calcular y representar la funcion de potencia. éQué representa la funcidn de potencia?. Para facilitar
los calculos, suponer que el tamafio muestral es 300 hogares.

Solucion:
a) Sea la variable aleatoria X =" Conexién a Internet por hogares", X~ N(5, o)

Hipotesis de contraste: Hgy: pg=5  Hp: p;>5
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) ... |x<k seaceptaH,
b) Se trata de un contraste unilateral (cola derecha). Regla de decisién:

X >k serechaza H,

En el muestreo de una poblacién normal N(u, o) con varianza poblacional desconocida, con un tamafio
muestral pequefio n<30, la media muestral bajo la hipdtesis nula sigue una distribucion

H, H,

c) Determinacion del valor critico k a partir del nivel de significacién o =0,10:

NeT

X—5 k-5 k-5 J29 x (k-5
= p|— > =Plt)y>————[=0,10 — V29 xk=5) g 34
7,24/29 ~ 7,24 /29 7,24 /29 7,24
k=54 2311724 g

V29

L X<6,76 se aceptaH,
Regla de decisién: §_
X > 6.76 se rechaza H,

La media muestral x, = 5,34 < 6,76 se encuentra en la regién de aceptacién, por lo que se acepta la
hipétesis nula H, , concluyendo que tiene razén el Directivo, el tiempo medio de conexién es de 5 horas.

OTRO PROCEDIMIENTO: Una forma analoga de enfocar el problema consistiria en aceptar la hipétesis
H, cuando el estadistico experimental fuera menor o igual que el estadistico tedrico, es decir:

estadistico

experimental estadistico

A\ — N teorico

L X — uo —_——

Se acepta H, cuando se verifica: ta, /2 = S < ty -1

X
n—-1

En este caso, t _ 3475 0,2537 < 1,311 =t — Se acepta la hipétesis H
r Lagy/2 7’24/\/5 ’ ’ 0,10;29 0

d) Potencia = 1-f3 = P[Rechazar Ho | Hy FaIsa:| = P[Rechazar Ho | H, Cierta:|

La hipétesis alternativa H, es compuesta (existen infinitos valores tal que p > 5), se construye una
funcidn, es decir:
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Distintos valores

B= P[ETII:| = P|:Aceptar Ho | Ho Falsa:| = P[Rechazar H, | H, Cierta:| = P[YS k| H, Cierta]

En el muestreo de una poblacién normal N(u, G) con varianza poblacional desconocida, cuando el
tamafio muestral es grande n= 300 > 30, la distribucién de la media muestral se aproxima a una

distribucién normal.

En esta linea, bajo la hipotesis alternativa: X ~N| p “Ox |- N 1) Sx Nl p _n24
’ ' v n-1 v n v J300-1

7,24 6,76 - 1, }

— . — X—u
B= P|:xSk|H1 Clerta] = P|:xS6,76| N[ul,mﬂ - P|:7 24/\/12E = 7 24/@

—plzg 20
7,24/ /299

En consecuencia:

6,76-5,5
e Hi:p; =55 > B=P|:z<

7,24/ /299

:| = P(z<3) = 0,9986

6,76 -6

eH:pn=6 > B=Plz<—2"2 | = pz<1,82) = 0,9656
1t b [ 7,24/,/299}

6,76 -7

eH: =7 > B=Plz<s—2""2 | =pz<-0,57) = 0,2843
1 B { 7,24/1/299_

w8 o P { <2788 | = rt <250 - 0oss
H,: p,>5 z 1-B 1-p
5,5 0,9986 0,0014
6 0,9656 0,0034
7 0,2843 0,7157
8 0,00154 0,9985 55 6 7 8

A medida que se alejan las hipétesis H, y H, aumenta la potencia del contraste.

Es decir, cuanto mas alejadas se encuentren las hipétesis para contrastar, mayor sera la probabilidad de
que se rechace H, cuando sea falsa, algo deseable (constante o y k).
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El nimero de averias de un determinado tipo de avidn se considera una variable aleatoria con
distribucion de Poisson de media 2 averias al mes. El equipo de mantenimiento intenta reducir esta
media incorporando algunas mejoras.

uim k

Para comprobar si con estas medidas se reduce el nimero medio de averias, se decide observar el
numero medio de averias en los 25 meses siguientes a la introduccién de las mejoras. Si el nUmero
medio de averias en esos 25 meses fue de 1,5.

a) ¢Qué decision debe adoptar el servicio técnico a un nivel de significacion del 1%?.

b) ¢Y si el servicio técnico relaja su nivel de exigencia al 85% de confianza?. ¢ Cambiaria su decision?.

Solucién:
A>10

——
a) Sea la variable aleatoria X =" Nimero de averiasal mes" , X ~P(AL=2) — N(2, \/E)

Es un contraste unilateral, donde se plantean las hipétesis: Hy: A > 2 Hi: A <2

_ A / 2
En el muestreo, bajo la hipétesis nula H,: X ~ N[k, —} = N{Z, E} = N(2,0,2828)
n

En la muestra de tamafio n=25 meses A = X = 1,5 averias.

... |Si x 2k seacepta H
Regla de decisién < . _
Si X < k serechaza H,

Se determina el valor de k considerando el nivel de significacién a.=0,01:

_ X-2 k-2 k—2
o= P[RechazarH | H Cierta:| = P|:x <k/ ?»=2:| =P X < =P|lz< = 0,01
010 0,2828  0,2828 0,2828

Plz> 2k =0,01 > 2k =2,32 — k=1,3439
0,2828

Se advierte que 1,5 > 1,3439, cae en la regidn de aceptacion, con lo cual se acepta la hipétesis nula.

Es decir, con nivel de significacidn del 1% se afirma que las averias mensuales se mantienen siendo 2, y
en consecuencia, las mejorias no son operativas.

b) Si a =0, 15 se replantean los calculos: =1,04 =25,;, —> k=171

0,2828

Como 1,5 < 1,71, la media muestral observada cae en la regién de rechazo, con lo que no se acepta la
hipétesis nula, y se concluye que las mejoras son operativas.
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En los dias previos a unas elecciones municipales, el candidato de un partido politico esta convencido
de obtener el 60% de los votos electorales.

No obstante, su partido encarga una encuesta entre 100 votantes potenciales, resultando que el 52% de
ellos dijeron tener intencién de votar a dicho candidato.

Con un nivel de significacion del 5%, se pide contrastar:
a) H,: p=0,60 frentea H;: p=0,50

b) H,: p=0,60 frentea H;: p=0,60

c) Potencia del contraste efectuado en el apartado (a)
Solucién

a) Sea la variable X = "Porcentaje de votos al candidato"

Al ser el tamafio suficientemente grande n=100 y estar definido p como suma de variables aleatorias

independientes, segtin una distribucion de Bernouilli B(1, p), se aproxima a la normal N I:n pP,/Npq :| .

o . 190 . 1 vota Si . paq
La distribucion en el muestreo p = —in siendo x; = p~N|p,.—
100 — 0 vota No n

Contraste unilateral a la izquierda (cola a la izquierda): H,: p=0,60 , H;: p=0,50

0,60x(1-0,60)
100

Bajo la hipétesis nula: p ~N {0,60, \/ } = N(0,60, 0,049)

Regla de decision:

= = Hl HJ
- nloso 0,50.0,50
~ 5 et
p r r 100

0,60.0,40
100

. 5~N[o,so,
{p >k Seacepta H,

p <k Serechaza H,

=|

0,50 k 0,60

R.C. R.A.

El valor critico k se determina con el nivel de significaciéon a=0,05:

o= P|:ET I:| = P[Rechazar Ho / Hy Cierta:| = P[|5< k | N(0,60,0,049):| _ P{ﬁ—O,GO < k—O,Go} B

0,049 0,049 |

5 —k —k 0,60 — k
= p[R=200, 000kt _ i, 5 O802K) 505 o 209°K g 6a5 , k=0,5103
0,049 0,049 0,049

La proporcién muestral observada p = X = 52/100 = 0,52 > 0,5193 se encuentra dentro de la
region de aceptacion, es decir, se acepta la hipétesis nula con un nivel de confianza del 95%.
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b) En este caso se trata de un contraste bilateral (dos colas): H,:p=0,60 , H;:p#0,60

Regla de decisién:

~ . 0,60.0,40 " 0,60.0,40
|p|£k Se acepta H, p-—N[O,EU, T] pmn[o_sg‘ T]
R -
|p|>k Serechaza H, a/2=0,025 a/2=0,025
- . P
k, <p<k Se acepta H k,60 k,
13PsK; pta H, . ¢
" - R.C. LA, i
p<k,; Up>k, SerechazaH, ik e

Los valores criticos k se determinan por el nivel de significacién oo /2 = 0,05/2 = 0,025:

. A p—0,60| k-0,60
o= P|:ET I:| = P|:Rechazar Hy / Hy Clerta:| = P|:|p|> k| Ho: p=0,6:| = PH 0,049 ‘ > 0,049 i|

k-0,60 k, —0,60 k, — 0,60
=P||z|>———|=Plz<*——|+ Plz>-2——| = 0,025+0,025 = 0,05
0,049 0,049 0,049

., < ki=0.60
0,049

k,—0,60 k,— 0,60
ePlz>2—"—|=0025 - 2——— =19 — k,=0,696
0,049 0,049

—k -k
Pl z >ﬂ = 0,025 —> ﬂ = 1,96 — k,=0,504
0,049 0,049

La proporcién muestral observada p = X = 52/100 = 0,52 se encuentra dentro de la regién de
aceptacién 0,504 < p=0,52 < 0,696, concluyendo que se acepta la hipétesis nula.

OTRO PROCEDIMIENTO: Se acepta la hipétesis nula H, cuando el estadistico de contraste es menor o
igual que el estadistico tedrico.

estadistico
contraste estadistico
" \ tedrico
. p-py| = ————
Se acepta H, cuando se verifica: z,,, = ——— < 2z,
P-q
n
Siend 0,52 -0,60| 1,6028 < 1,96 S ta la hipétesis nul
iendo z = =1, ,96 =z - e acepta la hipétesis nula
p/2 0,52.0,48 0,025
100

OTRO PROCEDIMIENTO: Se puede construir un intervalo de confianza para el parametro poblacional p
de una distribucién binomial y observar si el valor p=0,6 de la hipétesis nula se encuentra dentro, con
lo que se aceptaria la hipétesis.

n A

q

- : 0,52x0,48
1.C(p) = {p t 24, p—} = {0,52 +1,96x,| ot
n

100 } = [0,4221, 0,6179]

0,6[0,4221, 0,6179] — Seacepta H,
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c) Potencia = 1- B = P|:Rechazar Ho | Ho Falsa] = P[Rechazar Ho | Hy Cierta}

.., |p=0,5193 Se acepta H,
Regla de decision: ..
p < 0,5193 Serechaza H,

0,50x 0,50

Con la hipétesis alternativa: H;: p=0,50 p ~ N |:0,5 , 100

:| = N(0,5,0,05)

A p— ’ ’ 1 -\,
Potencia = P[Rechazar Ho | Hy Cierta} = P|:p < 0,5193 / N(0,5 ,0,05)] = P{p 0,5 < 0,5193-0 5} =

0,05 0,05
= P(z < 0,386) = 1—P(z > 0,386) = 1-0,34978 = 0,6502

Abscisas Areas

0,38 — 039 <«—» 0,3520—0,3483 | —0,01 <—> 00037 — x=0,3483 4+ 2:004.0,0037

-0,004 <— x-0,3483

=0,34978

’

0,386 - 0,39 «—> x — 0,3483

En una poblacién N(p, 5) se formula la hipétesis nula Hy: p = 18 frente a la hipétesis alternativa
H,: n# 18, con un nivel de significacién o= 0,01, con una muestra de tamafio 10 con los datos
recogidos: 16 12 15 16 20 25 14 18 17 22

a) Contrastar la hipétesis nula

b) Realizar el contraste con el p_valor
Solucion:

a) Se establecen las hipétesis: H,: p= 18 , H;:p# 18

Como la hipétesis alternativa es pL # 18 en la decisidon deberan ser validos valores de p tanto mayores
o menores que 18, por lo cual el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

5
La muestra bajo la hipétesis nula sigue una distribucion N{l& E} = N(18, 1,58)

_ 5
Regla decision: ""Nllaf ﬁ]
|Y| <k seaceptaH, (R.A)
|Y| >k serechazaH, (R.C)

a/2=0,01/2=0,005

of2=0,005 af2=0,005

R.C. R.A. R.C.

Los valores criticos k se calculan mediante el nivel de significacién o =0,01

a. = P[Rechazar Hy | H, Cierta] = P[ |X| > k | N(18,1,58)| = P[(X< k,) U (X>k, ]| =

= P(x < k;) + P(x > k,) = 0,005 + 0,005 = 0,01
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« P(Xx<k,) = P[X_ls < k1—18} = P{z< kl_lg} = P{z> —kl;;g} = 0,005 —

1,58 1,58 1’58 ’
k, -1
k18 2,575 — k;=13,9315
1,58
_ x-18 k,—18 k, — 18 k, —18
«P(x>k,) =P X > 2 = P|z >-2 =0,005 —» -2 =2,575 — k, =22,0685
1,58 1,58 , ,58

En consecuencia, la regién de aceptacién: 13,9315 < x < 22,0685
10

S

Por otra parte, la media muestral observada (evidencia empirica) X = % =17,5 se encuentra dentro

de la region de aceptacidn, afirmando con un nivel de confianza del 99%, que se verifica la hipétesis
nula.

OTRO PROCEDIMIENTO: Se puede construir un intervalo de confianza para el media poblacional p de
una distribucién normal, y observar si el valor p = 18 de la hipétesis nula se encuentra dentro, con lo
que se aceptaria la hipétesis.

1.C (1) = {Y +205- %} - {17,5 + 2,575x%i| = [13,43, 21,57]

18 €[13,43,21,57] — Seacepta H,

OTRO PROCEDIMIENTO: Se acepta la hipdtesis nula H, cuando el estadistico de contraste es menor o

igual que el estadistico tedrico.
estadistico

contraste estadistico
I \ tedrico
e |X - ”| @ o
Se acepta H, cuando se verifica: z =——F— < 2z - —>— 5 a,>a
0 ap/Z G/\/F of/2 2 2 p

, 17,5 - 18|
Siendo z,,, = W

SOFTWARE ORDENADOR: Se acepta la hip6tesis nula H, cuando p_valor = a, 2 a

= 0,316 < 2,575 = 2545 —> Se acepta la hipdtesis nula

Se aceptaH, Se rechaza H,

@f2 zu.p_lfz ztr.pfi 2|:|'.||f2

Zapj2 < Zapy = Gpf2 >af2 Tapiz > Tqpp = @pf2 < af2

Tablas N(0,1): ap/Z = P[z%/2> 0,316} = 0,3745 —> 0,=0,749

p_valor = a,=0,749 2 0,01 = oo —> Se acepta la hipétesis nula.
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b) El p_valor (o) es el nivel de significacion mas pequefio posible que puede escogerse para el que
todavia se aceptaria la hipoétesis alternativa con las observaciones actuales.

a, = p_valor = P[Rechazar el estadistico muestral observado / H, es Cierta]

x-18| ‘17,5—18 H — P[[2]> 0,316] =
1,58 1,58

P[2<-0,316] + P[z>0,316] = 2x P[2>0,316] = 2x (0,3745) = 0,749

a

»= P[|%[>[17,5||N(18,1,58)] = P[

0,31-0,32  0,316-0,32

Tabla N(0,1): =
0,3783-0,3745 x-0,3745

- x=0,3745

p_valer= a, = u',p,fz + cr,P,"l = 0,749

Como a,, =0,749 > 0,01=a oty /20,3745 a, /2=0,3743

se acepta la hipétesis nula. o/2=0,005 4

—2,575 -0,316 0,316 2,575
Xy >0 — SeaceptaH,

En una poblacién N(10, o) se desea contrastar la hipétesis nula Hy: o’ = 3 frente a la hipdtesis

alternativa H,: o2 # 3 con un nivel de significacion del 5%. Para ello, en una muestra aleatoria simple
de tamano 4, se obtuvieron los resultados: 10 8 12 14

Solucién:
Es una hipétesis compuesta Hy: 6= 3 , H;: 0% # 3

Como la hipétesis alternativa es 6% # 3 en la decisién deberan ser validos los valores de o tanto
mayores o menores que 3, por lo que el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

J3 =AQE]

La suma de 4 variables aleatorias N(0, 1) independientes entre si es una distribucién Chi-cuadrado con
4 grados de libertad.

X; — 10 - 10)
. — X —
Bajo la hipodtesis nula, las variables aleatorias — ~N(0,1) — z { ' ] = Xi

Regla de decision: Hy-G6 =3 H, 0723

: 10)

X; —

x5 = z ' < k - Seacepta H,

= GE

4 2 x
X2 = Z; \/3 > k — Serechaza H, —— —

1=

Los valores criticos k se determina a partir del nivel de significacion o =0,05
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4 B 2
o = P|:RechazarH0 / Hy Cierta:| =P Z[Xi 10} > k / H, Cierta | = P|:| xi| . k} _

E={GE]

=P[(xa<k) U (xh>k) | =Pl < k| + P[xh>k | =0+ 0, = 0,025+ 0,025 = 0,05
2 2 2
P[xh <k | =1-P[x% >k |=1-10,025=00975 > k= yhes,4= 0,484
Pl X% >k, | = 0,025 > K=y} 4 = 11,143

Regidon de aceptacion: |:0,484 , 11,143:|

4 4

Z(xi - x) Z(Xi - 11)
i= i= 20
La varianza muestral observada ci = =1 — 1=1 _ 4

4 4 4
de la region de aceptacion 0,484 < ci = 5 < 11,143, aceptando la hipdtesis nula con varianza

= 5 se encuentra dentro

poblacional 3.

OTRO PROCEDIMIENTO: Se puede plantear que bajo la hipdtesis nula la distribucion en el muestreo:

. 2 2
2 Varianza muestral o’ 2 0 - XAn-1
X(n -1) < . ;. = 2 > Oy ="
Varianza teorica (c/\/ﬁ) n
Regla de decision: R e L
= 2 2 ]
|0'§ < k se acepta H, O 5 S, S
_) [ﬁl':- l'r'n.lan]i 'I' n
| o2 | > k serechazaH,
at s 3. 15
k, < o2 <k, se acepta H, 2 T 4
2 2 K, k;
(cx < k1) U (cx > kz) se rechaza H, e o
. 3
o = P[ Rechazar H, / H, Cierta| = P|:(o'§ < k) U (2 > k) |o? = 2 x3 :| =

3 3
= Ph x5 < kl} + P[ng > kz] =a,+ 0, = 0,025+ 0,025 = 0,05

3 4 4
- P zx§<k1 = Px§>—§k1}=o,025 - —§k1=9,384 — k, = —7,038

3 4 4
. P ZX§>k2 = PX§>§k2}=O,025 - §k2=9,384 - k, = 7,038

La varianza muestral observada ci = 5 se encuentra dentro de la regién de aceptacidn, aceptando la
hipdtesis nula.

OTRO PROCEDIMIENTO: Se puede construir un intervalo de confianza para la varianza ¢ de una
poblacién normal, comprobando si la hipétesis nula 6> = 3 se encuentra cubierta en el intervalo.
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2 2
I.C(62)={(n_1)'sx (h=1) . s } (n—-1).s2 = n.o? = 4x5 = 20

2 73
Xa/2,(n-1) X1-a/2,(n-1)

x20,025,3 = 9l348 xzo’975'3 = 0,216

20 20
9,348 ' 0,216

I.C(02)=[ } = [ 2,139, 92,592

Como 3 €[ 2,139, 92,592] —> Se acepta H,

Una empresa de neumaticos afirma que una nueva gama sigue una ley normal y en promedio
dura mas de 28.000 km. Las pruebas con 64 neumaticos dan como resultado una duraciéon media de
27.800 km, con una desviacidn estandar de 1.000 km.

a) Si se usa un nivel de significacion del 5%, comprobar si hay evidencia suficiente para rechazar la
afirmacién de la empresa.

b) éCudl es el p_valor?
Solucién:

a) Sobre la poblacién de los neumaticos se define la variable aleatoria X ="Duracién en kildmetros",
donde X ~N(28.000, o)

Hipotesis sobre la media poblacional :  H,: p> 28000 , H;:p< 28000

Se trata de un contraste unilateral por la izquierda (cola por la izquierda)

H, H,
X 2k Se aceptaH, X~ N[ZBUOO _moc)
Regla decision : § "
& {7 <k Serechaza H, .

B, <28000 k p,=28000

R.C. R.A.

=

_ 1000
En el muestreo, bajo la hipétesis nula: X ~ N(ZSOOO, —} = N(28000, 125)

Jo4

El valor critico k bajo la hipétesis nula se determina con el nivel de significacion o=0,05:

o= P[Rechazar H, | H, Cierta:| = P[y< k | N(28000, 125)] _ P(Y—ZSOOO < k—zsoooj _

125 125

_ P[Z < k—zsooo} _ P[Z >28000—k] _ 0,05 _)28000—k=1’645 R
125 125 125

— k= 28000 - 125 x1,645 = 27794,375

Siendo x = 27800 > 27794,375 se acepta la hipdtesis nula, por tanto, es buena la afirmacién de la
empresa con un nivel de confianza del 95%.

Portal Estadistica Aplicada: Muestreo Poblaciones Infinitas 69



U \ Lniversidad Automoma
g de Madrid

b) El p_valor (o) es el nivel de significacion mas pequefio posible que puede escogerse para el que

uim k

todavia se aceptaria la hipoétesis alternativa con las observaciones actuales.

a, = p_valor = P[Rechazar el estadistico muestral observado / H, es Cierta]

a, =P[X < 27800 | H, Cierta] = P[X < 27800 | N(28000,125)] = P[Y-28000 _ 27800 zgooo} _
125 125

= P[z <-1,6] = P[z > 1,6] = 0,0548

O >0 —> SeaceptaH,

Siendo o, = 0,0548 > o =0,05 se acepta la hipotesis . =0,0548

1-q,=0,9452 4008

nula. Es decir, con una fiabilidad del 95% se acepta que la
duracién media de los neumaticos es de 28.000 km. 1,6 1,645

1-o=10,95

Una linea de produccion sigue una distribucién normal, funciona con un peso de llenado de 16 gramos
por envase. El exceso o defecto de peso en el llenado presenta graves problemas, debiendo parar la
linea de produccién.

Un inspector de calidad toma una muestra de 25 articulos, obteniendo una media aritmética de x =16,32
gramos y una cuasidesviacién s_=0,8 gramos.

a) Con una fiabilidad de 0,05, équé decision se debe tomar?.

b) éCual es el p-valor?.

Solucién:

a) Sea la variable aleatoria X =" Peso de llenado", X ~N(16, o)

Hipétesis sobre la media poblacional p con varianza o* desconocida: Hy: py =16 , Hy: p, = 16

Adviértase que como la hipétesis alternativa p, # 16, en la decisiéon deberan ser validos valores de u
tanto mayores o menores que 16, por lo que el contraste debe ser bilateral o de dos colas.

En el muestreo de una poblacién normal N(16, o) con varianza poblacional desconocida, con un
tamafio muestral pequefio n = 16 < 30, la media muestral bajo la hipétesis nula sigue una

S 0,8
distribucién: Y~tn_1(u, —X] = tz{ls, —} = t,,(16,0,16)
Jn J25

Para realizar el contraste se compara el estadistico observado (abscisa del p_valor) con el estadistico

- . . X—p

tedrico, aceptandose la hipétesis nula cuando t,_; = | °| < tyono1
s, /+/n ’
X

16,32 -16]

0.16 2 < 2,064 =ty05,,4 —> SeaceptaH,

24 =
Se puede afirmar que el peso de llenado son 16 gramos, con un nivel de significacién de 0,05.
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b) El p_valor (o) es el nivel de significacion mas pequefio posible que puede escogerse para el que
todavia se aceptaria la hipétesis alternativa con las observaciones actuales.

a
Célculo del p_valor:  P(t,, > 2) = 7” = o, = 2.P(t), > 2)

En la tabla de la t de Student: P(t,, >1,711)=0,05 y P(t,, =2,064)=0,025, interpolando se tiene:

0,05 x 0,025 | 0,05-0,025 «— 1,711-2,064
1,711 2 2,064 x—0,025 <«— 2-2,064

0,025 <«— -0,353
x—0,025 «— -0,064

0,025 x 0,064
(x—0,025) x 0,353=0,025x 0,064 —> x=0,025++=0,0295

’

a, = 2.P(t,; 2 2) = 2x0,0295 = 0,059

Siendo a, = 0,059 > a=0,05 N 0,8
Xt 18,

se acepta la hipétesis nula. ;'25 a, /2=0,0295

af2=0025

1-— ﬂ.p: 0,941

2 2,064
o= 0,059 > x=0,05 — SeaceptaH,

Con un nivel de significacion del 4,72%, se desea contrastar la hipétesis nula de igualdad de medias de
dos poblaciones N(p,,4) y N(u,, 4,5). Para ello, se han tomado dos muestras aleatorias simples e
independientes, respectivamente, obteniéndose los siguientes valores:

x, 20,4 10,2 7,3 12,8 13,4 9,4

y; 19,8 9,7 14,6 15,7 8,4

Solucién:

En el contraste bilateral se establecen las hipétesis: Hy: p;—p,=0 , Hi: py—p, # 0

Hy: p,—p,=0

Regla de decision:

|Y—V|Sk se aceptaH,
|Y—V|>k se rechazaH,

'[f—?]""NlU,

RC. ~ RA_ __ RC

Para analizar el contraste se calculan las medias muestrales X e y

6 x, Sy
i=2'=12,25 y= %=13,64 X-y|=1,39 n,=6 n,=5
i=1 j=1

La diferencia de medias muestrales (x —y) bajo la hipétesis nula sigue una distribucion:
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2 2 2 2

o 42 4,5

x-y)~N|o0, |22 + 22| =nN|o, |2 + = N[0,2,59]
n, n, 6 5

Los valores criticos k se determinan bajo el nivel de significaciéon o =0,0472, considerando que se trata
de un contraste bilateral (o de dos colas):

(x-y)-o0| k—O} _
2,59 2,59

ol r ] - (o a) o (5 o[22 o (o) -

= 0,0236 + 0,0236 = 0,0472

o = P[Rechazar H, | H, Cierta] = P[[x-¥| >k / N(0,2,59) ] = P|:

-k

’

S oy = 1995 = 20 > k;=2,59x1,995 = 5,17

En consecuencia, la regién de aceptacion: —5,17< x-y <5,17

La evidencia empirica en la muestra |Y—V| = |12,25 — 13,64 |= 1,39 se encuentra en la region de

aceptacion por lo que se acepta la hipdtesis nula de igualdad de medias con un nivel de significacion del
4,72%.

OTRO PROCEDIMIENTO: Con el p_valor

a, = p_valor = P[Rechazar el estadistico muestral observado / H, es Cierta] =
S 1,39-0 | | 1,39-0
2,59 2 59

P[|z|>0,5367 | = P[2<-0,5367 | + P[2>0,5367 | = 2x P[z>0,5367] = 2x 0,095 = 0,19

(x-y) -
2,59

P[|X-¥|> 1,39 |N(0,2,59)] = p|:

Siendo o, = 0,19 > 0,0472=0a — Se acepta la hipdtesis nula.

OTRO PROCEDIMIENTO: Se acepta la hipdtesis nula H, cuando el estadistico observado o de contraste
es menor que el estadistico tedrico.

estadistico
contraste estadistico
E A N tedrico
|x -] T 1,39 <
20502 = Zay/2 = —02 = Zy/2 > 24 = —2’59 = 0,5367 < 1,995 =12 (53
1 2
= + <
n, n,
4% 4,52
— 4+ = 2,59
6 5

En consecuencia, se acepta H,
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o, /2= PI:Z%/2 > 0,5367:| = 0,095 —> o, = 2x0,095 =10,19 > 0,0472 = o Se acepta H,

OTRO PROCEDIMIENTO: Comprobando si el intervalo de confianza para la diferencia de medias
poblacionales (u; — p,) con varianzas poblacionales conocidas cubre el valor 0.

2 2
_ (¢ (6]

Wy —py) = [(X=V) £ 245, 2+ 2

ny n,

4% 4,57
Iy —p) = |(12,25-13,64) £ 1,995. |~ +~— | = [-1,39 £ 5,17] = [-6,56, 3,78]
0e |:— 6,56, 3,78:| — Se acepta H,
Abscisas Areas 0.0 . 0.0003

Célculo de zj gy36: 1,98-1,99 0,0239-0,0233 | 0,01 0,006 — x=1,99+———————=1,995

0,0006
x-1,99 0,0236-0,0233 | x—-1,99 0,0003

Una empresa ubicada en Madrid tiene dos conductores para trasladar a los empleados a Segovia. Los
conductores deben anotar la duracion de cada trayecto.

El tiempo medio empleado por el conductor A en el trayecto sigue una ley normal N(p,,9) y el
empleado por el conductor B se distribuye segin una ley N(u,,8) .

En una muestra aleatoria simple de 50 partes de incidencias por conductor, el conductor A registra un
tiempo medio de trayecto de 62,30 minutos con una desviacién tipica de 10,325 minutos, mientras que
el conductor B tiene un tiempo medio de trayecto de 60,02 minutos con una desviacidn tipica de 8,625
minutos.

Con un nivel de significacion del 5%, se pide contrastar:

a) Hy: p,=p, frente a Hi: p, # iy
b) Hy: p;— p, 2 2 frentea Hyi: p,—py, <2
Solucion:

a) Para realizar el contraste bilateral planteado H,: p; = p, serecurre al test razén de verosimilitud,
en este caso el lema de Neyman-Pearson no proporciona una regioén critica 6ptima.

Hy: p,—p,=0

La regla de decisidon que proporciona
el test de razén de verosimilitud es: [x—7%)~N [0,

x|

| —V| < k seaceptaH, (R.A.)
|Y—V| >k serechazaH, (R.C.)
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La region critica de dos colas |Y—V| >k es funcion de la diferencia de las medias muestrales. En esta

, C . _ c _ c
linea, las distribuciones en el muestreo de las medias son: X ~ N[M , —1J , Y~ N[uz , —2]

Con lo cual, la diferencia de medias muestrales, bajo la hipotesis nula, se distribuye:

2 2 2 2
e T ] el [ o
n, n, 50 50

Los valores criticos k se determinan a partir del nivel de significacion o= 0,05

[|x-y-0]| k-0
>
| 17 1,7

=P |z|>L Y LT N PRSI | B L I I LN
1,7 1,7 1,7 1,7 | 1,7

= 0,025+ 0,025 = 0,05

o = P(Rechazar H, | H, Cierta) = P[|Y—V|>k / N[0,1,7:|:| =P

—k k
Por simetrfa: 1—71 =196 =245 — ky=-3,33 ﬁ =196 = 2545 — k;=3,33

Region de aceptacion: —3,33 < (x-Yy) < 3,33
La evidencia empirica |Y—V| = | 62,30-60,02 | = 2,28 valor que se encuentra en la region de

aceptacion, por lo que se acepta la hipétesis nula de igualdad de medias.

Los dos conductores emplean en promedio el mismo tiempo en el trayecto Madrid — Segovia, con una
fiabilidad del 95%.

OTRO PROCEDIMIENTO: Decidir con el p_valor.

a, = p_valor = P[Rechazar el estadistico muestral observado / H, es Cierta] =

7_7_0‘ > 2'28_0} = P[|z|>1,34] =
1,7 1,7

P[z2<-1,34] + P[2>1,34] = 2.P[2 >1,34] = 2x0,0901 = 0,1802

P[|x-¥|>228| N[0,1,7]] = p[

p_valor=ca =a,/2+a, /2=o0,01802

P

Siendo o, = 0,1802 > 0,05 = o — Seacepta H,

a,/2=0,0901 @,/ 2=0,0901
rd

El p_valor es el nivel de significacion mas pequefio
posible que puede elegirse para el que se aceptaria la @/ 2=0,005 4

hipétesis alternativa. ~1,9% 1,33 132 1% Y
Il I 1 I
TT0,025 ~2g /2 g ,/2 24 435

b o/2=0,025

A, > 2 Se acepta H,
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OTRO PROCEDIMIENTO: Se acepta la hipétesis nula H, cuando el estadistico observado o de contraste

uim &

es menor que el estadistico tedrico:

estadistico
contraste estadistico
e tedrico
x-y| _— 62,30 - 60,02
O, 0, ’
= + P
n, N,

En consecuencia, se acepta la hipétesis nula H,, los dos conductores emplean en promedio el mismo
tiempo en el trayecto Madrid - Segovia.

Adviértase que a, /2 = P|z, ;, >1,34| = 0,001 > ;= 2x0,0901 = 0,1802

OTRO PROCEDIMIENTO: Se acepta la hipétesis nula si el intervalo de confianza de la diferencia de
medias poblacionales (p, — p,) con varianzas poblacionales conocidas cubre el valor 0.

2 2
_ O O
Iy —p,) = [(X—Y) T2y 1+ _2]

lo.os(My — M) = [2,28 + 1,96x1,7| = [-1,05, 5,61]

Como el intervalo cubre el cero —1,05 < 0 < 5,61 no existe diferencia significativa entre el tiempo
empleado por los dos conductores en el trayecto Madrid — Segovia.

b) Hipétesis nula H,: p; — p, 2 2. Se trata de un contraste unilateral con cola a la izquierda
Hit py—pp <2

Bajo la hipétesis nula (x—y) ~N[0,1,7] — (x-y-2)~N[-2,1,7]

Regla decision:

(x—y—-2) > k se aceptaH,
(x—y—-2) < k se rechazaH,

(x—y) = 2+k se aceptaH,
(X-y) < 2+k se rechazaH, R.C. a RA.

a = P(Rechazar H, | Ho Cierta) = P[ (Xx—-V-2) < k / N(0,1,7) |= P[(Xx-¥) < k+2 / N(0,1,7) ] =

_p XVZ0 k2200 ol kH2 ) ol ko2 g0 o TKT2 g eas
1,7 1,7

k+2 = —2,7965

’ ’ ’

(x—y) 2 —2,7965 seaceptaH,

Regla decisién: <
(x—Yy) < —2,7965 serechazaH,

siendo (x—y) = 2,28 se acepta H,
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OTRO PROCEDIMIENTO: Se acepta la hip6tesis nulasi z, =
~ 62,30-60,02-2

Zp

Lo

52

uim k

Zobservado > ~Zq

= 0,164 >-1,645 = z,,; — SeaceptaH,

2 2
9 8
J— + [
50 50
Contraste unilateral a la izquierda {cola a la izquierda} Contraste unilateral a la derecha {cola a la derecha)
Hot i 2, Hy By <, Hot oSy Ho Wy >,
H, Hz Ha H,
—Zg Zp = 2 Zp Zg
R.C. R.A. KA. R.C.

S5e aceptaHy cuando zp >—z

REGIONES ACEPTACION:

» Contraste unilateral a laizquierda: Hy: p; — p, 2 k
2 2
C1 , 9
b -p,—-k=-z, .. |—+—= , 4+
N M
= Contraste unilateral a laderecha: Hg: p;—p, < k ,
i , 9
—0 , By~ Hp—k—zy . [+ S
n, M

S5e aceptaHy cuando zp < 2,

Hi: gy —py <k

Hit g — 1y >k
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Una compaiiia de refrescos presenta un nuevo producto en el mercado afirmando que posee menos
calorias que su homdélogo mas antiguo y conserva el resto de propiedades.

Para verificar la afirmacion de la compaiiia se eligieron al azar 14 botes del refresco nuevo y se calculé su
media, 20 calorias por bote, y su desviacién estandar muestral, tres calorias.

De modo independiente, se tomé otra muestra aleatoria de 16 botes del refresco antiguo, obteniéndose
una media de 28 calorias por bote con una desviacién estandar muestral de 5 calorias.

Suponiendo que la cantidad de calorias por bote sigue una distribucion normal en ambos refrescos, pero
con desviaciones tipicas diferentes, ¢ existe alguna razén para no creer en la afirmacién de la compafiia
con un nivel de significacion del 2,5%?

Solucién:

Denotando por X e Y las variables aleatorias que representan la cantidad de calorias por bote en el
nuevo producto y en el antiguo, respectivamente: X ~N(u,, o,) e Y~N(u,, o) ,siendoXeY

independientesy con o, # o,
Se contrastan hip6tesis:  Hy: p,—p, 20, Hp: po—p, <0

Se trata de un contraste unilateral a la izquierda.

Regla de decision:

(x—y) 2k SeaceptaH,
(x—y) <k SerechazaH,

o _ 2 s) 9 25
Bajo la hipétesis nula: (x—y)~t;| 0, [*+— ts|0, [ —+ — | = t,5(0, 1,485)
n, n, 14 16

9 25Y

- + -

14 16
9y (2Y
14 16

+
15 17

Aproximacion de Welch: f = -2=26

Q
I

P[Rechazar Ho |H0 Cierta] = P[(Y—V)< k | t,6(0, 1,485):| = P{t26 < 1,485} =

-k
= P[tyg > = 0,025 — = 2,056 > k=-3,053
1,485

’ ’

Siendo X—y = 20-28 = —8 < —3,053 se rechaza la hipdtesis nula, con lo que no se puede
corroborar lo que dice la compafiia con un nivel de significacién del 2,5%.

OTRO PROCEDIMIENTO: Se acepta Hy si t, = t perago > —to
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uim k
Estadistico de contraste: Contraste unilateral a la izquierda {cola a la izquierda)
Ho: ;2 L, Hypf o<y
20-28 H, H,
t, = = = -5,387 : '
9 25
7+ -
14 16
Estadistico tedrico: —t = —2,056 “Tatp
0,025, 26 W RA
5e acepta Hp cuando Ty > -1
Como topeervado = — 5,387 <—2,056 = —t; 455 56 Se rechaza la hipétesis nula, concluyendo que no

existen razones para no creer en la afirmacién de la compainia.

Muebles Quintana manifiesta que la satisfaccion de sus empleados sigue una ley normal y es idéntica
en las distintas secciones.

El jefe de recursos humanos para decidir si la afirmacidén es correcta toma una muestra aleatoria de 100
trabajadores de barnizado encontrando 80 satisfechos y otra de 200 trabajadores de cortado
encontrando 140 empleados satisfechos.

Con un nivel de significacion del 5% se puede admitir la afirmaciéon de Muebles Quintana.

Solucién:

Se contrasta la hipdtesis nula de que no existen diferencias entre las proporciones de trabajadores
satisfechos en ambas secciones: Hy: p, = p, frente a la hipétesis alternativa de que si existen

diferencias H;: p, # p, . El contraste es bilateral o de dos colas.

Las variables aleatorias X =" Trabajador de la seccion de barnizado" e Y =" Trabajador de la seccién de
cortado’, respectivamente, siguen una distribucidon de Bernouilli que toman el valor uno si el trabajador

esta satisfecho, y el valor cero en caso contrario.
n 80 . 140
Proporciones muestrales obtenidas son: p, =——=0,8 py="——= 0,7
100 200

Bajo la hipétesis nula la diferencia de las proporciones muestrales (p, — |5y) , teniendo en cuenta el

’

tamanio de las muestras (TCL) siguen una distribucion

. D..Q P, - q 0,8x0,2 0,7x0,3
(Bx—Py)~N 0,\/p* Gy Py ) N{O,J e = N[0,0,05]

N n, 100 200

Para realizar el contraste bilateral planteado H,: p, = p, se recurre al test razén de verosimilitud, en

este caso el lema de Neyman-Pearson no proporciona una regidn critica dptima.
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Regla de decision:

P, —ﬁy| <k SeaceptaH,

o -
P, —py| >k Serechaza H,
ky <P —P, <k, Se acepta H,
- 3. . . oAoa
Py —Py <ky 6 p,—p, >k, SerechazaH,

Los valores criticos k se determinan mediante el nivel de significacion o= 0,05
Py~ P, —0
0,05

o = P(Rechazar H, ‘ H, Cierta) = P[ | B, —B, | >k / N[0,0,05]] = P[

k-0
> =
0,05

=P|z|>L=P 7< ky ulz> ks =Pz>—k1 +Pz>kz =
0,05 0,05 0,05 0,05 0,05

= 0,025 + 0,025 = 0,05

k k
Plz>-——~—|=0,025 - ——2—-=1,96 > k,=-0,098
5 0,05
k2
0,05

k
P{z > 25} = 0,025 — =19 — k,=0,098

7

Region de aceptacién: — 0,098 < (p,— p,) < 0,098

P, — [3y| =10,8-0,7|=0,1 no se encuentra en la region

de aceptacion, por lo que no se admite la hipdtesis nula.

La evidencia empirica (estadistico observado)

La satisfaccion entre los trabajadores de las distintas secciones no es la misma.

OTRO PROCEDIMIENTO: Se acepta la hipétesis nula H, cuando el estadistico observado o de contraste
es menor que el estadistico tedrico.

Py — By 0,8-0,7|
2,0 = T2 S 24 O 20002 = ooE = 2 X 1,96 = Zp05 —>
Px- A« + Py- 9y 0,05
ny n,

— Serechaza la hipétesis nulaH, = La satisfaccién de los trabajadores no es
la misma en las secciones de Muebles Quintana

OTRO PROCEDIMIENTO: Verificando si un intervalo de confianza para la diferencia de parametros
poblacionales (p, — p,) de dos distribuciones binomiales cubre el 0.

A . p..q, Py.0 0,8x0,2 0,7x0,3
I(px_pv) = |:(px_py) * Z(X,/Z\/pX qX + Y Y :| = |:011 * 1196\/ + =

N, n, 100 200

=[0,002, 0,198] — 0¢[0,002, 0,198] — SerechazaH,
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Oposiciones INE . , e o .
@ N #:  En un laboratorio se llevan a cabo ensayos clinicos para comprobar la eficacia de algunos
%r-’ === farmacos sobre el control del peso y se sospecha que hay dos de ellos que son

uim k

Estadisticos

Facultaiivos ‘m equivalentes en cuanto a los efectos que producen.

Supongamos que se disponen de las siguientes muestras de pesos medidos en libras

Participantes

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Muestra 1 132 139 126 114 122 132 142 119 126

Muestra 2 124 141 118 116 114 132 145 123 121

Resolver razonadamente si los datos nos sugieren rechazar dicha sospecha a un nivel oo =0,01 en las
siguientes situaciones:

a) Las muestras 1y 2, corresponden al peso de las mismas 9 personas adultas, después de administrarle
a cada una de ellas los 2 tratamientos. Para ello, se ha disefiado el ensayo de forma que el participante
i-ésimo estuviera en idénticas condiciones clinicas (con un peso de partida p, idéntico) cuando se le

administré uno y otro tratamiento.

b) Suponiendo que las muestras 1y 2 corresponden a 18 personas en una misma situacion clinica de
partida (con un mismo peso de partida p). Se les divide al azar en dos grupos de 9 de personas cada uno
de ellos, y a cada grupo se les administra uno y solo uno de los dos farmacos.

c) Interpretar las discrepancias observadas entre las metodoldgicas de resolucion de los apartados
a)y b), y de cédmo se concretan con las muestras analizadas.

Si fuera necesario, admitir normalidad para la variable peso y homocedasticidad para la variabilidad que
presenta por grupo.

Solucién:

a) Se trata de un contraste de diferencia de medias para muestras apareadas, puesto que las dos
muestras corresponden a las mismas personas tras aplicar los dos tratamientos. No es posible pensar
que X e Y son independientes.

Diferencia entre las observaciones con los dos tratamientos: d, = x; —y;

Participantes
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Muestra 1 132 139 126 114 122 132 142 119 126
Muestra 2 124 141 118 116 114 132 145 123 121
d = x—vy; 8 -2 8 -2 8 0 -3 -4 5

9
- 12" 12 8-2+8-2+8+0-3-4+5
n|—1 | 9|—1 | 9

n

9
2 _ L _ 12 _ l _ 2 _ 3
Sq = n—lz(di d) = 8;(di 2) = 26,75 Sq = ,25,75 = 5,172

i=1

La variable aleatoria que define la diferencia entre ambas observaciones d~N(u,, 64) con mediay
varianza poblacional desconocida.

Se plantea un contraste bilateral (dos colas): Hy: py=0 , H;: pyg# 0
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Se acepta la hipétesis nula H, cuando el estadistico observado o de contraste es menor que el
estadistico tedrico:

d 2
t_1) = %S ta/2,(n-1) > tg= W

Se acepta la hipétesis nula, concluyendo que la diferencia entre ambos farmacos no es significativa.

= 1,16 < 3,355 = {545 3

OTRO PROCEDIMIENTO: Verificando si un intervalo de confianza para la diferencia de resultados
poblacionales apareados (d = p, — p,) cubre el 0.

~ s 5,172
| = |: d :| S5 | = |:2 + 3,355)( :| = [—12,352, 16,352]

dita/Z,(n—l)ﬁ \/3

Como O e [—12,352 , 16,352:| se acepta la hipétesis nula.

b) Las muestras no son apareadas sino que el grupo se divide en dos partes y se puede considerar que
son muestras independientes y que a cada una se le suministra un farmaco distinto.

Se establece un contraste de hipétesis bilateral (dos colas) en muestras pequefias (n, + n, = 18 < 30)

para la diferencia de medias poblacionales de dos distribuciones normales con varianzas poblacionales
desconocidas pero iguales (homocedasticidad entre los grupos).

Se establece el contraste bilateral (dos colas): Hy: p;—p, =0 , Hy:py—p, #0

Se acepta la hipétesis nula H, cuando el estadistico observado o de contraste es menor que el
estadistico tedrico:

t o x-vl <t
(n1+n2—2) - 1 1 - 0L/2,(n1+n2—2)
Sp. | — + —
n, n,
_ 1 . 1 > 132 +139+126 + 114 +122+ 132 + 142 + 119 + 126
X == xi=—2x,= = 128
n 9 4 9
i=1 i=1
1 & 1%
22 = = Y (x,-%)? = ——:z:(xi—-128)2 - 83,75 & = /83,75 = 9,151
n_1i=1 8 i=1
_ 1 : 1 2 124 + 141 + 118 + 116 + 114+ 132 + 145+ 123 + 121
n 9 4 9
i=1 i=1
1 1%
82 = —12(yi—7)2 - gZ’(yi—lzs)2 =121 §,= 121 = 11
n_
i=1 i=1

) o 5 (n,—1).83 +(n,-1).5%
Media ponderada de cuasivarianzas muestrales: s|, =

n,+n,— 2

= 102,375 — s, = /102,375 = 10,118

2 _ 8x83,75 + 8x121
P 9+9 -2
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128 - 126
Conloque, t,; = = 0,4193 < 2,921 = t o5, 16

10,118x\/1 + 1
9 9

Se acepta la hipétesis nula de igualdad de medias y puede concluirse que los farmacos son equivalentes.

c) En el apartado (a) las muestras son dependientes, se puede pensar que es mas probable que las
personas con mayor peso en la primera muestra tengan también mayor peso en la segunda muestra.

En el apartado (b) las muestras son independientes, en consecuencia la distribucion de valores de la
primera muestra no indica nada con respecto a la distribucién de valores de la segunda muestra.
La diferencia principal reside en la varianza: Var(D) = Var(X-Y) = Var(X) + Var(Y) —2Cov(X,Y)

La covarianza es un valor que indica el grado de variacién conjunta de dos variables aleatorias respecto a
sus medias. Una covarianza positiva indica que valores altos de una variable corresponden generalmente
con valores altos de la otra variable. Por el contrario, una covarianza negativa refleja que valores altos
de una variable corresponden en general a menores valores de la otra.

Si Cov(X,Y) = 0 — No hay relacién entre las variables. En consecuencia, es indiferente considerar
muestras independientes o apareadas.

Si Cov(X,Y) # 0 —» A medida que sea mas negativa mayor es el denominador del estadistico de

contraste y, en consecuencia, menor sera el estadistico de contraste, con lo que resulta un test de
muestras apareadas mas conservador que el test de muestras independientes.

A 1 ——
Cov(X,Y) = sy = 1 ZXi Y,—nXy

A

9 9
1 1 1
S = g i§=1xi Vi— 9x128x126 | = = i§=1xi Yy, — 9x128x126 | = g(145864 ~ 9x128x126) = 89

9
in y; = 132x124 + 139x 141+ 126x 118 + 114 x 116 + 122 x 114 + 132x 132+ 142x 145 +
i=1
+ 119x 123 + 126 x 121 = 145864

La covarianza S,, = 89 y por tanto, en el caso de muestras apareadas, el denominador del estadistico
de contraste es mayor y en consecuencia, es menos conservador.
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*—;5—]3 Para comprobar si los operarios encontraban dificultades con una prensa manual de imprimir,

I

£}, ' se hizo una prueba a cuatro operarios anotando el nimero de atascos sufridos al introducir el
/.»2%  mismo nimero de hojas, dando lugar a la siguiente tabla:

uim &

Operario A B C D Total
Obstrucciones 6 7 9 18 40

Con un nivel de significacion del 5%, éexiste diferencia entre los operarios?
Solucién:
Estableciendo la hipétesis nula H, : "No existe diferencia entre los operarios"

La probabilidad de que se atascase una hoja seria 1/ 4 para todos los operarios.

De este modo, el nimero de atascos esperados para cada uno de ellos seria (e; = 10);_, ... 4-

Se tiene la tabla de contingencia 1 x 4:

Operario A B C D Total
. 6 7 9 18 40
Obstrucciones 10 10 10 10 10

Se acepta la hipétesis nula, a un nivel de significacién o si

k 2

n;
DMELE
i-1 i

xfx; K1 k =Ndmero intervalos

2
e;)
I Y3 . 7 .
estadistico tedrico

k (n._

i=1

%,—J
estadistico contraste

k
O bien, la region de rechazo de la hipétesis nula: R= z
i=1 i

A n2 2 2 2 2
n; 6 7 9 18

conlocual, 32 = E ——nN=—+—+—+-"——-40=9
i e, 10 10 10 10

Con el nivel de significacién (o = 0,05 ), el estadistico tedrico: xgl 0s, 3= 7,815
Siendo x3=9 > 7,815= X(Z,I 0s, 3 Se verifica la region de rechazo.
Es decir, se puede afirmar que existen diferencias entre los operarios con un nivel de confianza del 95%.

Adviertase que con un nivel de confianza del 97,5% (o = 0,025) se aceptaria la hipétesis nula:

Xg =9<9,348 = Xg,ozs,s
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Para conocer la opinidn de los ciudadanos sobre la actuacidn del alcalde de una determinada ciudad,
M se realiza una encuesta a 404 personas, cuyos resultados se recogen en la tabla:

Desacuerdo De acuerdo No contestan
Mujeres 84 78 37
Varones 118 62 25

Contrastar, con un nivel de significacion del 5%, que no existen diferencias de opinién entre hombres y
mujeres ante la actuacion del alcalde.

Solucion:

Se trata de un contraste de homogeneidad en el que se desea comprobar si las muestras proceden de
poblaciones distintas.

Se tienen dos muestras clasificadas en tres niveles, donde se desea conocer si los hombres y mujeres
proceden de la misma poblacidn, es decir, si se comportan de manera semejante respecto a la opinion
de la actuacion del alcalde.

La hipétesis nula: H, : "No existe diferencia entre hombres y mujeres respecto a la opinién"

La hipétesis nula se acepta, a un nivel de significacién o si:

X(zk—l).(k—l) = zz(n” U zz— - n < Xu (k-1) . (k-1)

=1j=1 ) i=1j=1 estadlstlco tedrico

estadlstlco contraste

Regién de rechazo de la hipétesis nula: R 120 ={;((2k “1) . (m-1) 2 xi (k=1).(m~ 1)}
Se forma una tabla de contingencia 2 x 3 :

En cada frecuencia observada (nij )iz 1, 0k, j=1, en la tabla de contingencia se tiene una

,m

ni. X n.j

frecuencia tedrica o esperada e;; que se calcula mediante la expresion: e;; = p;;. h = ——,
n

donde p;; son las probabilidades de que un elemento tomado de la muestra presente las modalidades

X; deX ey, deY.

Desacuerdo De acuerdo No contestan ni.
ui 84 78 37 -
vjeres 1= 99,50 e,, = 68,96 e, = 30,53
v 118 62 25 -
arones e, = 102,50 e, = 71,03 e, = 31,46
n.; 202 140 62 n=404
199 x 202 199 x 140 199 x 62
ey = —— = 99,5 ep= ——— = 68,96 ey = ———— = 30,53
404 404 404
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_ 205 x 202 — 102,55 _ 205 x 140 — 71,03 _ 205 x 62

e e = 31,46
21 404 22 404 23 404

Dando lugar a una tabla de contingencia 2x3 en donde no hay que agrupar columnas contiguas por no
tener ninguna columna con frecuencia esperada menor que cinco (e;;>5 Vi, j).

2 3 2
(et ZZ (ni; —ey) 2 2
Estadistico de contraste: e - X(2-1).(3-1) = X2, conlo que,
i=1j=1 ij

y2 = Zz:i (n; —ey)” _(84-99,5)° (78 - 68,96)" (37 -30,53)° (118 — 102,5)*
2 e 99,5 68,96 30,53 102,5

(62 — 71,03)> (25 — 31,46)*
+ +

= 9,76
71,03 31,46

Otra expresién del estadistico de contraste:

2 3 2 2 2 2 2 2
n;
ZZ ij n 84 78 37 118 62 25 404 = 9,76

= + + + + +
99,5 68,96 30,53 102,5 71,03 31,46
Estadistico tedrico: X%),os, , = 5,991

Como x3 =9,76 > X(Z),OS, , = 5,991 se cumple la regidn de rechazo, concluyendo que las muestras

no son homogéneas, es decir, no proceden de la misma poblaciéon, hombres y mujeres no opinan lo
mismo.

!- Novecientos cincuenta escolares se clasificaron de acuerdo a sus habitos alimenticios y a su
=¥ coeficiente intelectual:

Coeficiente Intelectual
<80 80-90 | 90-99 | = 100 Total
Nutricién buena 245 228 177 219 869
Nutricién pobre 31 27 13 10 81
Total 276 255 190 229 950

A un nivel de significacidn del 10%, éhay relacidn entre las dos variables tabuladas?
Solucién:

Se trata de un contraste de independencia entre el coeficiente intelectual y los habitos alimenticios.

Ho : "Las dos variables estudiadas son independientes"

Se establecen las hipétesis: s , , ;
H, : "Existe dependencia entre las dos variables

La hipétesis nula se acepta, a un nivel de significaciéon o si:
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(nIj e;)) k& nl
X(kl) (k1)_zz ZZ——nﬂca(kl) (k-1)
| 1j=1 i=1j=1 e'
eStadIStICO tedrico

eStadIStICO contraste
Regién de rechazo de la hipétesis nula: R haz0 ={x(2k —1).(m-1) 2 xi (k=1).(m- 1)}

Se forma una tabla de contingencia 2 x4 . En cada frecuencia observada (n;;)i=1 .. , j=1,..,m €nla
tabla de contingencia se tiene una frecuencia tedrica o esperada e;; que se calcula mediante la

n.,xn,.
.« 1e o oge
expresion: e;; = p;;. n = 1 donde p;; son las probabilidades de que un elemento tomado de
n

|a muestra presente las modalidades x; de X e y; deY.

Coeficiente Intelectual n
<80 80 - 90 90-99 > 100 '
o 245 228 177 219
Nutricion buena | o _ 557 46 | e,,= 233,25 | e,;= 173,80 | e, = 209,47 | 869
o 31 27 13 10
Nutricionpobre | o _ 2353 | e,,=21,74 | e,,=16,20 | e, = 19,52 81
n.; 276 255 190 229 950
869 x 276 869 x 255 869 x 190 869 x 229
e, = =25,46 e,=  =23325 e,= =173,8 e, = =209,47
950 950 950 950
o J8x276 o _81x255 . _8lx1%0 . 81x229
2 950 ’ 2 950 ’ 2 950 ’ 2 950 '

Dando lugar a una tabla de contingencia 2x4 en donde no hay que agrupar columnas contiguas por no

tener ninguna columna con frecuencia esperada menor que cinco (e;;>5 Vi, j).

Estadistico de contraste:

2452 2282 1772 2192 312 272 132
x3 _ZZ = + + + + + + +
e e 252,46 233,25 173,8 209,47 23,53 21,74 16,2
2
;20 — 950 = 9,75
19,52

, o (hy—ey)® (245 — 252,46)% (228 — 233,25)2 (177 — 173,8)?
ML : :

L e, 252,46 233,25 173,8
i=1 j=1 J
2 2 2 2 2
, (219-209,47)° (31-23,53)° (27-21,74)° (13-162)* (10-19,52)* _ 6,75
209,47 23,53 21,74 16,2 19,52
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Estadistico tedrico: %% ,, ;= 6,251

Como x3 =9,75 > xg'lo’ 3 = 6,251 se rechaza la hipéteis nula. Es decir, se rechaza la independencia,

habiendo por tanto dependencia estadistica entre el coeficiente intelectual y la alimentacion.

sie
fidasg®

£ Endos ciudades, Ay B, se observé el color del pelo y de los ojos de sus habitantes, encontrandose

‘rﬁﬁi’;{;’* las siguientes tablas:
Ciudad A Ciudad B
Pelo Pelo
Ojos Rubio No Rubio Ojos Rubio No Rubio
Azul 47 23 Azul 54 30
No azul 31 93 No azul 42 80

a) Hallar los coeficientes de contingencia de las dos ciudades.

b) éEn cudl de las dos ciudades podemos afirmar que hay mayor dependencia entre el color del peloy
de los ojos?

Solucién:

a) Se calculan los valores de la xz correspondientes a las dos observaciones, siendo la frecuencia

n ie X n .j
esperada e;; = ——
n
Ciudad A
. Pelo Rubio No Rubio Total
Ojos
70x78 28.14 70 x116 4185
e = = ’ e == )
Azul 47 23 70 17~ 194 12 194
e,, = 28,14 e,, = 41,85 70
124 x 78 124 x 116
No azul 31 %3 124 e, = X2 49,85 e,, = SeEXAT 74,14
e2]_ = 49185 e22 = 74, 14 124 194 194
Total 78 116 194
Estadistico de contraste:
2 2 2 2 2 2 2
ng; 47 23 31 93
2 2 i]
X(2-1).(2-1) = X1 ;jzl e 28,14 41,85 49,85 74,14

Nx(NyyxNy = Ny xny ) 194 4 (4793 — 234 31)
NigxNyexNgyxN,,y 70x 124 x78 x 116

2
33,05
Coeficiente de contingencia: C, = 2%1 = = 0,3815
X1 +n 33,05 + 194
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En la poblacién B, la tabla de contingencia2x 2 :

Ciudad B
. Pelo Rubio No Rubio Total
Ojos
o - 84 x 96 _39.15 e.. = 84 x110 _a4.85
Azul 54 30 84 17 506 ’ 12 206 ’
e,;; = 39,15 e, = 44,85 84
96 x 122 110 x 122
No azul 2 80 122 €y ="r - =56,85 e,=—__—=6515
e,, = 56,85 | e,, = 65,15 122 206
Total 96 110 206
Estadistico de contraste:
2 2 2 2 2 2 2
n: 54 30 42 80
2 2 i
= = — — n= + + + — 206 = 17,82
X(2-1).(2-1) = X1 ;,:21 e 39,15 44,85 56,85 65,15

Nx(NyyxNy = Ny x Ny )’ 206 « (54 x 80 — 30 x 42)2
84« 122 x 96 x 110

O bien, ¥} = = 17,82

nl,xnz,xn,lxn,z

2
17,82
Coeficiente de contingencia: Cg = 2%_1 = |————— = 0,282
X1 t N 17,82 + 206

b) Como el coeficiente de contingencia mide el grado de relacién o dependencia entre las variables,
siendo C, = 0,3815 > 0,282 = C, , se afirma que en la poblacién A hay mayor dependencia entre el

color de los ojos y del pelo.

2
.3

(.".i

2 " En el grafico se presenta la evaluacion del estado general de salud de una muestra de personas
&5 ,
s, adultas mayores, segtin sea su peso normal o sobrepeso.

Numero
casos 4
[ Peso normal

[ ]| sobrepeso

12f- -
0f----

Con los datos del gréfico, con un nivel de

significacion del 5%, analizar la existencia de
una relacion significativa entre el peso y el sl
estado general de salud en el adulto mayor. 1 — . |

» Estado
Bueno Malo de Salud

ESTADO GENERAL DE SALUD DE UN ADULTO MAYOR, SEGUN PESO

Solucién:

PRUEBA CHI-CUADRADO: Se trata de dos variables dicotdmicas, con datos de frecuencia.

Hipétesis nula H, : "El estado de salud y el peso son independientes"

Llevando la informacién a una tabla de contingencia de 2x 2
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Peso
Estado de Salud Total
Normal Sobrepeso
12 8 20
Bueno e, =9,41 e, = 10,59 20
4 10 14
Malo e, = 6,59 e, = 7,41 14
Total 16 18 34

La frecuencia observada n,; = 4 es menor que lo aconsejable en cada celda( > 5 ), lo que podria
hacer pensar en una inestabilidad del calculo.

Como la frecuencia esperada e,, = 6,59, todas las celdas cumplen con el minimo aconsejable de 5 en

su valor esperado. En la practica se acepta hasta un 20% de las celdas que no cumplen con el requisito
de que la frecuencia esperadasea > 5

Se calculan los valores de la %> correspondientes a las dos observaciones, siendo la frecuencia esperada

ni.Xn.j
20x1 20x1 1441
e =200 941 o 2018 _yp59 e M85y o 118 o
11 34 12 34 21 34 22 34

Estadistico de contraste:

2 2 2 2 2 2 2
2 8 4 10
= + + — 34 = 3,27
X(2-1).(2-1) = ZZ ) a1 10,59 6,59 7,41

i=1j= 'J

Se puede calcular con la formula sencilla:

Nx(NyxNy — Nipxny)? 34 4 (12410 — 8+ 4)2
0 = 11 x Ny 2xNau) x (12« x 4) — 3,265
NigxNygxNgyxNg,y 20x 14 x16x 18

Estadistico tedrico: xoos 1= 3,841

Como x5 =3,265 < 3,841 = Xch,os, , se acepta la hipétesis nula, concluyendo que el estado general de

salud del adulto mayor no esta asociado a su peso.
TEST DE VEROSIMILITUD: El contraste de independencia por la razén de verosimilitudes (test G*) es

una prueba de hipétesis de la Chi-cuadrado que presenta mejores resultados que el de Pearson. Se
distribuye asintéticamente como una variable aleatoria %> con (k — 1) x(m — 1) grados de libertad.

i 2 o N;j
Estadistico G* = 2. E E n;.In| —
e

i=1j=1 J
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Se acepta la hipétesis nula H, si G = 2 .ZZnij.ln [J] < X% (ke1).(m-1)

i=1j=1 ij
n..
En cada celda se calcula el valor de n;;x In [J]
Peso
Estado de Salud Total
Normal Sobrepeso
g, = 2,917 g8, =—2,244
4 10 14
Total 16 18 34

12 8

4

4
g5, = 4xIn [E) = —1,997 822 = 10xIn (—j = 2,997

’

2 2
n..

Estadistico observado: G* = 2 . E E n;;.In [JJ = 3,344
e

i=1j=1 ij

Como G®> =3,344 < 3,841= Xc2>,os, 1 » Se acepta la hipétesis nula de independencia, concluyendo que el

estado general de salud del adulto mayor no estd asociado a su peso.

Adviértase que como la muestra n < 50 se hace aconsejable el uso de la Chi-cuadrado con el factor
de correccion de continuidad de Yates:

» n;<e; — n;+0,5
Factor correccion de Yates:
i>€ — n;—05

Expresion que se puede sintetizar: x3 =

2 [|ny- e -05]
Z eij

2
i=1 j=1
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Peso
Estado de Salud Total
Normal Sobrepeso
11,5 8,5 20
Bueno e, =941 e, = 10,59 20
4,5 9,5 14
Malo e,, = 6,59 e, = 7,41 14
Total 16 18 34

2 ZZ:ZZ:[|ni,-—eu|—0,5T _ [l12-9,41]- 057 X [|8 - 10,59| - 0,57’ X

X1~ . e, 9,41 10,59
i=1 j=1 J
[|4-659]-05]" [|10-7,41|-0,5]
+ + - 2,13
6,59 7,41
Nx(NyxNy — NixNy ) 34 ,(11,5x9,5 — 8,5x 4,5)
Obien, y2 = -ta* N2z = 2 XNl _ 34 « (11,5« 43 _ 243

nl,xnz,xn,lxn,z 20x 14x16x 18

Para una tabla de contingencia de 2x2 la correccién de Yates, caso general de aplicacién:

n

2
X3 = Correccién no es valida cuando |ny; x ny, — Npyx Ny | <

n
Niex Ny xNogx N, 2

2
4
34x|:|12x10—8x4|—32:| 24
= 2,13 correccién vélida |12x10- 8x4| > —

En el caso, ¥ =
20x 14 x16x 18

Como %3 = 2,13 < 3,841 = x(2J,05,1 se acepta la hipétesis nula de independencia

OTRO PROCEDIMIENTO: La validez del contraste también se puede hacer con el p-valor (a., ) :

o, = P(x3,1>213)= 0,271

0,90 Ap 0,10 0,9 - 0,10 —— 0,0158 - 2,706

0,0158 2,13 2,706 a, - 010 —> 2,13 — 2,706

(a, — 0,10)x(0,0158 - 2,706) = (0,90 — 0,10)x (2,13 - 2,706) — a,= 0,271

Alser a, = 0,271 > 0,05 = o se acepta la hipdtesis nula, afirmando que el estado general de salud

del adulto mayor es independiente de su peso.
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La tabla refleja el nimero de accidentes mortales de trafico que se producen en una carretera

a lo largo de un periodo de tiempo.

Accidentes mortales por dia

0

1

2

3

4

NUmero de dias

132

195

120

60

24

¢éSe ajustan los datos a una distribucidn de Poisson?. Utilizar un nivel de significacion 0,05
Solucion:
Hipdtesis nula Hy : La distribucion empirica se ajusta ala distribucion de Poisson

La hipétesis nula se acepta a un nivel de significacién a si:

k 2 k
2 _ (ni—e) _ ni2 2
Kk-p-1 = ZT = Ze—‘“ < Xajk-p-1
1

i=1 i=1 i

k = NiUmero intervalos

[ — ’ . .
estadistico teérico P =NuUmero parametros a estimar ()

%—J
estadistico contraste

La distribucién de Poisson se caracteriza porque sélo depende del parametro A que coincide con la
media.

o n

Sea la variable aleatoria X ="Numero de accidentes mortales por dia" y n, =

X; n; X; N P(x;=k)=p; )
0 132 0 0,2465
1 195 195 0,3451 . ;X"n‘ 756
2 120 240 0,2415 X=h= T T VA
3 60 180 0,1127 La
4 24 96 0,0394 P(x; =k) = e k=0,-,5
5 9 45 0,0110
n=540 | 756

"NUumero de dias"

Las probabilidades con que llegan las particulas k=0, --- , 5 se obtienen sustituyendo los valores de k
1,4

’ e—1,4

k!

Para verificar si el ajuste de los datos a una distribucién de Poisson se acepta o no, mediante una 2,
hay que calcular las frecuencias esperadas (e; = n. p;)

en P(x; =k) =

X, 0 1 2 3 4 >
: 132 195 120 60 24 9
Frecuencias e,=133,1 | e,=186,3 | e,=130,4 | e,=60,8 e, =21,3 e, =5,9

e, =540.0,2465=133,1
e, =540.0,1127=60,8

e, =540.0,3451=186,3
e, =540.0,0394=21,3

e; =540.0,2415=130,4
e, =540.0,0110=5,9

Dando lugar a una tabla de contingencia 1x 6, no teniendo que agrupar columnas contiguas al no

aparecer frecuencias esperadas menor que cinco.
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Los grados de libertad son cuatro: k—-p-1=6-1-1=4

6 2

, _oln—e) n;
Estadistico de contraste: x5 = z; = Z—'—n =
~ g ~ e
2 2 2 2 2 2
=132 +195 +120 +60 +24 +9__540=5’41
133,1 18,3 130,4 60,8 21,3 5,9

Estadistico teérico: % o5, 4 = 9,488

El estadistico de contraste (bondad de ajuste) es menor que el estadistico tedrico (9, 488), por lo que

se acepta la hipétesis nula, es decir, con un nivel de significacién 0,05, los accidentes mortales de trafico
en la carretera se ajustan a una distribucién de Poisson.

mm—_ Enun laboratorio se observd el numero de particulas o que llegan a una determinada zona
e

EL (?'% procedentes de una sustancia radiactiva en un corto espacio de tiempo siempre igual,

obteniéndose los siguientes resultados:

Numero particulas

0

1

2

3

4

Numero periodos de tiempo

120

200

140

20

10

éSe pueden ajustar los datos a una distribucion de Poisson, con un nivel de significacion del 5%?
Solucién:

Se establece la hipdtesis nula H : 'La distribucién empirica se ajusta alaPoisson'

La hipétesis nula se acepta, a un nivel de significaciéon o si:

k 2 k 2

(n;—¢) i
R

2
- n < Xa; k-p-1
' i —_—
i=1 estadistico tedrico

k = Ndmero intervalos
p = NUmero parametros a estimar (A)

%—J
estadistico contraste

Sea la variable aleatoria X = "Numero de particulas™ y n; = 'Numero de periodos de tiempo'

X, n, X,.n, P(x,= k)= p; ZS:X ]
0 120 0 0,3012 R Y
X = A = = =1,2
1 200 200 0,3614 n 492
2 140 280 0,2169 A =12
3 20 60 0,0867 Lok
4 10 40 0,0260 P(x; =k) = ;(! 12 k=o0,:,5
5 2 10 0,0062
n =492 590

Las probabilidades con que llegan las particulas k=0, 1, --- , 5 se obtienen sustituyendo los valores de

1,2% _ , .
I e, obien en las tablas con A = 1,2

ken P(x;=k) =

Portal Estadistica Aplicada: Muestreo Poblaciones Infinitas 93



U \ LUniversidad Autdmoma
Fau de Madrid

Para verificar si el ajuste de los datos a una distribucién de Poisson se acepta o no, mediante una xz ,

uim k

hay que calcular las frecuencias esperadas (e; = n. p;)

X, 0 1 2 3 4 5

120 200 140 20 10 2
e,=148,2 | ,=177,8 | e, =106,7 | e,=42,7 | e,=12,8 | e,=3,05

Frecuencias

e, =492.0,3012=148,2 e, =492.0,3614=177,8 e, =492.0,2169 = 106, 7
e, =492.0,0867 = 42,7 e, =492.0,0260=12,8 e, =492.0,0062 = 3,05

Dando lugar a una tabla de contingencia 1x6, en donde hay que agrupar las dos ultimas columnas por

tener la dltima columna frecuencias esperadas menores que cinco (e; < 5).

Por tanto, se tiene la tabla de contingencia 1x5:

X, 0 1 2 3 4y5

120 200 140 20 12
Frecuencias | e =148,2 | e,=177,8 | e;=106,7 | e, =427 | e;=15,85

Asi, los grados de libertad sontres: k—-p—-1=5-1-1=3

Estadistico de contraste:

S.(nj—e) & 1202 2002 1402 202 122
2 _ i i _ i _ _
y2 = 2:—ei _ 2 492 = 32,31

= + + + +
148,2 177,8 106,27 42,7 15,8

i=1 i=1 i

Estadistico tedrico: xg’osl 3= 7,815

El estadistico de contraste (bondad de ajuste) es mayor que el estadistico teérico (7,815), rechazando
la hipdtesis nula.

Es decir, la distribucion de datos observada NO se puede ajustar a una distribucién de Poisson, a un nivel
de significacion del 5%.

-~ Para una muestra aleatoria simple de 350 dias, el nimero de urgencias tratadas diariamente en

=== un hospital A queda reflejado en la siguiente tabla:
N2 urgencias | 0-5 5-10 10-15 15-20 | 20-25 25-30 | Total dias
Ne dias 20 65 100 95 60 10 350

Contrastar, con un nivel de significacion del 5%, si la distribucién del nimero de urgencias tratadas
diariamente en el hospital A se ajusta a una distribucién normal.

Solucion:

Para decidir si los datos se distribuyen normalmente es necesario calcular la media y desviacion tipica.

Se establece la hipdtesis nula H,, : 'La distribucién empirica se ajusta a una distribucién normal'
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La hipétesis nula se acepta a un nivel de significacién a si:

K (n—e)’
o= Z%

i=1 i

%—/
estadistico contraste

Se obtiene la media y la desviacidn tipica:

2
< Xa;k—p—l

%f_/
estadistico teodrico

k = Ndmero intervalos
p = NUmero parametros a estimar (u, c)

Intervalos X, n; X;. N, Xzi' n;
0-5 2,5 20 50 125
5-10 7,5 65 487,5 3.656,25
10-15 | 12,5 100 1250 1.5625
15-20 | 17,5 95 1662,5 29.093,75
20-25 | 22,5 60 1350 30.375
25-30 | 27,5 10 275 7.562,5
6 6 6
n=)n, =350 | D xn=5075 | D x’.n, = 864375
i=1 i=1 i=1
6 6 6
in.ni Z(xi—i)z.ni inz.ni
X="1" =145 o= - = ~ (x)* =36,71 o, = 6,06
350 350 250

Se procede al ajuste de una distribucion normal N (14,5, 6,06), hallando las probabilidades de cada
uno de los intervalos:

Intervalos n p; e;=p;.-n| (n;—¢)? (n;—e)%/ e
0-5 20 0,0498 | 17,43 6,6 0,38
5-10 65 0,1714 | 59,99 25,1 0,42
10-15 100 | 0,3023 | 105,81 33,76 0,32
15-20 95 0,2867 | 100,35 28,62 0,29
20-25 60 0,1396 | 48,86 124,1 2,54
25-30 10 0,0366 | 12,81 7,9 0,62
6
h = 350 Z(ni— e,)2/ e = 4,57
i=1
« P(0<x<5) = P|:0_14'5 x-14,5 5_14’5} — P(—2,39 < z <-1,57) =
6,06 6,06 6,06

= P(1,57<2<2,39) = P(z>1,57)- P(z>2,39) = 0,0582 — 0,00842 = 0,04978
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5-14,5 < x—-14,5 < 10-14,5
6106 6’06 6,06
= P(0,74< z <1,57) = P(z >0,74) - P(z >1,57) = 0,2296 — 0,0582 = 0,1714

P(5<x<10) = P{ } = P(-1,57<z<-0,74) =

10-14,5 < x—14,5 < 15-14,5
6,06 6,06 6,06
=1-P(z>0,74)- P(z >0,08) = 1-0,4681 - 0,2296 = 0,3023

P(10<x<15) = P{ } = P(-0,74< z < 0,08) =

[15-14,5 _x-145 20-14,5 |
6,06 6,06 6,06

= P(z >0,08) — P(z >0,91) = 0,4681-0,1814 = 0,2867

= P(0,08<z< 0,91) =

P(15< x<20) =P

[20-14,5 _Xx-145 25-14,5 |
| 6106 6’06 6,06 |
= P(z>0,91)— P(z >1,73) = 0,1814 — 0,0418 = 0,1396

P(20 < x<25) = P = P(0,91< z < 1,73) =

25-14,5 < x—14,5 < 30-14,5
6106 6[06 6,06
=P(z >1,73) - P(z > 2,56) = 0,0418 — 0,0052 = 0,0366

P(25<x<30)=P{ }zP(1,73<z< 2,56) =

Para calcular las frecuencias esperadas se multiplica las probabilidades por el nimero total de datos
e =p;.n

Adviértase que las modalidades son independientes, con lo que el nimero de grados de libertad son
(k—p—1). Se han tenido que calcular dos parametros: uy ¢

6

(n; —e)?
Estadistico de contraste: y2_,_; = %3 = Z; = 4,57 < 7,815 = X% 05,3

i=1 €

Estadistico tedrico: xglos; ;= 17,815

Como x3=4,57 < X%,os, 3 = 7,815, se acepta la hipdtesis nula a un nivel de significacién del 5%.

En consecuencia, la variable aleatoria numero de urgencias en el hospital A sigue una distribucién
N (14,5, 6,06).

Portal Estadistica Aplicada: Muestreo Poblaciones Infinitas 96



U \ Liniversidad Autdnoma
‘' de Madrid

ﬁ En un examen final de estadistica tedrica los estudiantes recibieron las siguientes calificaciones:

uim &

80 70 90 75 55 80 50 65 100 75 60 60

75 95 50 80 90 85 70 95 75 70 85 50

50 65 65 50 60 70 85 85 90 70

Comprobar, a un nivel de significacién 0,05, si las calificaciones fueron o no distribuidas segun una ley
normal.

Solucién:

Namero de intervalos = /34 = 6

=X 100 - 50
Amplitud del intervalo = —M& M0 = c ~ 10
n
Utilizando intervalos de clase convenientes, se clasifican los datos en una distribucion de frecuencias:
Intervalos X, n; X;.n Xzi' n;

45 - 55 50 5 250 12.500

55-65 60 4 240 14.400

65-75 70 8 560 39.200

75-85 80 7 560 44.800

85-95 20 7 630 56.700

95-105 100 3 300 30.000

6 6
n=34 D xi.n=2500 | D xl.n, =197.600
i=1 i=1
Se calculan la media y la desviacion tipica:
1% 2.540
34 4 34
i=1
6
1 _ 197.600

o) = 1 x2.n, — (X)? = rvenie 74,7 = 231,67 o, = /231,67 = 15,2

Se establece la hipdtesis nula:
H, : "Las calificaciones se distribuyen segtn una ley normal”

Se procede al ajuste de una distribucién normal N(74,7, 15,2), hallando las probabilidades de cada
uno de los intervalos:
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Intervalos n, P; e;=p;.n | (nj—e)* | (n—e)?/ e,

45 - 55 5 0,0729 2,4786 6,3575 2,5649
55-65 4 0,1626 5,5284 2,3360 0,4225
65-75 8 0,2469 8,3946 0,1557 0,0185
75 -85 7 0,2437 8,2858 1,6533 0,1995
85-95 7 0,1582 5,3788 2,6283 0,4886
95 - 105 3 0,0673 2,2882 0,5067 0,2214

3,9156

Mediante la tabla normal se hallan las probabilidades de cada uno de los intervalos:

45-74,7 x-74,7 55-74,7
15,2 15,2 15,2
= P[1,29<2<1,95] = P[z>1,25] - P[z>1,95] = 0,0985 - 0,0256 = 0,0729

P[45<x<55] = P[ ] = P[-1,95<2<-1,29] =

P[55<x<65] =P[-1,29<z<-0,64] = P[0,64 <z<1,29] =
= P[z>0,64]- P[z>1,29] = 0,2611 - 0,0985 = 0,1626

P[65<x<75] = P[-0,64 <2<0,02] =P[z>-0,64] - P[2>0,02] =
=1-P[z>0,64] - P[z>0,02] = 1 -0,2611 - 0,4920 = 0,2469

P[75<x<85] = P[0,02<2<0,68] = P[z>0,02] - P[z>0,68] = 0,4920 — 0,2483 = 0,2437

P[85<x<95] = P[0,68 <z<1,34] = 0,2483 - 0,0901 = 0,1582

P[95<x<105] = P[1,34 <z <2] = 0,0901 - 0,0228 = 0,0673

Las condiciones necesarias para aplicar el test de la Chi-cuadrado exigen que al menos el 80% de los
valores esperados de las celdas sean mayores que 5. Cuando esto no ocurre hay que agrupar
modalidades contiguas en una sola hasta lograr que la nueva frecuencia sea mayor que cinco.

Se agrupan las modalidades que presentan una frecuencia esperada menor que 5 con su

correspondiente modalidad continua, se tiene:

Intervalos n; P; ei=p.n | (n—e)? | (ni—e)?/ e
45 - 65 0,2355 8,0070 0,9860 0,1231
65-75 0,2469 8,3946 0,1557 0,0185
75 -85 0,2437 8,2858 1,6533 0,1995
85-105 10 0,2255 7,6670 5,4429 0,7100

1,0511
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El nimero de grados de libertad: k — p —1 = 4-2—-1 = 1, se han perdido dos grados de libertad, ya
que se han calculado dos parametros: Ly o

(n—e)’
Estadistico de contraste: 2 = Z—
i=1 i

uim &

= 1,0511

Estadistico tedrico: Xg,OS,l = 3,814

6 2
n —e.
Siendo, xi = Z:u = 1,0511 < 3,814 = y2 o5 ,

i-1 &

Se acepta la hipétesis nula, afirmando puede considerarse que las calificaciones se distribuyen
normalmente, a un nivel a=0,05

OvosicionesINE 1. Se supone que el Umero de erratas por pagina de un libro sigue una distribucién de

e m Poisson. Elegidas al azar 95 paginas se obtuvo que habia0,1,2,3,4,5 en

¢ | 40,30,15,7, 1y 0 paginas respectivamente.
¢Contiene la muestra evidencias estadisticamente significativas para rechazar dicho supuesto? Justifica
la respuesta.

Solucién:

Sea X ="Numero de erratas por pagina". Se quiere comprobar si X sigue una distribuci.on de Poisson, es
decir, que X ~P(A).

Se establece la hipdtesis nula H,, : 'La distribucién empirica se ajusta alaPoisson'

La hipdtesis nula se acepta, a un nivel de significacion o si:

2 : ) . n’ k =Ndmero intervalos
Xk—p—lz z _z__n< Xakpl

“ e e p = Nimero parametros a estimar ()

R ) eStadIStICO tedrico
estadistico contraste

En una distribucion de Poisson E(A) = A, la media de la muestra de valores de la variable puede
tomarse como una aproximacién a A . Por otra parte, se trata de un estimador de maxima verosimilitud
gue se obtiene por el método de los momentos: A = X

X i Xi- N P(x;=k)=p; ix n;

i*
0 40 0 0,4025 . &

i = x I . = 8_5 = 0;91
1 30 30 0,3663 "
2 15 30 0,1666 A - 0,01
3 21 0,0505 )
g _ 0,91 g4 ,
4 4 0,0115 P(x; =k) = Te k=0, ,5
5 0 0 0,0020
n=93 85
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Las probabilidades con que llegan las erratas k=0, 1, --- , 5 se obtienen sustituyendo los valores de k

k
0,91 o091
k!

Para verificar si el ajuste de los datos a una distribucion de Poisson se acepta o no, mediante una xz ,
hay que calcular las frecuencias esperadas (e, = n. p;)

en P(x;=k) =

X, 0 1 2 3 4 5

40 30 15 7 1 0
e, =37,43 | e, =34,07 | e;=15,49 e, = 4,7 e; = 1,07 e; = 0,19

Frecuencias

e, = 93.0,4025 = 37,43 e, =93.0,3663 = 34,07 e, =93.0,1666 = 15,49
e, =93.0,0505 = 4,7 e, =93.0,0115 = 1,07 e, = 93.0,0020 = 0,19

Dando lugar a una tabla de contingencia 1x6 en donde hay que agrupar las tres ultimas columnas por
tener la dltima columna frecuencias esperadas menores que cinco (e; < 5).

Por tanto, se tiene la tabla de contingencia 1x4 :

X; 0 1 2 3y4y5

40 30 15 8
Frecuencias | e, = 37,43 | e, = 34,07 e, = 15,49 e, = 5,96

Asi, los grados de libertad sontres: k—-p—-1=4 -1 -1 =2

Estadistico de contraste:

2. (n; —e, 2. n; 402 302 152 82
2 I i i
S N L L N + + + — 93 = 1,4263
X =2 .; 37,43 34,07 15,49 = 5,96

Estadistico tedrico: xg'osl , = 5,991

El estadistico de contraste (bondad de ajuste) es menor que el estadistico tedrico

(x3 =1,4263 < 5,991 = xgloslz), aceptando la hipétesis nula.

Es decir, las erratas de las paginas siguen una distribucién de Poisson de parametro A = 0,91, conun
nivel de significacion del 5%.
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oposicianes INE Contrastar con un nivel de significacién 2,5% que la duracién de un determinado tipo
_f"’“:’/“ﬂ i de bombillas eléctricas es una variable aleatoria con funcién de densidad:
(g g
f oo W f(x) =

1 —--x

Ee 9 x>0 con 0=200 horas

Teniendo en cuenta que en una muestra aleatoria de 75 bombillas probadas hasta fundirse, se han
observado las duraciones recogidas en la tabla:

Duracién Numero de bombillas
Hasta 200 horas 40
De 200 a 300 horas 15
De 300 a 400 horas 8
De 400 a 500 horas 6
Mas de 500 horas 6
n=75
Solucién:

Sea X = "Duracion de las bombillas hasta fundirse"

X
X Xl 1 -t _l
Funcién de distribucién: F(x) =j f(t)dt =I Ee 9 dt = —-e © = 1-e 0
0 0 o
1
-=x
1-e ® x>0
F(x) =
0 x<0

—LZOO
P(X < 200) = F(200) = 1—e 200 = 0,6321

-—--300
P(200 < X < 300) = F(300) — F(200) = (1—e 200

-——400
P(300 < X < 400) = F(400) — F(300) = (1—e 200

1

1

1

1

)_ (1_e—ﬁzoo

1

)_ (1_e—EBOO

1

)

)

= 0,7768 — 0,6321= 0,1447

= 0,8646 — 0,7768= 0,0878

-~ 500 -~ 400
P(400 < X < 500) = F(500) — F(400) = (1—-e 200 ) — (1-e 200 ) 0,9179 - 0,8646= 0,0533

1
-——>500
P(X > 500) = 1- F(500) = 1— (1—e 200" ) = 0,0820

Para verificar si el ajuste de los datos a una distribucidn de Poisson se acepta o no, mediante una xz ,
hay que calcular las frecuencias esperadas (e, = n. p, = 75. p;)

" Hasta 200 De 200 a 300 De300a De 400 a Mads de 500
' horas horas 400 horas 500 horas horas
) 40 15 8 6 6
Frecuencias | o — 47,408 | e,=10,853 | e;=6,585 | e, = 3,998 | e;=6,15
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Dando lugar a una tabla de contingencia 1x5 en donde hay que agrupar las columnas contiguas cuatro

y cinco por tener la columna cuatro la frecuencia esperada menor que cinco (e; < 5).

Se origina la tabla de contingencia 1x4

" Hasta 200 De 200 a 300 De 300 a Mas de 400
' horas horas 400 horas horas
, 40 15 8 12
Frecuencias | o — 47,408 | e, = 10,853 | e, = 6,585 | e, = 10,148

Asi, los grados de libertad sontres: k-1 =4 —1 =3

Se establece la hipétesis nula

1
H, : "Ladistribucién empirica se ajusta a la funcién de densidad exponencial de pardmetro ry =200"

La hipdtesis nula se acepta, a un nivel de significacion a si:

2 k 2

S (ni—e) n

2 i i i
= _ = — —-n <

Xk-1 E e i§=1, e

i=1

Xi; K1 k =Ndmero intervalos

PR -
\ ) estadistico tedrico
estadistico contraste

Estadistico de contraste:

2. (n,—e, n; 40?2 152 8?2 122
2 1 i i
= E — = E ——-n = + + +
s =, _ 47,408 10,853 6,585 10,148

- 75 = 3,39

Estadistico tedrico: Xé,ozs, ;3 = 9,348

El estadistico de contraste (bondad de ajuste) es menor que el estadistico tedrico
(x2 =3,39 <9,348 = Xg,ozs,s)' aceptando la hipétesis nula.
Es decir, puede afirmarse que que la duracidon de las bombillas es una variable aleatoria con funcién de

densidad exponencial de parametro %= 200
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