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Determinar la probabilidad de extraer una bola blanca de una urna que contiene cuatro bolas de dos
colores: blanco y rojo, supuesto que las distintas composiciones de la urna son igualmente probables.

Solución:

Interpretando el enunciado en sentido estricto, se entiende que la urna contiene al menos una bola de
cada color, eliminando las posibilidades de que en la urna haya cuatro bolas blancas o cuatro bolas rojas.

Denotando por  iU =  "La urna contiene  i  bolas blancas  y   (4 i)−  bolas rojas" ,   i 1 , 2 , 3=

Si el suceso B =  "Extraer bola blanca"

Por el Teorema de la Probabilidad Total:

1 1 2 2 3 3x x xp(B) p(U ) p(B U ) p(U ) p(B U ) p(U ) p(B U )= + +

Las tres composiciones de la urna son equiprobables, así que  i
1

p(U )
3

=   para   i 1 , 2 , 3=

La probabilidad de extraer bola blanca de la urna  iU  es:    i
i

p(B U )
4

=   para   i 1 , 2 , 3=

resulta que,    x x x
1 1 1 2 1 3 1

p(B)
3 4 3 4 3 4 2

= + + =

Nota:  Se pueden evitar los cálculos anteriores ya que, por simetría respecto al color las bolas, los

sucesos "sacar bola blanca" y "sacar bola roja"  son contrarios y equiprobables, por lo que la

probabilidad de cada uno de ellos es 
1
2

Realizamos el experimento aleatorio siguiente: Lanzamos tres monedas y contamos el número X de
caras. Posteriormente, lanzamos X dados y llamamos Y a la suma de los resultados obtenidos.
¿Cuánto vale E(Y)?

Solución:

Se asume que las monedas y los dados son equilibrados. La variable aleatoria X que contabiliza el

número de caras al lanzar tres monedas sigue una distribución binomial B(n 3, p 0,5)= = , por lo que su

función de probabilidad: 
313p(X 0)   para  k 0 , 1, 2 , 3k 2

⎛ ⎞⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

es decir,    
1 3 3 1

p(X 0) p(X 1) p(X 2) p(X 3)
8 8 8 8

= = = = = = = =

Los valores que toma la variable Y, suma de los resultados obtenidos al lanzar X dados,  pertenecen al

conjunto { }0 , 1, 2 , 3 , ... , 18    (Y 0   cuando  X 0)= =  y su esperanza matemática:

18

j 0

E(Y) j . p(Y j)
=

= =∑
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Dado que la variable Y depende de X, se recurre al Teorema de la Probabilidad Total para calcular su
esperanza:

18 18 3 3 18

j 0 j 0 k 0 k 0 j 0

3

k 0

E(Y) j . p(Y j) j . p(X k) . p(Y j X k) p(X k) . j . p(Y j X k)

         p(X k) . E(Y X k)

= = = = =

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = = = = = = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= = =

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑

Para  k 0 E Y X 0 0  pues  P Y 0 X 0 1⎡ ⎤ ⎡ ⎤= → = = = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Para   1 2 kk 1 Y X k Y +  Y +   +  Y⎡ ⎤≥ → = =⎣ ⎦        La variable  jY =  "resultado del j‐ésimo dado"

Como los dados son correctos, las variables discretas  jY  son uniformes y su media es la media aritmética

de los valores que toma:

j
1 2 3 4 5 6 7

E(Y )
6 2

+ + + + +
= =

1 2 k

k
7k7 7 7

E(Y X k) E(Y ) +  E(Y ) +   +  E(Y )
2 2 2 2

= = = + + + =

En concreto,    
7 21

E(Y X 0) 0 E(Y X 1) E(Y X 2) 7 E(Y X 3)
2 2

= = = = = = = =

De modo que,

3

k 0

x x x x
1 3 7 3 1 21 21

E(Y) p(X k) . E(Y X k) 0 7
8 8 3 8 8 2 4=

= = = = + + + =∑
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Dos jugadores A y B  lanzan simultánea y respectivamente 3  y  2 monedas. Gana el jugador que
obtenga más caras, repitiéndose el lanzamiento si ambos obtienen el mismo número. Calcular la
probabilidad  de que gana el jugador A.

Solución:

Designando por  iA  el suceso "El jugador A gana en la partida i‐ésima"

1

x x x

P(A ) P(A saque 3 caras y B cualquier número de caras) P(A saque 2 caras y B saque 1 cara o 0 cara)

1 3 3 3 1 1
          P(A saque 1 cara y B saque 0 caras) 1

8 8 4 8 4 2

= + +

+ = + + =

{
2P(A ) P(empate en la primera partida)  P(A saque más caras que B en la segunda partida)

         
           P(A saque 2 caras y B saque 2 caras)     P(A saque 1 cara y B saque 1 cara)

          + P(A saqu

= =

= + +

}e 0 caras y B saque 0 caras) P(A saque más caras que B en la segunda partida)         =

           
2 0 2 2

x x x x x x x x x x
1 1 1 1 1 1 1 13 2 3 2

2 2 1 12 2 2 2 2 2 2 2

⎧⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎩

           
0 3 0 2

x x x x x x x
1 1 1 1 1 5 13 2

0 02 2 2 2 2 16 2

⎫⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎭

{ }
2

2
3 1 x

5 1
P(A ) P(A )  P(Empate en la primera patida)

16 2
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

n 1

n 1

x x
5 1 1 1 8

P(A  gane)
516 2 2 111
16

−∞

=

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ −

∑
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En una población de  (n 1)+ personas un hombre, el "progenitor", envía cartas a dos personas

distintas, que representan la "primera generación".

Estas repiten el proceso y, en general, por cada carta recibida, el receptor envía dos cartas a dos  personas
elegidas al azar, sin considerar el desarrollo pasado.

Encontrar la probabilidad P de que el progenitor no se encuentre en ninguna de las generaciones
1, 2 , 3 , ... , k

Solución:

Esquema de árbol

En la generación i‐ésima hay  i2  nodos  (i 1 , 2 , ... , k 1)= −

En consecuencia, las generaciones 0 , 1, 2 , ... , k 1−  tienen en total

k 1
k 1 k2 x2 2 2

1 2 2 ... 2 1 2 1
2 1

−
− −

+ + + + = + = −
−

nodos

En cada nodo de estas generaciones   (0 , 1 , 2 , ... , k 1)−  se eligen 2 personas entre n, es decir  n
2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

posibilidades. Así pues, los casos posibles son:  

k 12nCasos posibles 2

−

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Como  

k 22
k 1 k2 n n 12 2 ... 2 2 2 Casos favorables 2 2

−

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + = − → = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Finalmente,

k 2 k 2 k 2

k 2 k 2

k 1 k 2

2 2 2

2 2

2 2

n n 1 n 1 (n 1) (n 2)
2 2 2 n 2 22P 1

n (n 1) n nn n
22 2

− − −

− −

− −

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = = = −⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Sean  (N 1)+  urnas cada una con N bolas rojas y blancas. La urna  kU tiene k bolas rojas y N k−
blancas, k 0 , 1 , ... , N= . Se elige una urna al azar y se realizan "a" extracciones con remplazamiento.

Supóngase que las "a" bolas han resultado ser rojas. Hallar la probabilidad de que en la siguiente
extracción resulte bola roja.

Solución:

Sean los sucesos:  A = "Las a bolas han sido rojas"  y   B = "La extracción a 1+  es bola roja"

Se tiene:      k
1

P(U )
N 1

=
+

              
a

k
k

P(A U )
N

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 
a 1

k
k

P(A B U )
N

+
⎛ ⎞∩ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

a 1N N

k k
k 0 k 0

N aN

k k
k 0 k 0

1 k 1
P(U ) P(B A U )

N 1 N N 1P(B A)
P(B A)

P(A) 1 k
P(U ) P(A U )

N 1 N

+

= =

= =

⎛ ⎞∩ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∩
= = = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

a 1N

k 0

k
N

1
N 1

+

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+

∑
aN

k 0

N N
a 1 a 1 a 1

k 0 k 0
a N N

a a

k 0 k 0

k
N

1 k k
1N

            
N1

k k
N

=

+ + +

= =

= =

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ ∑

∑ ∑
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Los jugadores A y B lanzan un dado cada uno:  sí el dado de A marca un valor mayor o igual
que el de B, comienza a jugar A ;  en caso contrario, comienza B.

Los jugadores A y B  lanzan un dado cada uno:  sí el dado de A marca un valor mayor o igual que el de B,
comienza a jugar A ; en caso contrario, comienza B.

El juego consiste en sacar una bola de una urna que contiene una bola roja, una verde y una negra.

Si comienza el jugador A y la bola es roja, gana el jugador A. Sí la bola no es roja, se devuelve a la urna y
saca  una bola el jugador B, que gana si la bola es verde o negra; en caso contrario, gana A.

Si empieza el jugador B, y la bola es roja o verde, gana el jugador B ;  en caso contrario, gana A.

Se pide calcular las siguientes probabilidades, razonando la respuesta:

a)   La probabilidad de que el jugador A inicie el juego. ¿Y de que lo inicie el jugador B?

b)  La probabilidad de que el jugador A gane el juego.  ¿Y de qué lo gane el  jugador B?

c)  Si el juego lo ha ganado el jugador B ¿Cuál es la probabilidad de que lo haya iniciado?

Solución:

a)  Se utiliza el Teorema de la Probabilidad Total al tratarse del conjunto de sucesos de un experimento
aleatorio finito.

x x x

x x x x x x

P(A B) P(B 1) P(A 1 B 1) P(B 2) P(A 2 B 2) P(B 6) P(A 6 B 6)

1 1 5 1 4 1 3 1 2 1 1 7
               1

6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 12

≥ = = ≥ = + = ≥ = + + = ≥ = =

= + + + + + =

En consecuencia,

inicia inicia inicia
7 7 5

P(A ) P(A B) P(B ) 1 P(A ) 1
12 12 12

= ≥ = = − = − =

b)  Sean los sucesos:    GA  =  "A gana el juego"  ,    GB  =  "B gana el juego"

G Inicia G Inicia Inicia G Iniciax x x x x
7 1 2 1 5 1 25

P(A ) P(A ) P(A A ) P(B ) P(A B )
12 3 3 3 12 3 54

⎛ ⎞= + = + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

G Inicia G Inicia Inicia G Iniciax x x x x
7 2 2 5 2 29

P(B ) P(A ) P(B A ) P(B ) P(B B )
12 3 3 12 3 54

⎛ ⎞= + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G
25 29

P(B ) 1 P(A ) 1
54 54

= − = − =

c)    Inicia G Inicia
Inicia G

G

xx
5 2

P(B ) P(B B ) 1512 3P(B B )
29P(B ) 29
54

= = =
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Un sistema de comunicaciones falla o no dependiendo si ha fallado o no el día anterior.
La probabilidad de que falle un día sabiendo que ha fallado el día anterior es de 0,6, pero si no ha
fallado  el día anterior es de 0,4.

a)  ¿Cuál es la probabilidad de que el sistema falle dentro de cuatro días sabiendo que hoy no ha fallado?

b)  ¿Cuál es la probabilidad de que el sistema falle el cuarto día sabiendo que inicialmente la probabilidad
    de fallar es de 0,3 y la de no fallar es de 0,7?

c)  ¿Cuál es el vector de probabilidades de equilibrio?

Solución:

a)  Sean los estados   { }E 0 falla , 1 no falla= ≡ ≡

Estado    0        

0,6 0,4
P

0,4

1

0

1 0,6
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

La probabilidad pedida es:    (4)
10 4 0p P(X 0 X 1)= = =

2 0,6 0,4 0,6 0,4 0,52 0,48
P

0,4 0,6 0,4 0,6 0,48 0,52
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3 2
x

0,6 0,4 0,52 0,48 0,504 0,496
P P P

0,4 0,6 0,48 0,52 0,496 0,504
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4 3
x

0,5008 0,49920,6 0,4 0,504 0,496
P P P

0,4 0,6 0,496 0,504 0,4992 0,5008

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(4)
10 4 0p P(X 0 X 1) 0,4992= = = =

b)  La distribución de probabilidad inicial es  0 (0,3 , 0,7)π =  y la distribución de probabilidad en 4 pasos

será  4 0 4Pπ = π

( )
1

(4) 0
4 i0 i

i 0

x x
0,5008

P(X 0) p 0,3 0,7 0,5008 0,3 0,4992 0,7 0,49968
0,4992

=

⎛ ⎞
= = π = = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

( ) ( )1 0 0,6 0,4
P 0,3 0,7 0,46 0,54

0,4 0,6
⎛ ⎞

π = π = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) ( )2 0 2 0,52 0,48
P 0,3 0,7 0,492 0,508

0,48 0,52
⎛ ⎞

π = π = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) ( )3 0 3 0,504 0,496
P 0,3 0,7 0,4984 0,5016

0,496 0,504
⎛ ⎞

π = π = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) ( )4 0 4 0,5008 0,4992
P 0,3 0,7 0,49968 0,50032

0,4992 0,5008
⎛ ⎞

π = π = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

4 4 4
0 1( , ) (0,49968 , 0,50032)π = π π =
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4
4 0P(X 0) 0,49968= = π =

c)    8 4 4
x

0,5008 0,4992 0,5008 0,4992 0,50000128 0,49999872
P P P

0,4992 0,5008 0,4992 0,5008 0,49999872 0,50000128
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

12 4 8
x

0,5008 0,4992 0,50000128 0,49999872 0,5 0,5
P P P

0,4992 0,5008 0,49999872 0,50000128 0,5 0,5
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

13 12x
0,6 0,4 0,5 0,5 0,5 0,5

P P P
0,4 0,6 0,5 0,5 0,5 0,5
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

La matriz a largo plazo de transición:

n
n

n n

0,6 0,4 0,5 0,5
P lim P lim

0,4 0,6 0,5 0,5→ ∞ → ∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

El único vector de probabilidades de equilibrio se expresa por  ( )0,5 0,5π =

De modo que,   ( ) ( )0,6 0,4
P 0,5 0,5 0,5 0,5

0,4 0,6
⎛ ⎞

π = = = π⎜ ⎟
⎝ ⎠

En un juego participan dos jugadores A y B.  En cada turno del juego se lanza una moneda al aire. Si
sale cara, el jugador A le da un euro al jugador B, si sale cruz, el jugador B le da un euro al jugador A.

El juego se inicia teniendo 3 euros el jugador A y 2 euros el jugador B y termina cuando uno de los dos
no tenga euros.

Calcular el número medio de tiradas que tarda en acabar el juego

Solución:

Para calcular la probabilidad de fracaso del jugador A se tiene una cadena de Markov con un estado por
cada posible estado de cuentas  { }S 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 0=

Matriz de transición asociada:
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La matriz fundamental para la cadena absorbente es:

1 0 0 0 0 0,5 0 0 1 0,5 0 0

0 1 0 0 0,5 0 0,5 0 0,5 1 0,5 0
(I Q )

0 0 1 0 0 0,5 0 0,5 0 0,5 1 0,5

0 0 0 1 0 0 0,5 0 0 0 0,5 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

tI Q (I Q ) 0,3125− = − =

1

1,6 1,2 0,8 0,4

1,2 2,4 1,6 0,8
T (I Q )

0,8 1,6 2,4 1,2

0,4 0,8 1,2 1,6

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1,6 1,2 0,8 0,4 0 0,5 0,2 0,8

1,2 2,4 1,6 0,8 0 0 0,4 0,6
TR

0,8 1,6 2,4 1,2 0 0 0,6 0,4

0,4 0,8 1,2 1,6 0,5 0 0,8 0,2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  El fracaso del jugador A está representado por el estado 0, que es el segundo estado absorbente.

Se comenzó en el tercer estado transitorio (A empieza con 3) se debe observar el elemento  32p 0,4=
de TR  que da la probabilidad 0,4 de que el jugador comience con 3 euros y fracase.

  La probabilidad de fracaso del jugador B es el complementario, es decir,  (1 0,4 0,6)− = .

También se puede observar el elemento  31p 0,6=  de TR.

Para calcular el número medio de tiradas que tarda el juego en acabar hay que sumar los números
medios de etapas que estarán en cualquier estado transitorio antes de la absorción, suponiendo
que se empieza en el tercer estado transitorio.

Los números medios son los que forman la tercera fila de la matriz fundamental para la cadena

absorbente  1T (I Q )−= − , es decir, 0,8 1,6 2,4 1,2 6+ + + = tiradas.
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Un viajante opera en tres ciudades: Madrid, Segovia y Toledo. Con tal de evitar desplazamientos
innecesarios pasa todo el día en la misma ciudad y al día siguiente, si no tiene suficiente trabajo, se
desplaza a otra ciudad.

Después de trabajar un día en Toledo, la probabilidad de tener que continuar allí al día siguiente es 0,4,
la de tener que viajar a Segovia es 0,4, y la de tener que ir a Madrid es 0,2.

Si el viajante duerme un día en Segovia, con probabilidad 0,2, tendrá que seguir trabajando en la misma
ciudad al día siguiente, en el 60% de los casos viajará a Toledo, mientras que irá a Madrid con
probabilidad 0,2.

Si el viajante trabaja todo un día en Madrid, permanecerá en la ciudad al día siguiente con probabilidad
0,1, irá a Segovia con probabilidad 0,3, y a Toledo con probabilidad 0,6.

Se pide:

a)  Si el viajante se encuentra hoy en Toledo, ¿cuál es la probabilidad de que tenga que trabajar en la     
    misma ciudad al cabo de cuatro días?

b)  ¿Cuáles son los porcentajes de días en los que el viajante está en cada una de las tres ciudades?

Solución:

                                                                M    S     T

M 0,1 0,3 0,6

a)  La matriz de transición  P S 0,2 0,2 0,6

T 0,2 0,4 0,4

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Estando en Toledo, para saber con qué probabilidad se encuentra en Toledo a los cuatro días hay que

calcular  (4)
33p

0,1 0,3 0,6 1 / 10 3 / 10 6 / 10

P 0,2 0,2 0,6 2 / 10 2 / 10 6 / 10

0,2 0,4 0,4 2 / 10 4 / 10 4 / 10

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

1 / 10 3 / 10 6 / 10 1 / 10 3 / 10 6 / 10 19 / 100 33 / 100 48 / 100

P 2 / 10 2 / 10 6 / 10 2 / 10 2 / 10 6 / 10 18 / 100 34 / 100 48 / 100

2 / 10 4 / 10 4 / 10 2 / 10 4 / 10 4 / 10 18 / 100 30 / 100 52 / 100

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4 2 2
x

19 / 100 33 / 100 48 / 100 19 / 100 33 / 100 48 / 100

P P P 18 / 100 34 / 100 48 / 100 18 / 100 34 / 100 48 / 100

18 / 100 30 / 100 52 / 100 18 / 100 30 / 100 52 / 100
                  

1819 / 10000 3189 / 10000 49

                      

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
92 / 10000

1818 / 10000 3190 / 10000 4992 / 10000

1818 / 10000 3174 / 10000 5008 / 10000

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

En Toledo se encuentra a los cuatros días con probabilidad   (4)
33

5008
p 0,5008

10000
= =
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b)  Para calcular las probabilidades estacionarias hay que proceder de la siguiente forma:

( ) ( )
1 / 10 3 / 10 6 / 10

x y z 2 / 10 2 / 10 6 / 10 x y z

2 / 10 4 / 10 4 / 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

     siendo,   x y z 1+ + =

De donde, resulta el sistema de ecuaciones lineales:

1
(x 2y 2z) x

10 9x 2y 2z 0
9x 2y 2z 01

3x 8y 4z 0(3x 2y 4z) y
x y z 010

6x 6y 6z 0
1 x y z 1(6x 6y 4z) z x y z 110

x y z 1

⎧ + + =⎪
− + + =⎧⎪ − + + =⎧⎪⎪ − + =+ + =⎪ ⎪ ⎪→ → + − =⎨ ⎨ ⎨+ − =⎪ ⎪ ⎪ + + =⎩+ + =⎪ ⎪ + + =⎩⎪

+ + =⎪⎩

con lo que,    x 0,1818 , y 0,3181 , z 0,5= = =

El porcentaje de días que el viajante se encuentra en cada ciudad es:  Madrid el 18%, Segovia el 32%  y
Toledo el 50%.

Un edifico consta de bajo y dos pisos. El  ascensor del edificio realiza viajes de uno a otro piso, se
conoce que el piso en el que finaliza el n‐ésimo viaje del ascensor sigue una cadena de Markov, y que
la mitad de los viajes que parten del bajo se dirigen a cada uno de los otros dos pisos.

Mientras que si un viaje comienza en el primer piso, sólo el 25% de las veces finaliza en el segundo.

Finalmente, si un trayecto comienza en el segundo piso, siempre finaliza en el bajo.

Se pide:

a)  Calcular la matriz de probabilidades de transición de la cadena

b)  ¿Cuál es la probabilidad de que a largo plazo el ascensor se encuentre en cada uno de los tres pisos?

Solución:

a)  Los estados de la cadena se denotan por  { }S 0, 1, 2=  haciendo

corresponder el 0 al bajo y el 1 y 2 al primer y segundo piso respectivamente.

La matriz de las probabilidades
de transición es:

00 01 02

10 11 12

20 21 22

  Estado   0       1       2       Estado     0        1         2

0 0

1 1

2

p p p 0 1 / 2 1 / 2

P p p p 3 / 4 0 1 / 4

p p p 02 1 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

00p 0≡  es la probabilidad de que el ascensor se encuentre en la planta baja si en la etapa anterior
              estaba en la planta baja, evidentemente es 0 porque se supone que de etapa a etapa el
              ascensor se mueve.
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01p 1 / 2≡   es la probabilidad de que el ascensor se encuentre en la primera planta si en la etapa
                    anterior estaba en la planta baja.

Así, sucesivamente, se van obteniendo las probabilidades de transición.

b)  El estado estable, probabilidad a largo plazo,  se determina resolviendo la ecuación  vP v= ,

añadiendo  la ecuación   x y z 1+ + =

El sistema resultante es:    ( ) ( )
0 1 / 2 1 / 2

x y z 3 / 4 0 1 / 4 x y z x y z 1

1 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟ = + + =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
y z x    

4 4 x 3 y 4 z 0
5 y 4 z 01

x 2 y 0       x y            8 4 5
3 y z 1 x y z2

2 x y 4 z 0    17 17 171 1 x y z 1    x y z   x y z 1   2 4
x y z 1

⎧ + =⎪
− − =⎧⎪ − + =⎧⎪⎪ − ==⎪ ⎪ ⎪→ → + = → = = =⎨ ⎨ ⎨+ − =⎪ ⎪ ⎪ + + =⎩+ =⎪ ⎪ + + =⎩⎪

+ + =⎪⎩
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Determinar cuáles son las estrategias de los dos jugadores, razonando las hipótesis que hay que
hacer al eliminar cada estrategia sobre la racionalidad de los jugadores.

Jugador 2

C1 C2 C3 C4

F1 7, 0 10, 100 15, 104 2,3

F2 0, 16 10, 0 0, 15 0, 4

F3 20, 9 8, 0 11, 10 0, 5
Jugador 1

F4 14, 20 2, 300 10, 7 10, 6

Solución:

Jugador 2:  La columna  4C  se encuentra estrictamente dominada por  3C :

104 3 , 15 4 , 10 5 , 7 6> > > >

Si el Jugador 2 es racional nunca eligirá  4C

Si el Jugador 1 sabe que el Jugador 2 es racional entenderá que los únicos resultados posibles son:

Jugador 2

C1 C2 C3

F1 7, 0 10, 100 15, 104

F2 0, 16 10, 0 0, 15

F3 20, 9 8, 0 11, 10
Jugador 1

F4 14, 20 2, 300 10, 7

En la nueva submatriz de pagos, la estrategia  4F está dominada por  3F :  20 14 , 8 2 , 11 10> > >

Si el Jugador 1 es racional nunca eligirá  4F

Si el Jugador 2 se anticipa, lo que requiere que Jugador 1 sabe que Jugador 2 es racional, sabe que los
únicos resultados posibles son:

Jugador 2

C1 C2 C3

F1 7, 0 10, 100 15, 104

F2 0, 16 10, 0 0, 15Jugador 1

F3 20, 9 8, 0 11, 10

En la nueva submatriz de pagos, la estrategia  2C está dominada por  3C :   104 100 , 15 0 , 10 0> > >

Si el Jugador 2 es racional nunca eligirá  2C
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Si el Jugador 1 se anticipa, lo que requiere saber que Jugador 2 sabe que Jugador 1 es racional, sabe que
los únicos resultados posibles son:

Jugador 2

C1 C3

F1 7, 0 15, 104

F2 0, 16 0, 15Jugador 1

F3 20, 9 11, 10

Suponiendo que la racionalidad es de conocimiento público, el Jugador 1 no debería jugar  2F  puesto que

está dominada tanto por  1F  como por   3F , adviértase que  7 0 , 15 0> > y  20 0 , 11 0> >

Si el Jugador 1 es racional nunca eligirá  2F

Si Jugador 2 se anticipa, lo que requiere saber que Jugador 1 sabe que Jugador 2 es racional, sabe que
los únicos resultados posibles son:

Jugador 2

C1 C3

F1 7, 0 15, 104
Jugador 1

F3 20, 9 11, 10

En la nueva submatriz de pagos, Jugador 2 no debe elegir  1C  porque se encuentra dominada por  3C ,

dado que:  104 0 , 10 9> >

Los únicos resultados posibles son:

Jugador 2

C3

F1 15, 104
Jugador 1

F3 11, 10

El Jugador 1 no debe elegir  3F  al encontrarse dominada por  1F :   15 11>

El único resultados posible es:

Jugador 2

C3

Jugador 1 F1 15, 104

Por Eliminación Iterativa Estricta:  Jugador 1 eligirá  1F  y  Jugador 2 eligirá  3C :    { }1 3EIE (F , C )=
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Analizar los incentivos que tienen dos presos que han sido encarcelados y son interrogados para
delatar al otro compañero.

La matriz de pagos (años de prisión) que tendrá cada uno en función de la decisión que tomen es:

Prisionero 2

Delata  2D  No Delata  2D

Delata  1D 6 , 6− − 1 , 10− −
Prisionero 1

  No Delata   1D 10 , 1− − 2 , 2− −
 

Matriz Años

de pagos prisión
⎛ ⎞

← ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Solución:

ESTRATEGIAS COMINANTES:

El Prisionero 1 tiene dos estrategias ( 1 1D , D ) y el Prisionero 2 tiene dos estrategias ( 2 2D , D )

Resolviendo el problema por medio de estrategias dominadas, en el Prisionero 1  la estrategia  1D

domina a la estrategia  1D  pues  6 10− > −   y    1 2− > −

Por lo que se elimina la estrategia  1D

Prisionero 2

 Delata  2D  No Delata  2D

Prisionero 1  Delata  1D 6 , 6− − 1 , 10− −

En el  Prisionero 2  la estrategia  2D  domina a la estrategia  2D  pues  6 10− > −

En consecuencia, en el dilema del prisionero, la estrategia dominante para ambos jugadores es delatar,
lo que significa que (Delatar ‐ Delatar) es el equilibrio de la estrategia dominante (Equilibrio de Nash).

Si hubieran podido pactar, estarían mejor decidiendo (No Delatar ‐ No Delatar)

( 2 , 2)− − ≡  Equilibrio óp mo de Pareto, ambos serían condenados a 2 años de prisión, aunque sería

inestable (hay incentivos de desviarse).

Al no existir ninguna relación entre los prisioneros, no existe confianza entre ellos,  y no hay motivos
para pensar que puedan colaborar.

EQUIILIBRIOS DE NASH:
Prisionero 2

Delata  2D  No Delata  2D

Delata  1D 6 , 6− − 1 , 10•− −
Prisionero 1

  No Delata   1D x10 , 1− − x2 , 2•− −
  { }EN ( 2 , 2)= − −

Señalar que cualquier equilibrio de estrategia dominante es siempre un Equilibrio de Nash.

Sin embargo, no todos los equilibrios de Nash son equilibrios de estrategias dominantes
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En el planteamiento hay dos clases de participantes: conductores de autobuses y pasajeros.
La matriz de pagos resume las utilidades para cada una de las distintas combinaciones de
estrategias.

Pasajeros

Paradas regulares Paradas transbordo

Paradas regulares 15 , 10 5 , 5Conductores
autobuses

Paradas transbordo 5 , 5 20 , 30

Analizar si existen equilibrios de Nash y estrategias dominantes.

Solución:

ESTRATEGIAS COMINANTES:  No hay estrategias dominantes al no existir incentivos para cambiar de
posición. Se necesitaría una fuerza externa para moverse de la posición inicial, sea cual fuere la
situación.

Pasajeros

Paradas regulares (R2) Paradas transbordo (T2)

Paradas regulares  (R1) 15 , 10 5 , 5Conductores
autobuses

Paradas transbordo (T1) 5 , 5 20 , 30

Conductores de autobuses tiene dos estrategias  1 1(R , T )  y  Pasajeros tiene dos estrategias  2 2(R , T )

En Conductores de autobuses no hay estrategias dominantes:   15 5>   y   5 > 20

En Pasajeros no hay estrategias dominantes:   10 5>   y   5 > 30

EQUIILIBRIOS DE NASH:
Pasajeros

Paradas regulares Paradas transbordo

Paradas regulares 15  ,  10∗ 5 , 5Conductores
autobuses

Paradas transbordo 5 , 5 20 , 30∗

Los equilibrios de Nash corresponden a los pagos    { }EN (15, 10) , (20 , 30)=

Se observa que todo Equilibrio de Nash no es una estrategia dominante.
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El juego dinámico entre dos jugadores consiste en que el Jugador 1 escoge primero entre Ayudar
o No Ayudar y después el Jugador 2, conociendo la elección del Jugador 1,  decide a su vez entre
sí Ayuda  o No Ayuda .

Cada Jugador recibe una utilidad de 8  si ayudan, y de 2 si nadie ayuda.

Por otra parte, sí un Jugador Ayuda y el otro No Ayuda, el Jugador que Ayuda obtiene una utilidad de 0 y
el Jugador que No Ayuda de 9. Se pide:

a)  Representar el juego en forma extensiva y en forma estratégica.

b)  Hallar el equilibrio o equilibrios de Nash en estrategias puras.

c)  Hallar el equilibrio perfecto de Nash del juego por inducción hacia atrás. En caso de  existir, indicar un
equilibrio no perfecto.

Solución:

a)  Para representar la matriz de pagos se sitúa el Jugador 1 en las filas y al Jugador 2 en columnas.

En Juegos Dinámicos la palabra "estrategia" se reserva para designar todo un plan completo de acciones
de respuesta de un jugador frente a las acciones del otro jugador.

En el nodo de arriba:  Las estrategias del Jugador 2 indican lo
que haría el Jugador 2 si el Jugador 1 eligiera A.

En el nodo de abajo:  Las estrategias del Jugador 2 indican lo
que haría el Jugador 2 sí el Jugador 1 eligiera NA.

En forma estratégica o normal:

Jugador 2

(A, A) (A, NA) (NA, A) (NA, NA)

 A 8, 8 8, 8       0, 9 0, 9 (a , b)∗

Jugador 1
 NA 9, 0        2, 2      9, 0        2, 2    (a , b )∗

b)  Solo hay un equilibrio de Nash:  EN NA, (NA, NA)= ⎡ ⎤⎣ ⎦

 Jugador 2

(A, A) (A, NA) (NA, A) (NA, NA)

 A 8, 8 8 , 8•       0, 9 0, 9
Jugador 1

 NA 9 , 0•        2, 2      9 , 0•        2 , 2•

Jugador 1:

Sí el jugador 2 elige  (A, A) , la mejor opción del jugador 1 es elegir  (9, 0) :  9 8>
Sí el jugador 2 elige  (A, NA) , la mejor opción del jugador 1 es elegir  (8, 8) :  8 2>
Sí el jugador 2 elige  (NA, A) , la mejor opción del jugador 1 es elegir  (9, 0) :  9 0>
Sí el jugador 2 elige  (NA, NA) , la mejor opción del jugador 1 es elegir  (2, 2) :  2 0>
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 Jugador 2

(A, A) (A, NA) (NA, A) (NA, NA)

 A 8, 8 8 , 8•        x0, 9 0, 9
Jugador 1

 NA 9 , 0•        x2, 2      9 , 0•        x2 , 2•

Jugador 2:
Sí el jugador 1 elige A , la mejor opción del jugador 2 es elegir  9:   9 8>
Sí el jugador 1 elige NA , la mejor opción del jugador 2 es elegir 2:  2 0>

c)
El equilibrio perfecto es

EN NA, (NA, NA)= ⎡ ⎤⎣ ⎦

Pago resultante es  (2,2)

No hay ningún equilibrio no perfecto,
pues sólo hay un equilibrio de Nash.

Se considera la matriz de pagos entre las Empresas 1 y  2.

          Empresa 2

C D

 A (4, 2)   (2, 3)
Empresa 1

 B (3, 2)   (1, 1)

Encontrar el equilibrio de Nash en estrategias puras y el Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos

Solución:

  La Empresa 2 elige sin saber lo que ha hecho la Empresa 1

La Empresa 1 tiene un solo conjunto de
información con dos posibles acciones  (A, B) .

Estrategias  de la Empresa 1:   (A, B)

Estrategias de la Empresa 2:   (C, D)

La Empresa 1 no puede establecer cuál es su mejor acción hasta que no conozca que hará la Empresa 2.
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La forma estratégica o  normal asociada:

Empresa 2

C D

 A (4 , 2)   (2 , 3 )∗
Empresa 1

 B (3, 2 )∗   (1, 1)
{ }EN (2, 3)=

   La Empresa 1 es la  primera en elegir.

Hay 3  conjuntos de información y 3 subjuegos:

El que comienza en el vértice 1, el que comienza en
el vértice 2 y el que comienza en el vértice 2 .∗

El juego completo es a su ve un subjuego.

Empresa 1 con 4 estrategias:  (CE, CF , DE , DF)

El juego en forma estratégica o normal, queda:

Jugador 2
    (C, E)     (C, F) (D, E)       (D, F)

A   (4, 2)   (4, 2) (2, 3) (2, 3)
Jugador 1

B   (3, 2)   (1, 1)     (3, 2) (1, 1)
(a , b)∗

                                                                             (a , b )∗

Equilibrios de Nash:

Jugador 2

    (C, E)     (C, F) (D, E)       (D, F)

A   (4 , 2)   (4 , 2) (2, 3 )∗ (2 , 3 )∗
Jugador 1

B   (3, 2 )∗   (1, 1)    (3 , 2 )∗ (1, 1)

Hay dos equilibrios con estrategias puras de Nash:   { }EN (A, (D, F)) , (B, (D, E))=

El Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (ENPS) es el equilibrio por inducción hacia atrás:

{ }ENPS (A, (D, F)) , (B, (D, E))=
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En una carrera mortal dos pilotos conducen su vehículo a toda velocidad hacia un acantilado, el
primero que salta de su coche pierde.

Se supone que los dos prefieren ser el último en saltar, pero también saltar antes que no saltar para
evitar despeñarse.

El juego en forma estratégica se representa:
P2

 U2 ≡ Saltar el último  P2 ≡  Saltar el primero

U1 ≡  Saltar el último 0, 0 3, 1
 P1

P1 ≡  Saltar el primero               1, 3                  2, 2

Calcular los equilibrios en estrategias puras y mixtas. Interpretación intuitiva del equilibrio en estrategias
mixtas.

Solución:

En estrategias puras los Equilibrios de Nash son:   { }EN (U1, P2) , (P1, U2)=

Cuando el Piloto 2 elige una opción, el Piloto 1 opta por la opción que más le conviene y, por el
contrario, cuando el Piloto1 elige una opción el Piloto 2 elige la opción que más le conviene.

P2

 U2 ≡ Saltar el último  P2 ≡  Saltar el primero

U1 ≡  Saltar el último 0, 0 X3 , 1•

 P1
P1 ≡  Saltar el primero                X1 , 3•               2, 2

En estrategias mixtas:  Sea  (p , 1 p)−  la estrategia del piloto P1  y   (q, 1 q)−  la estrategia del piloto P2.

P2
               q 1 q−

 U2 ≡ Saltar el último  P2 ≡  Saltar el primero

p U1 ≡  Saltar el último 0, 0 3, 1
 P1

1 p− P1 ≡  Saltar el primero               1, 3                 2, 2

 Utilidad esperada o pago del piloto P1:

P1E U 0 . p . q 3 . p . (1 q) 1 . (1 p) . q 2 . (1 p) . (1 q) 2 p q p q 2⎡ ⎤ = + − + − + − − = − + − +⎣ ⎦

La elección de una estrategia mixta del piloto P1 queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a p, planteando un problema de elección en término de dicho valor.  Derivando parcialmente
respecto a p se puede analizar la influencia sobre la utilidad esperada del piloto P1

P1
0 q 0,5

E U ( 2 p q p q 2)
2 q 1 0 q 0,5

p p
0 q 0,5

< >⎧⎡ ⎤ϑ ϑ − + − + ⎪⎣ ⎦ = = − + ≡ = =⎨ϑ ϑ ⎪> <⎩
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Denotando por   P1BR  la Mejor Respuesta  del piloto P1, ésta adopta la forma:

[ ]P1

p 0        q 0,5

BR (q) p 0,1 q 0,5

p 1      q 0,5

= >⎧
⎪= ∈ =⎨
⎪ = <⎩

 Utilidad esperada o pago del piloto P2:

P2E U 0 . p . q 1 . p . (1 q) 3 . (1 p) . q 2 . (1 p) . (1 q) 2 p q p q 2⎡ ⎤ = + − + − + − − = − − + −⎣ ⎦

La elección de una estrategia mixta del piloto P2 queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a q.  Derivando parcialmente respecto a q se puede analizar la influencia sobre la utilidad
esperada del piloto P2

[ ]P2

0 p 0,5
E U ( 2 p q p q 2)

2 p 1 0 p 0,5
q q

0 p 0,5

< >⎧
ϑ ϑ − − + − ⎪= = − + ≡ = =⎨ϑ ϑ ⎪> <⎩

Denotando por   P2BR  la Mejor Respuesta del piloto P2, ésta adopta la forma:

[ ]P2

q 0        p 0,5

BR (p) q 0,1 p 0,5

q 1      p 0,5

= >⎧
⎪= ∈ =⎨
⎪ = <⎩

La solución se encuentra en las tres intersecciones:

1 1
EN (0, 1) , , , (1, 0)

2 2
⎧ ⎫⎛ ⎞= ⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
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La Policía de una ciudad solo cuenta con recursos para vigilar una zona con venta ambulante
entre dos zonas tradicionales.  Los  Manteros de éstas zonas, a su vez, se han organizado para
operar en una sola zona.

La matriz que se adjunta representa las utilidades asociadas a las diferentes combinaciones de Policías y
Manteros.

Manteros

Trabajar zona A  Trabajar zona B

Patrullar zona  A 1 , − 1            − 1 , 1  Policías
 Patrullar zona  B         − 1 , 1            1 , − 1

Analizar los equilibrios en estrategias puras y mixtas de la vigilancia.

Solución:

Cuando el Mantero de una zona elige una zona, la Policía opta por patrullar la zona que más le conviene
y, por el contrario, cuando la Policía elige patrullar una zona el Mantero elige la zona que más le
conviene.

Manteros

Trabajar zona A  Trabajar zona B

Patrullar zona  A 1 , 1• −            x1 , 1−
Policías

 Patrullar zona  B            x1 , 1−            1 , 1• −

No existen equilibrios de Nash en estrategias puras porque al menos uno de los participantes (Policías
o Manteros) tiene incentivo para cambiar de estrategia, dado lo que hace el otro e independientemente
de su posición.

Sea cual sea el desarrollo, un participante que pierde siempre tiene una estrategia que le hubiera dado
una mayor ganancia dada la elección del otro participante.

Por ejemplo:  Si  los Manteros están operando en la zona B, mientras la Policia vigila la zona A, los
Policías tienen incentivos para vigilar la zona B. En esta situación, los Manteros prefieren cambiarse de
zona, y así sucesivamente.

La Función de reacción o de Mejor Respuesta  (BR Best Response)≡  de un participante es la mejor

respuesta (estrategia) que éste puede tomar con respecto a las estrategias adoptadas por los demás
participantes.

Policias

Zona A si Manteros trabajan en zona A
BR (Manteros)

Zona B si Manteros trabajan en zona B
⎧

= ⎨
⎩

Manteros

Zona A si Policias trabajan en zona B
BR (Policias)

Zona B si Policias trabajan en zona A
⎧

= ⎨
⎩

Se supone (como siempre) que ambos participantes conocen los pagos del otro.

Ambos participantes (Policías y Manteros)  jugarán las estrategias con ciertas probabilidades, de forma:
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Manteros

Trabajar zona A  q≡  Trabajar zona B (1 q)≡ −

Patrullar zona A  p≡ 1 , − 1                   − 1 , 1
Policías

 Patrullar zona B (1 p)≡ −          − 1 , 1 1 , − 1

Si se comienza en lugar de la Policía, su ganancia esperada si elige una estrategia mixta, cuando el Mantero
elija a su vez una mixta cualquiera  Manteros (q, 1 q)σ = −  vendrá dado por las  Utilidades esperadas:

PoliciasE U (p,q) 1 . p . q ( 1) . p . (1 q) ( 1) . (1 p) . q 1 . (1 p) . (1 q)

                             4pq 2p 2q 1

= + − − + − − + − − =⎡ ⎤⎣ ⎦

= − − +

ManterosE U (p,q) ( 1) . p . q 1 . p . (1 q) 1 . (1 p) . q ( 1) . (1 p) . (1 q)

                              4pq 2p 2q 1

= − + − + − + − − − =⎡ ⎤⎣ ⎦

= − + + −

  Utilidad esperada o pago de la Policía:

Policias

0 q 0,5
E U (p,q) ( 4pq 2p 2q 1)

4q 2 0 q 0,5
p p

0 q 0,5

< <⎧
ϑ ⎡ ⎤ ϑ − + + − ⎪⎣ ⎦ = = − ≡ = =⎨ϑ ϑ ⎪ > >⎩

Denotando por   PoliciaBR  la mejor respuesta de la Policía, adopta la forma:

[ ]Policias

p 0        q 0,5

BR (q) p 0,1 q 0,5

p 1      q 0,5

= <⎧
⎪= ∈ =⎨
⎪ = >⎩

  Utilidad esperada o pago de los Manteros:

Manteros

0 p 0,5
E U (p,q) ( 4pq 2p 2q 1)

4p 2 0 p 0,5
q q

0 p 0,5

< >⎧
ϑ ⎡ ⎤ ϑ − + + − ⎪⎣ ⎦ = = − + ≡ = =⎨ϑ ϑ ⎪ > <⎩

Denotando por   ManterosBR  la mejor respuesta de los Manteros, adopta la forma:

[ ]Manteros

q 0        p 0,5

BR (p) q 0,1 p 0,5

q 1      p 0,5

= >⎧
⎪= ∈ =⎨
⎪ = <⎩
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La mejor respuesta de Policías y Manteros  (BR Best Response)≡ ,  donde la decisión se encuentra

entre los valores de  p  (0 p 1)≤ ≤   y  q   (0 q 1)≤ ≤

[ ]Policias

p 0        q 0,5

BR (q) p 0,1 q 0,5

p 1      q 0,5

= <⎧
⎪= ∈ =⎨
⎪ = >⎩

                   [ ]Manteros

q 0        p 0,5

BR (p) q 0,1 p 0,5

q 1      p 0,5

= >⎧
⎪= ∈ =⎨
⎪ = <⎩

El Equilibrio de Nash en estrategias mixtas se
encuentra en la intersección:

{ }EN (0,5 , 0,5)=

Los participantes se comportan de manera
impredecible, asignando la misma probabilidad
a cada una de sus estrategias puras.
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 En la figura adjunta se representa en forma extensiva los pagos de las Empresas  1 y  2.

Se pide:

a)  Estrategias de cada Empresa. Trayectoria.

Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos.

b) Representar el juego en su forma normal. Equilibrios de Nash en estrategias puras y mixtas.

Solución:

a)  La  Empresa 1 tiene 2 conjuntos de información,
con dos acciones en cada uno de estos conjuntos,
por lo que dispone de cuatro estrategias:

{ }
X1 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

S (A , B ) (A , B )

    A A , A B , B A , B B

= =

=

La Empresa 2 tiene 1 conjunto de información y dispone de dos acciones.  En consecuencia,  tiene 2
estrategias  { }2 1 2S C , C=

Hay información perfecta porque cada uno de los tres conjuntos de información dispone de un solo
nodo de decisión, es decir, en cada nodo de decisión la Empresa que tiene que escoger una acción
conoce las jugadas anteriores.

El equilibrio de Nash perfecto en subjuegos

(ENPS) es el equilibrio  por inducción hacia atrás.

{ }1 2 2ENPS (A A , C )=

La trayectoria es  1 2A C−  y  los pagos  correspondientes  son  (4, 3)

Otra forma de representar el juego en
forma extensiva.
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b)  El juego en forma  estratégica o normal se representa:

            Empresa 2

1C 2C

1 2A A      (3, 1)     (4, 3)

1 2A B     (2, 4)     (4, 3)

1 2B A     (1, 2)      (1, 2)
Empresa 1

1 2B B     (1, 2)      (1, 2)

La estrategia  1 2A A  domina a las estrategias

1 2B A  y   1 2B B :  3 1 , 4 1> >

La Empresa 2 no utilizará en ningún equilibrio

las estrategias  1 2B A  y   1 2B B

El juego se reduce a la matriz:

     Estrategias mixtas

Estrategias puras Empresa 2

Empresa 2      q       1 q−

1C 2C 1C 2C

1 2A A     (3 , 1)• x(4 , 3 )•    p 1 2A A      (3, 1)    (4, 3)
Empresa 1

1 2A B    x(2, 4 ) (4 , 3)• 1 p− 1 2A B     (2, 4)    (4, 3)

En estrategias puras hay un solo equilibrio de Nash:    { }1 2 2EN (A A , C )=

Para calcular los equilibrios de Nash en estrategias mixtas se necesita calcular las utilidades esperadas de
las dos empresas.

Sea  (p , 1 p)−  la estrategia de la Empresa 1  y  (q, 1 q)−  la estrategia de la Empresa 2.

  Utilidad esperada de la  Empresa 1:

[ ]1E U 3. p. q 4. p. (1 q) 2. (1 p) . q 4. (1 p) . (1 q) pq 2q 4= + − + − + − − = − +

La elección de una estrategia mixta de la Empresa 1 queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a p , planteando un problema de elección en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a p se puede analizar la influencia sobre la Utilidad esperada.

[ ]1
0 q 0

E U (pq 2q 4)
q 0 q 0

p p
0 q 0

< <⎧
ϑ ϑ − + ⎪= = ≡ = =⎨ϑ ϑ ⎪> >⎩

Denotando por   1BR  la Mejor Respuesta  de la Empresa 1, ésta tiene la forma:

[ ]
1

p 0,1 q 0
BR (q)

p 1 q 0

⎧ ∈ =
= ⎨

= >⎩

Para cualquier estrategia mixta de la Empresa 2,  la
mejor respuesta de la Empresa 1 es  1 2A A   (p 1)= ,

excepto si q 0=  que entonces cualquier estrategia
p [0, 1)∈ es la mejor respuesta.
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  Utilidad esperada de la  Empresa 2:

[ ]2E U 1. p. q 3. p. (1 q) 4. (1 p). q 3. (1 p) . (1 q) 3pq q 3= + − + − + − − = − + +

La elección de una estrategia mixta de la Empresa 2 queda totalmente determinada por el valor que se
asigne a q , planteando un problema de elección en término de dicho valor.

Derivando parcialmente respecto a q se puede analizar la influencia sobre la Utilidad esperada.

[ ]2
0 p 0,33

E U ( 3pq q 3)
3p 1 0 p 0,33

q q
0 p 0,33

< >⎧
ϑ ϑ − + + ⎪= = − + ≡ = =⎨ϑ ϑ ⎪> <⎩

Denotando por   2BR  la Mejor Respuesta  de la Empresa 2, ésta tiene la forma:

[ ]2

q 0        p 0,33

BR (p) q 0,1 p 0,33

q 1      p 0,33

= >⎧
⎪= ∈ =⎨
⎪ = <⎩

Cuando p 0,33=  a la Empresa 1 le es
indiferente tomar cualquier acción.

La solución se encuentra en la intersección,

el conjunto { }(p, 0) / 0,33 p 1≤ ≤

{ }EN (p, 0) / 0,33 p 1= ≤ ≤

Los equilibrios de Nash perfectos en subjuegos (ENPS) son casos especiales de equilibrios de Nash (EN).

En este caso, ENPS (1, 0)=
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Sea la matriz de pagos de dos empresas (jugadores):

Jugador 2

C D

 A (1 , 1) (5 , 0)

Jugador 1   B (0 , 5) (4 , 4)

El juego simultáneo se repite dos veces en dos períodos, en  t 1=  y en  t 2= . El resultado de la primera
vez que se juega  (t 1)= es observado antes de jugarlo una segunda vez. El pago del juego repetido es la

suma de los pagos en cada jugada  (t 1, t 2)= = . Se pide:

a)  Forma extensiva del juego. Conjuntos de información y estrategias.

b)  Calcular los EN y ENPS

Solución:

a)  Cuando el juego se juega solamente una vez,  (1, 1)  es un equilibrio de Nash  en estrategias

dominantes.

Cada jugador tiene 5 Conjuntos de Información                                                Eje estrategia:  ABBAA

Subjuegos:  4 + Juego completo
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 Cálculo de EN del Subjuego 1
Jugador 2

Pagos:  t 2=
C D

 A x(1 , 1 )•        (5 , 0)•

        Jugador 1
  B x(0 , 5 ) (4 , 4)

{ }EN (A , C)=

Jugador 2
Pagos:  t 1 t 2= + =

C D

 A x(2 , 2 )•        (6 , 1)•

        Jugador 1
  B x(1 , 6 ) (5 , 5)

{ }EN (A , C)=

El resultado es independiente de que se tomen los pagos solo de esa etapa o los pagos totales.

En cada uno de los cuatro subjuegos hay un único equilibrio de Nash:   { }EN (A , C)=
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 Cálculo de EN del Juego completo
Jugador 2

C D

 A x(2 , 2 )•        (6 , 1)•

        Jugador 1
  B x(1 , 6 ) (5 , 5)

El pago de EN  (1, 1)  de la segunda etapa ha sido añadido a los pagos de  t 1=

   { }ENPS (A, AAAA), (C , CCCC)=

El jugador 1 juega A en  t 1=  y  juega A en  t 2=  para todo resultado posible en  t 1=

El jugador 2 juega  C en  t 1=  y  juega C en  t 2=  para cualquier resultado de la primera etapa.
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Justifique la siguiente afirmación:

"Si la probabilidad de que ocurran simultáneamente dos sucesos no supera 
1
2
, entonces la suma de sus

probabilidades respectivas es inferior a 
3
2
"

Solución:

Sean A y B los dos sucesos. Por hipótesis 
1

p(A B)
2

∩ ≤

1 3
p(A B) p(A) p(B) p(A B) p(A) p(B) p(A B) p(A B) 1

2 2
∪ = + − ∩ → + = ∪ + ∩ ≤ + =

No se puede afirmar, en contra de lo que establece el enunciado, que la suma de los dos sucesos sea

estrictamente inferior a 
3
2
.

Si se considera un experimento aleatorio con espacio muestral   { }a, b , c , dΩ = , con sucesos

elementales equiprobables.

Sean los sucesos  { }A a, b , c=  y   { }B b, c , d=  de dicho experimento, se tiene:

{ } 1 3 3 3
p(A B) p( b , c )    y p(A) p(B)

2 4 4 2
∩ = = + = + =

Una urna contiene n bolas. Se realiza el siguiente experimento: se introduce en ella una bola de color
blanco y a continuación se extrae una bola de esa urna.

Hallar la probabilidad de que la bola extraída sea blanca.

Solución:

Sea el suceso equiprobable:    iU  "La urna inicial contiene i bolas blancas"  ,  donde  i 0 , 1 , 2 , ... , n= =

                                                     B  "Extraer bola blanca de la urna, después de introducir bola blanca"=

Por el teorema de Probabilidad Total:  
n

i i
i 0

p(B) p(U ) p(B U )
=

= ∑

donde,   i
1

p(U ) i 0 , 1 , 2 , ... , n
n 1

= =
+

Para calcular  ip(B U )  se tiene en cuenta que si la urna inicial contenía i bolas blancas, después de añadir

un bola blanca contendrá  (i 1)+  bolas blancas entre un total de  (n 1)+ . En consecuencia,

i
i 1

p(B U )
n 1
+

=
+

Resultando,
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n n n

i i 2
i 0 i 0 i 0

x
i i1 1

p(B) p(U ) p(B U ) (i 1)
n 1 n 1 (n 1)= = =

+
= = = + =

+ + +∑ ∑ ∑

          2 2

1 (n 1) n 21 1
1 2 ... (n 1) x (n 1)

2 2n 2(n 1) (n 1)

+ + +
= + + + + = + =⎡ ⎤⎣ ⎦ ++ +

Dos amigos A y B compiten en el mismo juego. A tira dos dados y gana si la suma de puntos es 4. Si la
suma es otra, B tira los dados y gana si obtiene 6 como suma de puntos.

Si B no gana, vuelve a tirar A en las mismas condiciones y así sucesivamente hasta que uno de los dos
gane. Calcular:

a)  La probabilidad que tiene A de ganar.

b)  La probabilidad que tiene B de ganar.

Solución:

El jugador A gana en cualquiera de sus tiradas si obtiene cualquiera de los resultados:   (1 , 3) , (2 , 2) , (3 , 1)

3
P(gane A)

36
=

Para que gane B en una tirada debe obtener alguno de los resultados:   (1 , 5) , (2 , 4) , (3 , 3) , (4 , 2) , (5 , 1)

5
P(gane B)

36
=

El jugador A sólo puede ganar en las tiradas impares. En esta línea gana en la tirada  (2n 1)+  si no ha

ganado en sus "n" primeras tiradas. De otra parte, el jugador B tampoco lo ha hecho en sus "n" primeras
tiradas.

Denotando el suceso:   2n 1A + = "A gana el juego en la tirada  (2n 1)+  ‐ ésima"

n n

2n 1 x x
33 31 3

P(A ) n 0 , 1, 2, ...
36 36 36+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

La probabilidad de que el jugador A gane el juego:

n 2

A 2n 1
n 0 n 0

x x x

x

3 33 31 1 1 36 36
P P(A )

33 3136 36 36 12 3276 911
36 36

∞ ∞

+
= =

⎛ ⎞= = = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ −

∑ ∑

Como la probabilidad de que el juego continúe indefinidamente:

 
n

n
x x x x x x x

33 31 33 31 33 31 33 31
...... lim 0

36 36 36 36 36 36 36 36→∞
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

La probabilidad de que el jugador B gane el juego:     B A 2n 1
n 0

36 55
P 1 P P(A ) 1

91 91

∞

+
=

= − = − =∑
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Dos jugadores A y  B  juegan, alternativamente, partidas. Gana el juego el primer jugador que
consigue ganar una partida.

La probabilidad de que gane A en sus partidas es  1p , y la probabilidad de que B gane en las suyas es  2p ,

con  2 1p p .>  Para compensar su ventaja, B deja que A juegue la primera partida.

¿Qué relación deben cumplir  1p  y   2p  para que el juego sea justo, esto es, para que A y B tengan la

misma probabilidad de ganar el juego?.

Solución:

Los jugadores A y B tienen, respectivamente,  Ap  y   Bp  probabilidades de ganar el juego. Para calcular las

probabilidades se parte de la siguiente idea:

"Si juegan un número par de partidas y no gana ninguno de los dos jugadores, en ese instante ambos
jugadores tienen la misma probabilidad de ganar que en el inicio del juego".

Se determina  Ap  en las dos primeras partidas:

Si A gana la primera partida con probabilidad  1p , gana el juego. En caso de no ganar la primera partida,

cosa que ocurre con probabilidad  1(1 p )− , el turno pasa a B.

Entonces A debe esperar a que B no gane, con probabilidad  2(1 p )− , para recuperar su turno. Desde

este momento, la probabilidad que tiene A de ganar es igual que la que tenía al comienzo.

1
A 1 1 2 A A

1 2 1 2

p
p p (1 p ) (1 p ) p p

p p p p
= + − − → =

+ −

El cálculo de  Bp  se hace de forma análoga. Para que gane B la primera partida, el jugador A debe perder

la primera partida. En caso de no ganar la primera partida, A debe perder la segunda partida, y en ese
caso B tiene la misma probabilidad de ganar el juego que al principio.

1 2
B 1 2 1 2 B B

1 2 1 2

(1 p ) p
p (1 p ) p (1 p ) (1 p ) p p

p p p p
−

= − + − − → =
+ −

Para que el juego sea  justo debe de ser  A Bp p=  , con lo cual:

1 21 1
2

1 2 1 2 1 2 1 2 1

(1 p ) pp p
p

p p p p p p p p 1 p
−

= → =
+ − + − −

       1 1 21 p 0   dado que  p p 1− ≠ < ≤

Dos jugadores A y B  tiran simultáneamente un dado cada uno. Gana el primero que obtenga un 6.
Calcular:

a)  La probabilidad de que A y B empaten.

b)  La probabilidad de que gane A.

c)  La probabilidad de que gane B.

Solución:

Sean las variables aleatorias X e Y que indican el número de lanzamientos que realizan los jugadores A y
B, respectivamente, hasta obtener un 6.
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Las variables son independientes, están igualmente distribuidas, con función de probabilidad:

n 1

x
5 1

p(X n) p(Y n)    ,  para n 1, 2 , 3 , ...
6 6

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Las variables X e Y siguen una ley geométrica de parámetro 
1
.

6

a)  Los jugadores A y B empatan cuando obtienen su primer seis en el mismo lanzamiento, esto es,

cuando ocurre el suceso { }
n 1

X Y X n , Y n
∞

=
= = = =⎡ ⎤⎣ ⎦∪

[ ]
n 1

p X Y p X n , Y n
∞

=

⎛ ⎞
= = = = =⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪  

2n 1

n 1 n 1

x x
5 1

p(X n) p(Y n)
6 6

−∞ ∞

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

                
2 2n 2

2
n 1

x
1 5 1 1 1
6 6 36 115

1
6

−∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

b)  Si gana el jugador A es X Y< , con función de probabilidad:

[ ]
n 1

p X Y p X n , Y n
∞

=

⎛ ⎞
< = = > =⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪  

n 1 n 1 k n 1

x xp(X n) p(Y n) p(X n) p(Y k)
∞ ∞ ∞

= = = +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= > = = = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

             
n 1 k 1 n 1 k 1

n 1 k n 1 n 1 k n 1

x x x x x
5 1 5 1 1 5 5
6 6 6 6 36 6 6

− − − −∞ ∞ ∞ ∞

= = + = = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑

             

n

n 1 n 1 n 2n 1

n 1 n 1 n 1

x x x x x

5
1 5 1 5 5 1 56

536 6 36 6 6 6 61
6

− − −∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠−
∑ ∑ ∑

            2x

5
1 56
6 115

1
6

= =
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

c)  Si gana el jugador B es X Y> , con función de probabilidad:

1 5 5
p(X Y) 1 p(X Y) p(X Y) 1

11 11 11
> = − = − < = − − =

Por simetría, la probabilidad de que A  gane es la misma que la probabilidad de que B  gane.
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Tres personas A, B  y  C  lanzan sucesivamente y en ese orden un dado. Gana la primera persona que
saque un seis.

a)  ¿Cuáles son sus respectivas probabilidades de ganar?.

b)  Calcular la probabilidad de que el juego termine en el décimo lanzamiento y de que la persona C
saque siempre la suma de lo que acaban de sacar los jugadores A y B en las tiradas inmediatamente
anteriores.

Solución:

a)  Sean  A B Cp , p , p  las probabilidades respectivas de ganar el juego que tienen A, B y  C.

El cálculo de las probabilidades anteriores se basan en que si el dado se laza un número de veces
múltiplo de tres y nunca sale 6, los jugadores en ese instante tienen las mismas probabilidades de ganar
que tenían inicialmente.

Se analizan las tres primeras tiradas.

Primero lanza A, gana si sale 6, en caso contrario debe esperar a que ni B ni C saquen 6 en las dos tiradas
siguientes y, desde ese instante, A vuelve a tener la misma probabilidad de ganar que al principio.

Es decir,  
3 3

A A A Ax x
1 5 5 1 36

p p 1 p p
6 6 6 6 91

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + → − = → =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

Con un razonamiento similar, para que B gane se requiere que en el primer lanzamiento no salga 6. En
este caso, las condiciones son las mismas que al principio del juego, sólo que los papeles de A y B se han
intercambiado, dado que ahora es B quien comienza a tirar.

En consecuencia, si en el primer lanzamiento no sale 6, la probabilidad de que B gane es la misma que
tenía A al comienzo.

Es decir,   B Ax x
5 5 36 30

p p
6 6 91 91

= = =

Para el cálculo de  Cp  se hace de forma similar. C gana si no sale un 6 en ninguno de los dos primeros

lanzamientos, en ese instante la probabilidad de que C gane el juego es la misma que tenía A al inicio.
2 2

C Ax x
5 5 36 25

p p
6 6 91 91

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Siendo   A B Cp p p 1+ + =  , el juego termina, en un número finito de jugadas, con la victoria de alguno

de los jugadores, o también, tarde o temprano gana alguno de los jugadores.

b)  Cada ciclo de tres tiradas debe cumplir los requisitos:

  Que A no saque 6 ni 5. En caso de sacar 6 gana. Si saca un 5 se necesita que B saque un 1 en la
siguiente para que C obtenga un 6 (suma de ambos) en la inmediata posterior. En ninguno de los caos
{6, 5} el juego terminaría en la décima partida.

  Que B saque un número que sume menos de 6 con lo obtenido por A.

  Que C saque la suma de lo obtenido entre A y  B.

Cuando se dan las condiciones anteriores, el suceso S depende del resultado i obtenido por A:
4

i 1

1
p(S) p(i) . p(S i) , p(i) , i 1 ,2 ,3 ,4

6=

= = =∑
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Si el jugador A ha obtenido i puntos  (i 1 ,2 ,3 ,4)=  en su lanzamiento, el jugador B sólo puede sacar

(5 i)−  resultados para que la suma de lo obtenido por los jugadores A y B sea inferior que 6.

5 i 1
p(S i) . , i 1 ,2 ,3 ,4

6 6
−

= =

Luego, el ciclo se da en las condiciones requeridas:

4 4 4

i 1 i 1 i 1

1 5 i 1 1 5
p(S) p(i) . p(S i) . . (5 i)

6 6 6 216 108= = =

−
= = = − =∑ ∑ ∑

Para que el juego termine en la décima partida se tiene que dar tres veces la repetición de un ciclo y la
aparición de un 6 en la décima tirada:

[ ]
3 3

3
3

1 5 1 5
p p(S) . .

6 108 6 6 . 108
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Tres personas lanzan sucesivamente un dado. La primera persona que saque un 5 ó un 6 gana.

¿Cuáles son sus respectivas probabilidades de ganar el juego?

Solución:

Denotando por A, B y C a los tres jugadores, suponiendo que intervienen en el juego en ese orden.

Sea la variable aleatoria N "Número de lanzamientos hasta obtener un 5 ó un 6" , n 1,2 , 3 , ...= =

El suceso "El jugador A gana":   
i 1

(N 1) (N 4) (N 7) (N 10) ...... (N 3n 2)
∞

=

= ∪ = ∪ = ∪ = ∪ = = −∪

Probabilidad de que gane el jugador A:     A
i 1i 1

p P (N 3n 2) p(N 3n 2)
∞ ∞

==

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − = = −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∪

La variable N es una variable geométrica de parámetro  
2 1
6 3
=  , con lo que para valores n 1≥  , se tiene:

n 1

x
2 1

p(N n)
3 3

−
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

En los  (n 1)−  primeros lanzamientos deben aparecer exclusivamente { }1, 2 , 3 , 4  y  5  ó  6 en el n‐ésimo

lanzamiento:

3n 3 3n 3

A 3
i 1 i 1 i 1

x x
2 1 1 2 1 1 9

p p(N 3n 2)
3 3 3 3 3 192

1
3

− −∞ ∞ ∞

= = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = = = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎣ ⎦ − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

Análogamente, para el jugador B:
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El suceso "El jugador B gana":   
i 1

(N 2) (N 5) (N 8) (N 11) ...... (N 3n 1)
∞

=

= ∪ = ∪ = ∪ = ∪ = = −∪

Probabilidad de que gane el jugador B:     B
i 1i 1

p P (N 3n 1) p(N 3n 1)
∞ ∞

==

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − = = −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∪

3n 2 3n 2

B 3
i 1 i 1 i 1

x x

2
2 1 1 2 1 63p p(N 3n 1)
3 3 3 3 3 192

1
3

− −∞ ∞ ∞

= = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = = = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎣ ⎦ − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

Probabilidad de que no gane ninguno de los tres jugadores:    
n

n
x x x

4 4 4 4
... lim 0

6 6 6 6→∞

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Probabilidad de que gane el jugador C es:     C A B
9 6 4

p 1 p p 1
19 19 19

= − − = − − =

Se realiza un juego entre dos jugadores A y B. En cada partida, la probabilidad de que gane el jugador
A es p, la probabilidad de que gane el jugador B es q, y la probabilidad de que queden en tablas
(empate) es r.

Gana el juego el jugador que gana dos partidas.

Calcule la probabilidad de que gane el juego el jugador A.

Solución:

Sea el suceso  nA = "A gana en la partida n‐ésima"  (n 2)≥ .

Si  2
2n 2 p(A ) p= → =

Si n 3≥ , el suceso  nA  ocurre sólo si se da alguna de las situaciones excluyentes:

a)  En las  (n 1)−  primeras partidas se produce una victoria de A  y   (n 2)−  tablas, y en la n‐ésima gana A.

Como la única victoria de A en las  (n 1)−  primeras partidas puede aparecer en cualquiera de ellas, la
probabilidad de este suceso es:

n 2 n 22
x(n 1) p r p (n 1) p r− −− = −

b)  A gana una partida, B gana otra  y se producen  (n 3)−  tablas en las  (n 1)−  primeras partidas, y
A gana la última partida.

La primera victoria de A puede ocurrir en las  (n 1)−  primeras partidas y, fijada ésta, la victoria de B
puede ocurrir en las  (n 2)−  partidas restantes.

La probabilidad de que esto ocurra es:

n 3 n 32
x(n 1) (n 2) p q r p (n 1) (n 2) p q r− −− − = − −
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La probabilidad de que A gane el juego en la partida n‐ésima  (n 3)≥  es la suma de las dos

probabilidades anteriores:

n 2 n 32 2
np(A ) (n 1) p r (n 1) (n 2) p q r− −= − + − −

La probabilidad de que A gane el juego será:

n 2 n 32 2 2
2 n

n 3 n 3 n 3

n 2 n 32

n 3 n 3

p(A) p(A ) p(A ) p (n 1) p r (n 1) (n 2) p q r

         p 1 (n 1) r q (n 1) (n 2) r

∞ ∞ ∞
− −

= = =

∞ ∞
− −

= =

= + = + − + − − =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + − + − −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

∑ ∑

Para calcular la suma de las dos series anteriores se recurre a la derivación sucesiva de la suma de la

serie geométrica 
2

n 1

n 3

r
r

1 r

∞
−

=

=
−∑

Las series de potencias como la anterior se pueden derivar término a término en el interior de su campo
de convergencia. Como dicha serie sólo converge si  r 1< , para tales valores de r:

22 2
n 1 n 2 n 1

2
n 3 n 3 n 3

2r rr d d r
r (n 1) r r

1 r dr dr 1 r (1 r)

∞ ∞ ∞
− − −

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −⎜ ⎟= → − = = =⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

Derivando la serie anterior para los mismos valores de r, resulta:

2
n 3 n 2

2 3
n 3 n 3

2r rd d 2
(n 1) (n 2) r (n 1) r

dr dr (1 r) (1 r)

∞ ∞
− −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟− − = − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

con lo cual,

2
n 2 n 32 2

2 3
n 3 n 3

2

3

2r r 2
p(A) p 1 (n 1) r q (n 1) (n 2) r p 1 q

(1 r) (1 r)

p (1 2q r)
         

(1 r)

∞ ∞
− −

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥= + − + − − = + + =⎢ ⎥
− −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

+ −
=

−

∑ ∑

Siendo:  p q r 1+ + = , se tiene:   
2 2

3 3

p (1 2q 1 p q) p (p 3q)
p(A)

(1 1 p q) (p q)

+ − + + +
= =

− + + +
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Dos jugadores apuestan 10 € cada uno en una partida de dados. Una tercera persona, que hará de
árbitro, lanzará un dado repetidas veces.

Cada jugador elige un número del 1 al 6 (distinto el uno del otro) y se queda con el 20 € el jugador cuyo
número aparece tres veces no necesariamente seguidas antes que el otro.

Después de diversas tiradas, el primer jugador gana por 2 a 1. En este momento la partida se interrumpe.
¿Cuál sería la forma más justa de repartir entre ambos los 20 euros?

Solución:

El reparto de los 20 euros se hará de forma equitativa, cada jugador debe recibir su ganancia esperada
en el momento de la interrupción, entendiendo la ganancia de cada jugador como el dinero que recibirá
de los 20 euros.

La ganancia es una variable aleatoria que toma el valor 20 si dicho jugador gana la apuesta, y 0 si la
apuesta la gana el otro.

Siendo  AG "Ganancia del primer jugador (A)"=   y   p "Probabilidad de que gane el primer jugador"≡

A A A Ax xE(G ) 20 p 0 (1 p ) 20p= + − =

Para calcular p se define el suceso  nG "El primer jugador (A)  gana la n‐ésima tirada tras la interrupción"=

El jugador A gana el juego en la primera partida n 1=  si sale su número:   A 1
1

p (G )
6

=

El jugador A gana el juego en la n‐ésima tirada n 2≥  si en ella aparece por primera vez el número de
dicho jugador y en las  (n 1)− tiradas anteriores aparece una vez como máximo el número del segundo

jugador.

n 1 n 2

A n
1 4 4 1

p (G ) (n 1)
6 6 6 6

− −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

En consecuencia, la probabilidad de que gane el jugador A es:

n 1 2 n 2

A A n A 1 A n
n 1 n 2 n 2 n 2

1 1 4 1 4
p p (G ) p (G ) p (G ) (n 1)

6 6 6 6 6

− −∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + = + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑ ∑ ∑

La serie geométrica  n 1 2 3

n 2

x
x x x x ....    cuando  x 1

1 x

∞
−

=

= + + + = <
−∑

Como serie de potencias, se puede derivar término a término en el interior del intervalo de
convergencia  ( 1 , 1)− , resultando:

n 1 n 2
2

n 2 n 2

d d x 1
x (n 1) x

dx dx 1 x (1 x)

∞ ∞
− −

= =

⎛ ⎞
= − = =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑ ∑

Haciendo 
4

x
6

=  , se obtiene:    
n 1 n 2

2
n 2 n 2

4
4 4 16 2 (n 1) 9

46 6 41 16 6

− −∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑
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n 1 2 n 2

A A n
n 1 n 2 n 2

1 1 4 1 4 1 2 9 3
p p (G ) (n 1)

6 6 6 6 6 6 6 36 4

− −∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + + − = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑ ∑

El dinero que debe darse al primer jugador:   A A x
3

E(G ) 20p 20 15 €
4

= = =

El dinero que debe darse al segundo jugador:   B AE(G ) 20 E(G ) 20 15 5 €= − = − =

Dos jugadores A y B apuestan en un cierto juego equitativo 32 euros cada uno, El juego se desarrolla
por partidas y gana la apuesta el primero que consiga cinco partidas.

Cuando el primero ha ganado tres partidas y el segundo dos, el juego se interrumpe. ¿Cómo hay que
repartir las cantidades apostadas para ser justos?.

Solución:

Para ser justos, el reparto de los 64 euros debe de hacerse de forma que cada jugador reciba su ganancia
esperada en el momento de la interrupción.

La ganancia de cada jugador, es decir, el dinero que recibirá de los 64 euros es una variable aleatoria que
toma el valor 64  euros si un jugador gana la apuesta, y 0 euros si la gana el otro.

Siendo  AG "Ganancia del jugador A"=  , su valor esperado será:   A A Ax xE(G ) 64 p 0 (1 p )= + −

Se necesita calcular   Ap Probabilidad que el jugador A gane el juego.≡

El jugador A ganará la apuesta si gana dos de las partidas antes de que el jugador B gane el juego. Esto
puede ocurrir de las siguientes maneras:

  Ganando A las dos primeras partidas tras la interrupción, secuencia de resultados  AA , con

probabilidad:  
21

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  Ganando cada uno de los jugadores una de las dos primeras partidas tras la interrupción, y el jugador

A la tercera, secuencia de resultados ABA  y  BAA , con probabilidad:   
3

x
1

2
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  Ganando A sólo una de las tres primeras partidas tras la interrupción y también la cuarta, secuencia

de resultados  ABBA  , BABA  y  BBAA , con probabilidad:  
4

x
1

3
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

La probabilidad de que A gane el juego:   
2 3 4

A x x
1 1 1 11

p 2 3
2 2 2 16

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ganancia del jugador A:   A x
11

E(G ) 64 44  euros
16

= =

Ganancia del jugador B:   B AE(G ) 64 E(G ) 64 44  20 euros= − = − =
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Dos jugadores acuerdan jugar una partida con las siguientes condiciones:

Se dispone de cuatro monedas que lanza al aire uno de los jugadores; si las que salen cara son en
número impar, el que lanzó las monedas gana la apuesta que ha hecho el segundo jugador; si todas
salen cara o todas salen cruz, gana el doble de dicha apuesta; en todos los demás casos el jugador que
lanzó las monedas pierde su apuesta.

Se pide:

a)  Determinar en qué relación deben estar las apuestas de ambos jugadores para que el juego sea
     equitativo.

b)  ¿Qué ocurre cuando el número de monedas es muy grande?. ¿Y en el caso particular de que el
     número de monedas sea 20?.

Solución:

Se resuelve en el caso general de "n" monedas,  para después dar a "n" los valores que se necesitan para
resolver los apartados (a) y  (b).

La ganancia del jugador que lanza las monedas sólo queda correctamente definida si "n" es par.

Si "n" fuera impar y salieran "n" caras, la ganancia  tomaría dos valores:  la apuesta del otro jugador y su
doble.

En esta línea, en adelante se supone que "n" es par.

Sean los sucesos:  c = "Apuesta del jugador que lanza las monedas" y  d = "Apuesta del otro jugador"

Denotando por X la variable aleatoria que refleja la ganancia del jugador que lanza las monedas,
X sólo puede tomar tres valores  (d, 2d, c)−

Sea la variable aleatoria auxiliar  Y = "Número de caras al lanzar las 'n' monedas" , 
1

Y B n,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼

n

P(X d) P(Y 1) P(Y 3) P(Y 5) ... P(Y n 1)

1n n n n                ...1 3 5 n 1 2

= = = + = + = + + = − =

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠

Siendo,     n n n n n n n nS ... y T ...0 2 4 n 1 3 5 n 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + = + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

n n

n

n n n n n nS T ... (1 1) 20 1 2 3 4 n
binomio de Newton:  

n n n n n nS T ... (1 1) 00 1 2 3 4 n

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ + = + + + + + + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜

⎜ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ − = − + − + + + = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

con lo que,   n 1S T 2 −= =

Resultando:

 
n n

n 1
x x

1 1 1
P(X d) T 2

2 2 2
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠



Portal Estadística Aplicada:  Teoría de Juegos 44

n n 1

2 1
P(X 2d) P(Y 0) P(Y n)

2 2 −= = = + = = =

n 1 n 1

1 1 1 1
P(X c) 1

2 22 2− −
⎛ ⎞= − = − + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

La ganancia esperada para el jugador que lanza las "n" monedas será:

n 1 n 1 n 1x x x x x
1 1 1 1 1 1

E(X) d 2d ( c) (d c) (2d c)
2 2 22 2 2− − −

⎛ ⎞= + + − − = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

a)  Si se lanzan 4 monedas  (n 4) :=

4 1x x x x x
1 1 1 1 1

E(X) (d c) (2d c) (d c) (2d c) (6d 3c)
2 2 8 82 −= − + + = − + + = −

Si el juego es justo:  EX) 0 6d 3c 0 c 2d= → − = → =  , es decir, la apuesta del jugador que

lanza las monedas es el doble que la apuesta del otro jugador.

b)  Cuando  n 1x x x
1 1 1n

E(X) (d c) (2d c) E(X) (d c)
2 22 −

→ ∞= − + + ⎯⎯⎯⎯→ = −

Si el juego es justo:  EX) 0 d c 0 c d= → − = → =  , es decir, si ambos jugadores hacen la

misma apuesta.

Si se lanzan 20 monedas  (n 20) :=

20 1 19x x x x
1 1 1 1

E(X) (d c) (2d c) (d c) (2d c)
2 2 22 −= − + + = − + +

Si el juego es justo:   18
19x x x

1 1
EX) 0 (d c) (2d c) 0 2 (d c) (2d c)

2 2
= → − + + = → − = − +

18
18 18

18x x x x x
2 2 262146 87382

(2 1) c (2 2) d c d d d
262143 873812 1

+
− = + → = = =

−

x
87382

c d
87381

=

Si el juego es justo, la apuesta del jugador que lanza las monedas es  (87382 / 87381)  veces que la
apuesta del otro jugador.
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Una caja contiene bolas blancas y negras, en total n bolas.

Para obtener más información acerca de la composición de la caja se realiza un experimento consistente
en elegir una bola y observar su color:  Se extrae una bola y resulta ser negra.

a)  Calcular la probabilidad de que la caja contenga k bolas negras.

b)  Calcular el número esperado de bolas blancas que hay en la caja antes de haber realizado el
experimento.

c)  De la caja que contiene k bolas negras se van extrayendo bolas sin reemplazamiento hasta obtener
una bola blanca. Descríbase la variable aleatoria X que indica el número de extracciones necesarias.

Solución:

Sea el suceso  iU "La caja contiene i bolas negras y (n i) bolas blancas"= −

La caja contiene al menos una bola de cada color, con lo que   { }i 1 , 2 , ..., n 1= − ,  a priori con una

composición equiprobable:   ( )i
1

P U
n 1

=
−

a)  Sea el suceso  N "La bola extraída es negra"= :    ( ) { }i
i

P N U i 1, 2 , ..., n 1
n

= = −

Probabilidad de obtener bola negra:

n 1 n 1 n 1

i i
i 1 i 1 i 1

x x
(1 n 1) (n 1)1 i 1 1 1

P(N) P(U ) P(N U ) i
n 1 n n (n 1) n (n 1) 2 2

− − −

= = =

+ − −
= = = = =

− − −∑ ∑ ∑

con lo que,   ( ) ( )i ii
i

x
1 k

P(U ) P N UP(U N) n 1 n 2k
P U N

1P(N) P(N) n (n 1)
2

∩ −
= = = =

−

b)  Sea la variable aleatoria X "Número de bolas blancas que hay inicialmente en la caja"=

( ) ( )i
1

P X i P U
n 1

= = =
−

    { }i 1 , 2 , ..., n 1= −

Número esperado:

n 1 n 1 n 1

i 1 i 1 i 1

x x x
1 n 1 n1 1 1

E(X) i P(X i) i i (n 1)
n 1 n 1 n 1 2 2

− − −

= = =

⎛ ⎞ + −
= = = = = − =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

c)  En extracciones sin reemplazamiento es útil suponer que todas las bolas son extraídas, sean cuantas
sean las que se extraen. De este modo, la composición es  kU , las extracciones posibles son las distintas

ordenaciones:

                                             
n  bolas

BBNBNN ... NB

De k bolas negras y  (n k)− bolas blancas,  para bolas negras  N  hay   n
k
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 formas posibles.
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Sea X( j) "La primera bola salga blanca en la extracción j‐ésima"=  comienza por la secuencia:

NN ... NN B ...

j 1−

Hay tantas ordenaciones distintas de las restantes  (k j 1)− +  bolas negras N  y   (n k 1)− − bolas blancas

B, como formas de elegir  (n k 1)− −  posiciones entre  (n j)−  lugares, para que en ellos aparezca B .

En consecuencia,   las ordenaciones posibles son:   n j
n k 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

n j
n k 1

P(X j)
n
k

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    para   j 1 , 2 , ... , k 1= +

OTRO RAZONAMIENTO:

1 2 j 1 j

1 2 1 j 1 1 2 j 2 j 1 2 j 1x x x x

x x x x

P(X j) P(N N ... N B )

P(N ) P(N N ) ... P(N N N ... N ) P(B N N ... N )

k j 2 n kk k 1
...

n n 1 n j 2 n j 1

−

− − −

= = ∩ ∩ ∩ ∩ =

= ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ =

− + −−
=

− − + − +

Responda a las siguientes cuestiones independientes entre sí:

a)  Tres personas A, B y C juegan al siguiente juego:  Primero juegan A y B a cara o cruz; el que gana juega
con C. Si vuelve a ganar el primero, éste se lleva el premio y el juego se acaba. Si gana C, entra el que
había salido y juegan del mismo modo; es decir, el juego termina cuando uno de los dos jugadores ha
ganado dos veces seguidas. ¿Cuál de los tres jugadores tiene la mayor probabilidad de ganar?

b)  El programa de una asignatura consta de n temas, y el examen consiste en exponer una tema
escogido al azar. Un alumno sólo sabe un tema pero puede repetir el examen n veces. Expresar, en
función de n, la probabilidad  np de que el alumno apruebe el examen. Estudiar la monotonía de  np  y

calcular  n
n
lim p .
→ ∞

Solución:

a)  Sea el suceso  nA "A  gana el juego en la tirada n‐ésima"=

Si en la primera tirada gana A, sólo puede ganar el juego en las tiradas   a a a a2 , 5 , 8 , 11 , ....

Si en la primera tirada gana B, el jugador A sólo puede ganar el juego en las tiradas   a a a a4 , 7 , 10 , 13 , ....

Es decir, el suceso A gana el juego es:

2 5 8 11 4 7 10 13 3n 1 3n 1
n 1 n 1

(A A A A ...) (A A A A ...) A A
∞ ∞

− +
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ = ∪
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∪ ∪
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Como 
n

n
1

p(A ) n
2

⎛ ⎞= ∀⎜ ⎟
⎝ ⎠

A 3n 1 3n 1 3n 1 3n 1
n 1 n 1n 1 n 1

2 4

3n 1 3n 1

3 3
n 1 n 1

p P A A P(A ) P(A )

1 1
1 1 2 1 52 2

    
2 2 7 14 141 1

1 1
2 2

∞ ∞ ∞ ∞

− + − +
= == =

− +∞ ∞

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ∪ = + =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= + = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

∪ ∪

Por simetría, la probabilidad de que B gane el juego es   B
5

p
14

=

Si primera partida la gana A como si la gana B, en cada una de las siguientes jugadas el juego finaliza en
la mitad de los casos y continua en la otra mitad (restante). En consecuencia, la probabilidad de qie el
juego no acabe nunca será:

n

n
x x x x x x

1 1 1 1 1 1 1
... ... 2 lim 0

2 2 2 2 2 2 2→∞

⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

El jugador C gana  el juego con probabilidad:   C A B
5 5 2

p 1 p p 1
14 14 7

= − − = − − =

Como 
2 5

A y B son los jugadores con mayores probabilidades de ganar. 
7 14
< →

b)  Se enfoca el razonamiento con el suceso contrario. El alumno suspende el examen sólo cuando

suspende las n repeticiones. La probabilidad de que suspenda una cualquiera de éstas es  
1

1
n

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

La probabilidad de suspender el examen es  
n1

1
n

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

La probabilidad  np  de que apruebe el examen:  
n

n
1

p 1 1
n

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

Para estudiar la monotonía de  np  se recurre al estudio de la monotonía de la función:

                              
x

f : (1 , )

1
f (x) 1 1

x

∞ ⎯⎯→

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

La función es derivable para cada  x 1> :   
x1 1 1

f '(x) Ln 1 1
x x 1 x

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

Sea 
1 1

g(x) Ln 1
x x 1

⎛ ⎞= − + →⎜ ⎟ −⎝ ⎠
 El signo de  f '(x) y g(x) son opuestos para  x 1>
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Considerando que  2

1
g'(x) 0 x 1 g(x) es estrictamente decreciente

x (x 1)

−
= < ∀ > →

−
 y siendo

x
lim g(x) 0 f  es estrictamente decreciente en (1 , ).
→∞

= → ∞

La sucesión 
n

n
1

p f (n) 1 1
n

⎛ ⎞= = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  es estrictamente decreciente para  n 1>

Como  1 2 n 1p p (p )  es estrictamente decreciente desde p> →

Finalmente,  
n

n
n n

1 1
lim p 1 lim 1 1

n e→ ∞ → ∞

⎛ ⎞= − − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

Una baraja de 4n cartas  (n 1)≥ se corta de forma aleatoria, obteniéndose dos mazos A y B.

El número de cartas del mazo A siempre es mayor que el del mazo B y éste último siempre contiene al
menos una carta.
En estas condiciones, averiguar:

a)  El número esperado de cartas que hay en el mazo A en función de n.

b)  La varianza del número de cartas que hay en el mazo A en función de n.

c)  Demostrar que la probabilidad de que en tres ocasiones sucesivas el número de cartas del mazo A sea

mayor que el triple del número de cartas del mazo B es menor que 
1
.

8
NOTA:  Puede ser de utilidad alguna de las fórmulas siguientes:

k k k2 2 2
2 3 4

i 1 i 1 i 1

k (k 1) (2k 1) k (k 1) k (k 1) (2k 1) (3k 3k 1)
i i i

6 4 30= = =

+ + + + + + −
= = =∑ ∑ ∑

Solución:

Si la variable aleatoria X da el número de cartas del mazo A,  las cartas que quedan en el mazo B son
(4n X)−  y, según el enunciado,  X (4n X) 1> − ≥ , con lo que  2n X 4n 1< ≤ −

Los valores que toma la variable aleatoria X con probabilidad no nula son { }2n 1 , 2n 2 , .... , 4n 1+ + − ,

siendo equiprobable para cada uno de ellos. Por tanto,

1
p(X i)       para  i 2n 1 , 2n 2 , .... , 4n 1

2n 1
= = = + + −

−

a)  El número esperado de cartas en el primer mazo es la esperanza matemática de la variable X:

4n 1 4n 1

i 2n 1 i 2n 1

x x x
(2n 1) (4n 1)1 1

E(X) i p(X i) i (2n 1) 3n
2n 1 2n 1 2

− −

= + = +

+ + −
= = = = − =

− −∑ ∑

b)  La varianza:  
22 2 2Var(X) E(X ) E(X) E(X ) 9n= − = −⎡ ⎤⎣ ⎦
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4n 1 4n 1
2 2 2

i 2n 1 i 2n 1

x
1

E(X ) i p(X i) i
2n 1

− −

= + = +

= = =
−∑ ∑

Atendiendo a la Nota:

4n 1 4n 1 2n 3 2
2 2 2

i 2n 1 i 1 i 1

(4n 1) (4n) (8n 1) (2n) (2n 1) (4n 1) 56n 30n n
i i i

6 6 3

− −

= + = =

− − + + − +
= − = − = =∑ ∑ ∑

                                                      
n (2n 1) (28n 1)

3
− −

=

4n 1
2 2

i 2n 1

n (2n 1) (28n 1) n (28n 1)1
E(X ) i

2n 1 3 (2n 1) 3

−

= +

− − −
= = =

− −∑

2 2 2n (28n 1) n (n 1)
Var(X) E(X ) 9n 9n

3 3
− −

= − = − =

c)  Como al cortar la baraja el mazo A tiene más del triple de cartas que el mazo B, ocurre el suceso
X 3(4n X) X 3n> − → >

4n 1 4n 1

i 3n 1 i 3n 1

n 11 1
p(X 3n) p(X i) (4n 1) (3n 1) 1

2n 1 2n 1 2n 1

− −

= + = +

−
> = = = = − − + + =⎡ ⎤⎣ ⎦− − −∑ ∑

Como los sucesos son independientes, la probabilidad de que ocurra tres veces consecutivas:

3
3 n 1

p(X 3n)
2n 1

⎛ ⎞−
> = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

Hay que demostrar que  
3

n 1 n 11 1
2n 2 2n 1    cierto

2n 1 8 2n 1 2

⎛ ⎞− −
< → < → − < −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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Cada paquete de un cierto producto contiene una tarjeta con uno de los números 1, 2 , 3, ... , k.  Se

supone que los  k  números aparecen con la misma frecuencia.
Si se comparan n paquetes  (n k)≥ , ¿cuál es la probabilidad de que se tenga al menos una colección

completa de los k números?

Solución:

Sea el suceso  iA "La tarjeta con el número i no aparece" , i 1 , 2 , 3 , ... , k= =

Cuando no ocurre ninguno suceso  iA  se tiene al menos una colección completa de los k números, es

decir, cuando ocurre el suceso   1 2 3 kA A A ... A∩ ∩ ∩ ∩

Por el principio de la inclusión‐exclusión (principio de la criba) :

( )
1 1 2 1 2 3

1 1 2 1 2 3

1 2 k 1 1 2 k

1 k 1

1 2 3 k 1 2 3 k 1 2 3 k

i i i i i i
1 i k 1 i i k 1 i i i k

k 1 k
i i i i i i

1 i ... i k

p A A A ... A p A A A ... A 1 p(A A A ... A )

1 p(A ) p(A A ) p(A A A ) ...

( 1) p(A A ... A ) ( 1) p(A A ... A )
−

−

≤ ≤ ≤ < ≤ ≤ < < ≤

−

≤ < < ≤

∩ ∩ ∩ ∩ = ∪ ∪ ∪ ∪ = − ∪ ∪ ∪ ∪ =⎡ ⎤⎣ ⎦

= − + ∩ − ∩ ∩ + +

+ − ∩ ∩ ∩ + − ∩ ∩ ∩

∑ ∑ ∑

∑

El experimento tiene tantos resultados posibles como tiradas ordenadas hay en n resultados, cada

resultado varía en el conjunto { }1, 2 , 3 , ... , k . En total hay  nk  posibles resultados.

Para cada  r 1 , 2 , 3 , ... , k=  los casos favorables del suceso  
1 2 ri i ip(A A ... A )∩ ∩ ∩  son las tiradas

ordenadas de n resultados del conjunto { }1, 2 , 3 , ... , k entre las que no está ninguno de los

{ }1 2 3 ri , i , i , ... , i .

Al haber  n(k r)−  tiradas, se obtiene:    
1 2 r

n

i i i
k r

p(A A ... A )
k
−⎛ ⎞∩ ∩ ∩ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
Sustituyendo en la forma de inclusión‐exclusión:

1 1 2 1 2 3

1 k 1

1 2 3 k

n n n

1 i k 1 i i k 1 i i i k

n n
k 1 k

1 i ... i k

n n

p(A A A ... A )

k 1 k 2 k 3
1 ...

k k k

1 0
( 1) ( 1)

k k

k 1 k 2 k 3k k k1 1 2 3k k k

−

≤ ≤ ≤ < ≤ ≤ < < ≤

−

≤ < < ≤

∩ ∩ ∩ ∩ =

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

∑ ∑ ∑

∑
n n

k 1

nk
r

r 0

1k.... ( 1) k 1 k

k rk( 1) r k

−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + − =⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑
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Se tienen N bolas numeradas del 1 al N  y  N urnas también numeradas. Se introduce una bola en
cada urna. Se pide:

a)  Probabilidad de al menos una coincidencia.

b)  Probabilidad de exactamente m coincidencias.

c)  Comportamiento límite de la dos probabilidades cuando N → ∞

Solución:

a)  Se designa el suceso  iA "Hay coincidencia en la urna i‐ésima"= . Se calcula 
N

i
i 1

P A
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∪

Por el principio de la inclusión‐exclusión (principio de la criba) :

N

i
i 1

P A
=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪ 1 2 1 2 3

1 2 1 2 3

1 2 1 2 3

N N N

i i i i i i
i , i 1 i , i , i 1i 1
i i i i i

P(A ) P(A A ) P(A A A )
= ==

≠ ≠ ≠

− ∩ + ∩ ∩ −∑ ∑ ∑

                    

N
N 1

i
i 1

N 1
x x x

... ( 1) P( A )

1 1 1 1N NN ... ( 1)2 3N N (N 1) N (N 1) (N 2) N!

+

=

+

− + − =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∩

                    
N

N 1 i 1

i 1

1 1 1 1
1 ... ( 1) ( 1)

2! 3! N! i!
+ +

=

= − + + + − = −∑
puesto que,

1 2

1 2 3

i

i i

i i i

(N 1)! 1
P(A )

N! N

(N 2)! 1
P(A A )

N! N (N 1)

(N 3)! 1
P(A A A )

N! N (N 1) (N 2)

−
= =

−
∩ = =

−

−
∩ ∩ = =

− −

b)  Designando los sucesos:

A = "Hay coincidencia en las m urnas primeras"  ,   B = "No hay coincidencia en las (N ‐ m) urnas restantes"

N m N m
i 1 i 1

i 1 i 0

(N m)!N N NP(m coincidencias) P(A B) P(A) P(B A) P(B A)m m m N!

N! (N m)! 1 1 1
                                 1 ( 1) ( 1)

m! (N m) N! i! m! i!

− −
+ +

= =

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∩ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞− ⎜ ⎟= − − = −
⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑ ∑

ya que,
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P(B A) P (N m) coincidencias m coincidencias

               P En (N m) urnas con (N m)  bolas, no hay ninguna coincidencia

               1 P Exista alguna coincidencia en (N m)  urnas con (N m)  bo

⎡ ⎤= − =⎣ ⎦

= − − =⎡ ⎤⎣ ⎦

= − − −

N m
i 1

i 1

las

1
               1 ( 1)

i!

−
+

=

=⎡ ⎤⎣ ⎦

= − −∑

c)   
n k n

n n
k 0

( 1) 1 1 1 ( 1) 1
lim lim 1 ... 1

k! 1! 2! 3! n! e→∞ →∞
=

⎡ ⎤− −
= − + − + + = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑

Los límites pedidos:

N N N
i 1 i i 1

N N N
i 1 i 0 i 0

1 1 1
lim ( 1) lim 1 ( 1) 1 lim ( 1) 1 e

i! i! i!
+ −

→∞ →∞ →∞
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − − = − − = −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

y   
N m

i 1

N
i 0

1 1 1
lim ( 1) e

m! i! m!

−
−

→∞
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟− =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

El número X de organismos de tipo A en una cédula sigue una distribución de Poisson de parámetro
λ , mientras que el número Y de otro tipo B de organismos depende del número x de aquélla y sigue

una distribución de Poisson de media  ln(1 x).+

a)  Si se considera sana una célula cuando contiene algún organismo de tipo A, pero ninguno de B, ¿cuál
es la probabilidad de que al coger n células al azar haya exactamente k sanas?

b)  Calcular la probabilidad de que el número total de organismos de los tipos A y B, en una célula
escogida al azar, no sea mayor que dos.

c)  Idem que b), pero escogiendo una célula al azar de entre las no sanas.

d)  Si una célula no tiene ningún organismo de tipo B, ¿cuál es la probabilidad de que no tenga tampoco
del tipo A?

Solución:

a)  
k 1

p p (X 1) (Y 0) p(X k) p(Y 0 X k )
∞

=

= ≥ ∩ = = = = = =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∑

                                                
k 1k

k 1 k 1

1 e
e .

k! k 1 (k 1)!

∞ ∞ +−λ
−λ

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ λ +⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

                                                  
j

j 2

e (e 1 )e
j!

∞ −λ λ−λ

=

− − λλ
= =

λ λ∑
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Supuesta la independencia del número de organismos entre cédulas, el número   de sanas seguirá una
distribucional binomial:

n kk e (e 1 )np( k) p (1 p) , pk

−λ λ
− − − λ⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟ λ⎝ ⎠

b)  p (X Y) 2 p (X Y) 0 p (X Y) 1 p (X Y) 2+ ≤ = + = + + = + + = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                                  p (X 0) (Y 1)p (X 0) (Y 0) p (X 1) (Y 0)= ∩ =⎡= = ∩ = + + = ∩ = +⎡ ⎤ ⎡⎤⎣ ⎦ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                                 p (X 0) (Y 2)p (X 2) p (X 1) 1( (Y 0) Y )= ∩ = = ∩ =⎡+ = ∩ = + + =⎡ ⎤ ⎤ ⎡⎣⎣ ⎦ ⎤⎦ ⎣ ⎦

                                
i j 2

p(X i) p (Y i j X i)
+ ≤

= = = − = =∑

                                                                      

2 1
0 0 e . . ln2 .

2
1 1

e . 1 e . . e . .
2 2! 2

−λ −λ −λ −λλ
= + + λ + λ+ + =

                                                                      

2

e 1 ln2 .
2 4 2

−λ ⎛ ⎞λ λ λ
= + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

c)  p (X Y) 2 (X 0) (Y 1)⎡ ⎤+ ≤ = ∩ ≥ =⎣ ⎦

       
p (X 0) (Y 0) p (X 0) (Y 1) p (X 0) (Y 2) p (X 1) (Y 1)

p (X 0) (Y 1)

= ∩ = + = ∩ = + = ∩ = + = ∩ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= =
= ∩ ≥⎡ ⎤⎣ ⎦

                              

1
e . 1 0 0 e . . ln2 .

2
1 p

−λ −λ+ + + λ
=

−

d)  

k 0

p(X 0) p (Y 0) (X 0) p(X 0) p (Y 0) (X 0)
p (X 0) (Y 0)

p(Y 0)
p(X k) p(Y 0 X k)

∞

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎡ ⎤= = = = =⎣ ⎦ =
= = =∑

                                                                     

k 1

e . 1 e . 1

e (e 1 ) e 1
e . 1e . 1 p(X k) p(Y 0 X k)

−λ −λ

∞ −λ λ λ
−λ−λ

=

λ
= = =

− − λ −
++ = = =

λ∑
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Demuestre, a partir de la axiomática de Kolmogorov, que si  1 2 nA , A , ... , A  son sucesos de la

‐ álgebraσ A , se cumple que

i
i 1

p A
∞

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪  

1 1 2 1 2 3

1 1 2 1 2 3

i i i i i i
1 i n 1 i i n 1 i i i n

p(A ) p(A A ) p(A A A )
≤ ≤ ≤ < ≤ ≤ < < ≤

− ∩ + ∩ ∩ −∑ ∑ ∑

                 
1 n 1

1 n 1

n 2 n 1
i i 1 n

1 i ... i n

... ( 1) p(A ... A ) ( 1) p(A ... A )
−

−

− −

≤ < < ≤

− + − ∩ ∩ + − ∩ ∩∑

Un concurso de televisión consiste en abrir n casilleros distintos con n llaves distintas. Se mezclan las
llaves aleatoriamente y se le dan al concursante, que debe proceder de la siguiente manera: introduce
una llave al azar en la cerradura de cada casillero hasta acabarlos todos. Posteriormente procede al
intento de apertura girando la llave de cada casillero. En los que se abran recibe el premio de su interior,
y en los que no se abran, nada.

a)  Hallar la probabilidad de recibir por lo menos un premio si es n 7=  y  también cuando  n .→∞

b)  Calcular la probabilidad de salir del concurso sin premio alguno si es n 7=  y  también cuando  n .→∞

c)  Hallar la probabilidad de obtener  m  premios  (0 m n)≤ ≤

d)  Supóngase que es n 5=  y sea la variable aleatoria X que da el número de premios obtenidos. Hallar
la función de densidad y la función de distribución de la variable X y dibujar la gráfica de ambas.

Solución:

Se demuestra por inducción.

Para n 2=  se prueba la fórmula clásica de probabilidad de la unión de dos sucesos:

1 2 1 2 1 2p(A A ) p(A ) p(A ) p(A A )∪ = + − ∩

El suceso  1 2 1 2 2 1 1 2(A A ) (A A ) (A A ) (A A )∪ = − ∪ − ∪ ∩  , que son incompatibles dos a dos:

1 2 1 2 2 1 1 2p(A A ) p(A A ) p(A A ) p(A A )∪ = − + − + ∩

Por otra parte, los sucesos  1A  y   2A  pueden expresarse como uniones disjuntas:

1 1 2 1 2 1 2 1 1 2

2 1 2 2 1 2 1 2 1 2

A (A A ) (A A ) (A A ) (A ) (A A )

A (A A ) (A A ) (A A ) (A ) (A A )

= ∩ ∪ − → − = − ∩

= ∩ ∪ − → − = − ∩

resultando:    1 2 1 1 2 2 1 2 1 2p(A A ) p(A ) p(A A ) , p(A A ) p (A ) p (A A )− = − ∩ − = − ∩

Finalmente,

1 2 1 2 2 1 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

p(A A ) p(A A ) p(A A ) p(A A )

                     p(A ) p(A A ) p (A ) p (A A ) p(A A )

                     p(A ) p (A ) p (A A )

∪ = − + − + ∩ =

= − ∩ + − ∩ + ∩ =

= + − ∩

Si la expresión es cierta para la unión de  (n 1)−  sucesos, con n 3≥ , se comprueba también para n.
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n 1 n 1 n 1n

i i n i n i n
i 1 i 1 i 1 i 1

p A p A A p A p(A ) p A A
− − −

= = = =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ∪ = + − ∩ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∪ ∪ ∪ ∪

                   
n 1 n 1

i n i n
i 1 i 1

p A p(A ) p (A A )
− −

= =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= + − ∩⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∪ ∪

Aplicando la fórmula de inducción a los sumandos:   
n 1

i
i 1

p A
−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∪   y   

n 1

i n
i 1

p (A A )
−

=

⎡ ⎤
∩⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∪

i
i 1

p A
∞

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪

1 1 2 1 2 3

1 1 2 1 2 3

i i i i i i
1 i n 1 1 i i n 1 1 i i i n 1

p(A ) p(A A ) p(A A A )
≤ ≤ − ≤ < ≤ − ≤ < < ≤ −

= − ∩ + ∩ ∩ −∑ ∑ ∑

1

1

n 2
1 n 1 n i n

1 i n 1

... ( 1) p(A ... A ) p(A ) p(A A )−
−

≤ ≤ −

− + − ∩ ∩ + − ∩ +∑

1 2 1 n 1

1 2 1 n 1

n 3
i i n i i n

1 i i n 1 1 i ... i n 1

p(A A A ) ... ( 1) p(A ... A A )
−

−

−

≤ < ≤ − ≤ < < ≤ −

+ ∩ ∩ − − − ∩ ∩ ∩ −∑ ∑

n 2
1 n n 1 n( 1) p (A A ) ... (A A )−

−⎡ ⎤− − ∩ ∩ ∩ ∩ =⎣ ⎦

1 1 2 1

1 1 2 1

i n i i i n
1 i n 1 1 i i n 1 1 i n 1

p(A ) p(A ) p(A A ) p(A A )
≤ ≤ − ≤ < ≤ − ≤ ≤ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + − ∩ + ∩ +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

1 2 3 1 2

1 2 3 1 2

i i i i i n
1 i i i n 1 1 i i n 1

p(A A A ) p(A A A )
≤ < < ≤ − ≤ < ≤ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ ∩ ∩ + ∩ ∩ −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑

1 n 1

1 n 1

n 2 n 3
1 n 1 i i n

1 i ... i n 1

... ( 1) p(A ... A ) ( 1) p(A ... A A )
−

−

− −
−

≤ < < ≤ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥− + − ∩ ∩ − − ∩ ∩ ∩ −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑

n 2
1 n( 1) p(A ... A )−− − ∩ ∩ =

1 1 2 1 2 1 3

1 1 2 1 2 3

i i i i i i i
1 i n 1 i i n 1 i i i n

p(A ) p(A A ) p(A A A )
≤ ≤ ≤ < ≤ ≤ < < ≤

= − ∩ + ∩ ∩ −∑ ∑ ∑

1 2 n 1

1 2 n 1

n 2 n 1
i i i 1 n

1 i i ... i n

... ( 1) p(A A ... A ) ( 1) p(A ... A )
−

−

− −

≤ < < < ≤

− + − ∩ ∩ ∩ + − ∩ ∩∑
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a)  Denotando el suceso  iA "La llave i‐ésima se introcude en el casillero i‐ésimo"=

El suceso "se recibe algún premio" se calcula mediante la fórmula de inclusión‐exclusión.

Teniendo que calcular  
1 ki ip(A ... A )  ,  para  k 1, 2 , ... , n∩ ∩ =

Los casos favorables son aquellos en los que las llaves  1 2 ki , i , ... , i  son colocadas en sus casilleros

correspondientes. Existen tantos casilleros como formas hay de colocar las  (n k)−  llaves restantes en los
(n k)−  casilleros restantes, es decir,  (n k)!−

1 ki i
(n k)!

p(A ... A )    ,  para  k 1, 2 , ... , n
n!
−

∩ ∩ = =

1 2 k

1 2 k 1 2 k

k i i i
1 i i ... i n 1 i i ... i n

(n k)! (n k)! 1nS p(A A ... A ) kn! n! k!≤ < < < ≤ ≤ < < < ≤

− −⎛ ⎞= ∩ ∩ ∩ = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑

de donde,

n
n 1

i 1 2 3 4 n
i 1

p A S S S S ... ( 1) S−

=

⎛ ⎞
= − + − + + − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪

                  
n i 1

n 1

i 1

1 1 1 1 1 ( 1)
... ( 1)

1! 2! 3! 4! n! i!

−
−

=

−
= − + − + + − = ∑

Para n 7=  se tiene:

7

i
i 1

p A
=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪ 1 1 1 1 1 1 1 3186 177

1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 5040 280
− + − + − + = =

Para  n→∞  queda:

n

i
n i 1
lim p A
→∞ =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪   

n ni 1 i i

n n
i 1 i 1 i 1

( 1) ( 1) ( 1)
lim lim

i! i! i!

∞−

→∞ →∞
= = =

− − −
= − = − =∑ ∑ ∑

                             
i

1 1

i 0

( 1)
1 (e 1) 1 e

i!

∞
− −

=

⎛ ⎞−⎜ ⎟= − − = − − = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

b)  El suceso  "Salir del concurso sin premio alguno"  es el suceso contrario de la unión de todos los  iA  ,

es decir, 
n

i
i 1

A
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∩

n n
n

i i
i 1 i 1

1 1 1 1 1
p A 1 p A 1 ... ( 1)

1! 2! 3! 4! n!= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − + − + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∩ ∪

n i

i 0

( 1)
i!=

−∑

Para n 7=  se tiene:

7 7

i i
i 1 i 1

p A 1 p A
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∩ ∪   

177 103
1

280 280
− =
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Para  n→∞

n

i
n i 1
lim p A
→∞ =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∩

n i i
1

n
i 0 i 0

( 1) ( 1)
lim e

i! i!

∞
−

→∞
= =

− −
= =∑ ∑

c)  Sea  (m)p  la probabilidad de obtener m premios cuando ocurren exactamente m sucesos entre los

1 2 nA , A , ... , A  sucesos.

  Si  m n= , resulta:   
n

(m) i
i 1

1
p p A

n!=

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∩

  Si  m n< , uno de los casos favorables  para obtener exactamente m premios consiste en abrir

exactamente los m primeros casilleros, el suceso   1 2 m m 1 m 2 nA A ... A A A ... A+ +∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩

1 m m 1 np(A ... A A ... A )+∩ ∩ ∩ ∩ ∩ =
m n m

j k j
j 1 k m 1 j 1

xp A p A A
= = + =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∩ ∩ ∩

Por el apartado anterior:    
m

j
j 1

(n m)!
p A

n!=

⎛ ⎞ −
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∩

n m

k j
k m 1 j 1

p A A
= + =

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∩ ∩  es la probabilidad de no abrir ninguno de los  (n m)−  casilleros al haber abierto

los m casilleros primeros.  Cuando eso ocurre, se dispone de   (n m)−  llaves correspondientes a  (n m)−

casilleros por abrir, por lo que la probabilidad de no abrir ninguno de ellos es la del suceso  
n m

i
i 1

A
−

=
∩

n mn m

k j i
k m 1 j 1 i 1

(b)

p A A p A
−

= + = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∩ ∩ ∩   
in m

i 0

( 1)
i!

−

=

−
∑

Resultando:   1 m m 1 np(A ... A A ... A )+∩ ∩ ∩ ∩ ∩ =
in m

i 0
x

(n m)! ( 1)
n! i!

−

=

− −
∑

Todos los sucesos en los que se abren los m casilleros son equiprobables y dado que existen   n
m
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

formas diferentes de seleccionar los m casilleros que se abrirán, se tiene:

i in m n m

(m)
i 0 i 0

x x x
(n m)! ( 1) 1 ( 1)np m n! i! m! i!

− −

= =

− − −⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

d)  Siendo la variable aleatoria X "Número de premios obtenidos" = y   n 5= , los únicos valores que

toma la variable aleatoria con probabilidad no nula  con  m 0,1,2 ,3 ,5=  ‐  Sí cuatro llaves están en su

cerradura, también lo está la quinta llave  ‐

in m

(m)
i 0

x
1 ( 1)

p(X m) p
m! i!

−

=

−
= = = ∑
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Función de probabilidad:

5 m
(m)

1 1 1 1 1
p(X m) p 1 ... ( 1)

m! 1! 2! 3! (5 m)!
−⎡ ⎤

= = = − + − + + −⎢ ⎥−⎣ ⎦
   con m 0,1,2 ,3 ,5=

Dando valores a m se obtiene el diagrama de barras

m 0 1 2 3 5

p(X m)= 44
120

45
120

20
120

10
120

1
120

Función de distribución:   
m x

F(x) p(X x) p(X m)
≤

= ≤ = =∑
0 x 0

44
0 x 1

120

89
1 x 2

120
F(x)

109
2 x 3

120

119
3 x 5

120

1 x 5

<⎧
⎪
⎪

≤ <⎪
⎪
⎪
⎪ ≤ <
⎪

= ⎨
⎪ ≤ <⎪
⎪
⎪

≤ <⎪
⎪
⎪

≥⎩
   

El número de coches que atraviesan cada día una zona de velocidad controlada por radar sigue una
distribución de Poisson de parámetro  .λ

Si la probabilidad de que un coche no respete el límite fijado es p, se pide:

a)  La distribución del número de infracciones diarias detectadas por el radar.

b)  Si el radar detectó r infracciones, ¿cuál es la distribución del número de vehículos que han atravesado
la zona controlada?. ¿Cuál es la media de esa distribución?.

Solución:

Sea la variable aleatoria N "Número de coches que atraviesan diariamente la zona vigilada"=

n

N P( ): p(N n) e 0 , 1 , 2, ...
n!

−λλ
λ = = λ =∼

Denotando la variable X "Número de infracciones diarias detectadas"=  ,  donde  X B(n, p)∼
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a)  Por el teorema de la Probabilidad Total:

n 0

xp(X k) p(N n) p(X k N n) k 0 , 1 , 2 , ...
∞

=

= = = = = =∑
n kk

x x
np(X k N n) p (1 p)k

−⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

n
n kk

n 0 n 0

x x x x
np(X k) p(N n) p(X k N n) e p (1 p)kn!

∞ ∞
−−λ

= =

λ ⎛ ⎞= = = = = = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑

                
n k n kk

n k n kk k

n 0 n 0

x
x x x x

n ne (1 p) e p (1 p)k kn! n!

∞ ∞− −
− −−λ −λ

= =

λ λ λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = λ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑

               
kn k n kk k k

(1 p)k k

n 0 n 0

(1 p) (1 p)e p e p
e p e

k! (n k)! k! (n k)! k!

− −∞ ∞−λ −λ
λ −−λ

= =

λ − λ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤λ λ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= λ = = =
− −∑ ∑

              
k

p( p)
e P( p)

k!
−λλ

= ≡ λ

Adviértase que  
n kn

(1 p)x

n 0 n 0

(1 p)x
e e

n! (n k)!

−∞ ∞
λ −

= =

λ −⎡ ⎤⎣ ⎦= → =
−∑ ∑

b)  Hay que calcular la distribución condicionada  (N n X r)= =  para n r , (r 1) , (r 2) , ...= + +

n
n rr

r
p

x x x
x

ne p (1 p)rp(N n) p(X r N n)p(N n , X r) n!
p(N n X r)

p(X r) p(X r) ( p)
e

r!

−−λ

−λ

λ ⎛ ⎞ −⎜ ⎟= = == = ⎝ ⎠= = = = = =
= = λ

                             
n rn r n r

(1 p) (1 p)x
x x

(1 p)(1 p)
e e

(n r)! (n r)!

−− −
−λ − −λ −λ −⎡ ⎤λ − ⎣ ⎦= =

− −

La distribución condicionada  (N n X r)= =  es una distribución de Poisson descentrada, de parámetro

(1 p)λ −  y con origen en r.

Con un cambio de origen,  la variable aleatoria U (N n X r) r= = = −  es una distribución de Poisson

centrada.

E(N n X r) E(U r) E(U) r (1 p) r= = = + = + = λ − +
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El grafo de la figura representa el juego siguiente:

Las apuestas se hacen sobre el lanzamiento de una moneda de
Laplace.  Inicio con un millón de euros y apuesto, si no acierto tengo
cero euros y dejo de jugar, si acierto tengo dos millones y sigo
jugando. Apuesto, si no acierto tengo cero euros y dejo de jugar, si
acierto tengo cuatro millones y sigo jugando.   
Apuesto, si acierto tengo cinco millones, gano y finaliza el juego, si no acierto tengo tres millones y sigo
jugando.  Apuesto, si no acierto tengo un millón y sigo jugando y si acierto tengo cinco millones, gano y
finaliza el juego. Cada posible transcurso del juego corresponde a un camino que comienza en 1 y
termina en el borde {0, 5}.

Calcular la probabilidad de ganar los cinco millones y la esperanza y la varianza de la variable N, que da
la duración (número de apuestas realizadas) del juego.

Solución:

El gráfico de la derecha representa todos los recorridos
posibles del juego hasta la cuarta tirada.

Si el jugador no ha ganado los cinco millones y no ha dejado de
jugar hasta entonces, tras dicha tirada el juego vuelve a estar
exactamente en la situación inicial 1.

  

Se observa que el jugador sólo puede ganar los cinco millones tiradas  (4n 1)−  ó  (4n) , para algún

natural n 0≠ .

Denotando el suceso  nG  "El jugador gana el juego en la tirada n‐ésima"=

4n 1 4n
n 1

p(gane 5 millones) p(G ) p(G )
∞

−
=

⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑

Como la moneda es de Laplace:   
n

n
1

p(G ) ,  para  n 0
2

⎛ ⎞= ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

4n 1 4n

4n 1 4n
n 1 n 1

4n 1 4n 1 4n 1

n 1 n 1

x

1 1
p(gane 5 millones) p(G ) p(G )

2 2

1
1 1 1 1 1 3 18                                  1

12 2 2 2 2 2 51
16

−∞ ∞

−
= =

− − −∞ ∞

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤= + = + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ −

∑ ∑

∑ ∑

Siendo la variable N "Número de apuestas o lanzamientos de la moneda"=

n1
p(N n) ,  para  n 1, 2 , 3, ...

2
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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n

n 1 n 1

x x
1

E(N) n p(N n) n
2

∞ ∞

= =

⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑

Para determinar  
n

n 1

x
1

n
2

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  se recurre al método para calcular la suma de  n

n 1

n x
∞

=
∑ . Para ello, se parte

de la serie geométrica  n

n 1

x
∞

=
∑ , convergente para  x 1< :     n

n 1

x
x

1 x

∞

=

=
−∑

En el interior del intervalo de convergencia  x 1< , las series de potencias son derivables término a

término:

  n 1n
2

n 1 n 1

d d x 1
x n x

dx dx 1 x (1 x)

∞ ∞
−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ = → =⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

En consecuencia,     n 1n
2

n 1 n 1

x
n x x n x

(1 x)

∞ ∞
−

= =

= =
−∑ ∑

Por tanto:  
n

2
n 1 n 1

x x

1
1 2E(N) n p(N n) n 2
2 1

1
2

∞ ∞

= =

⎛ ⎞= = = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑

22Var(N) E(N ) E(N)= − ⎡ ⎤⎣ ⎦

El segundo momento respecto al origen:   
n

2 2 2

n 1 n 1

x x
1

E(N ) n p(N n) n
2

∞ ∞

= =

⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑

Como   n 1n n 2
2 2 3

n 1 n 1 n 1

1 xx d d x
n x n x n x

dx dx(1 x) (1 x) (1 x)

∞ ∞ ∞
−

= = =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤ +⎜ ⎟= → = → =⎢ ⎥⎜ ⎟− − −⎣ ⎦⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

En consecuencia,     n 12 n 2
3

n 1 n 1

x (1 x)
n x x n x

(1 x)

∞ ∞
−

= =

+
= =

−∑ ∑

Así,   
n

2 2
3

n 1

x

1 1
1

1 2 2
E(N ) n 6

2 1
1

2

∞

=

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎣ ⎦= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎡ ⎤⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

22 2Var(N) E(N ) E(N) 6 2 2= − = − =⎡ ⎤⎣ ⎦
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Una máquina de juego de un casino tiene una pantalla en la que se ofrece un esquema como el de la
figura.

Para comenzar el juego aparece una bola en el punto S.

A cada impulso que recibe el jugador, la bola se mueve hasta una de las letras
contiguas con la misma probabilidad para cada una de ellas.

La partida termina en cuanto ocurre uno de los dos hechos siguientes:

  La bola vuelve a S y entonces el jugador pierde.

  La bola llega a G y entonces el jugador gana.

Se pide la probabilidad de que el jugador gane así como la duración media de las partidas.

Solución:

Para el jugador la bola puede ir a la posición S (pierde), tras un número par de movimientos gana en
{ }C , D , G ,  y con un número impar de movimientos gana en { }A , B .

Razonando por inducción:

Suponiendo  que en el movimiento  (2n)  la bola está en { }S , C , D , G ,  sí está en { }S , G el juego ha

terminado, si está en { }C , D  en el movimiento   (2n 1) + sólo puede ir a A o B, y en siguiente

movimiento  (2n 2) + puede ir a { }S , C , D , G .

Si la bola se encuentra en
A o B, la probabilidad de
que se mueva a cada una
de las letras adyacentes es
1 / 3

Si la bola se encuentra en
C o D, la probabilidad de
que se mueva a cada una
de las letras adyacentes es
1 / 2

Denotando el suceso  2nG "El jugador gana tras el  2n‐ésimo movimiento" , n 2= ≥

2nG  ocurre si la bola cae siempre sobre { }C , D  en los movimientos pares 2 , 4 , ... , 2n 2−  con

probabilidad  
2
3
 , si alcanza B tras el movimiento  (2n 1) ésimo− −  con probabilidad  

1
2
  y  termina en G

después del movimiento 2n ésimo−  con probabilidad  
1
.

3

Se tiene:   
n 1

2n x x x x x x x

n 1

2 2 2 2 1 1 1 2
p(G ) ...

3 3 3 3 2 3 6 3

−

−

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

No hay condiciones sobre la posición de la bola tras los movimientos impares anteriores al
(2n 1) ésimo− − , puede estar en A o en B.
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Probabilidad que el jugador gane:

2n
n 2

p p G
∞

=

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪

n 1

2n
n 2 n 2

x x

2
1 2 1 13p(G )

26 3 6 31
3

−∞ ∞

= =

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ −

∑ ∑

  La duración media del juego es el número medio de movimientos necesarios hasta que el jugador
gane o pierda.

Se necesita conocer la probabilidad de que el jugador pierda tras el movimiento 2n ésimo.−  Para ello,

se denota el suceso  2nP "El jugador pierde al completarse el  2n‐ésimo movimiento" , n 1= ≥

Si  (n 1)= :  2P  ocurre si la bola vuelve desde A a S en el segundo movimiento , y sí  2n(n 2) : P≥  ocurre si la

bola cae siempre sobre { }C , D  en los movimientos pares anteriores a 2n ésimo− , si alcanza A tras el

(2n 1) ésimo− −  movimiento  y  termina en  S  después del 2n ésimo− movimiento.

Por tanto,

2

n 1

2n

x

x x x x x x x

1 1
p(P ) 1

3 3
n 1

2 2 2 2 1 1 1 2
p(P ) ...     para  n 2

3 3 3 3 2 3 6 3

−

= =

−

⎛ ⎞= = ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

Sea la variable aleatoria  { }X "Duración de la partida" ,  en el conjunto E 2 , 4 , 6, ...= =

Función de probabilidad de N:

2

n 1 n 1

2n 2n x x x

1
p(X 2) p(P )

3

1 2 1 2
p(X 2n) p(G ) p(P ) 2     para  n 2

6 3 3 3

− −

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + = = ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Esperanza de X:    
n 1

n 1 n 2

x
2 2 2

E(X) 2n p(N 2n) n
3 3 3

−∞ ∞

= =

⎛ ⎞= = = + ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑

Para determinar  
n 1

n 2

x
2

n
3

−∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  se recurre al método para calcular la suma de  n 1

n 2

n x
∞

−

=
∑ . Para ello, se

parte de la serie geométrica  n

n 2

x
∞

=
∑ , convergente para  x 1< :    

2
n

n 2

x
x

1 x

∞

=

=
−∑

En el interior del intervalo de convergencia  x 1< , las series de potencias son derivables término a

término:

 
22

n 1n
2

n 2 n 2

2x xd d x
x n x

dx dx 1 x (1 x)

∞ ∞
−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −⎜ ⎟ = → =⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑
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En consecuencia,    
2

n 1
2

n 2

2x x
n x

(1 x)

∞
−

=

−
=

−∑

Si 
2

x
3

=  :   

2

n 1

2
n 2

x

x

2 2
2

2 3 3
n 8

3 2
1

3

−∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

Finalmente,   
n 1

n 1 n 2

x x
2 2 2 2 2

E(X) 2n p(N 2n) n 8 6
3 3 3 3 3

−∞ ∞

= =

⎛ ⎞= = = + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑

El juego se acaba en término medio en seis movimientos.
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