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Yy Se harealizado un estudio sobre el consumo de gas (en m?) en las viviendas de una urbanizacién
&0 durante el mes de enero, obteniéndose los datos que se muestran en la tabla:

Consumo de gas (m°) Viviendas
50-100 10
100 - 200 40
200-400 60
400 - 500 10

a) Represente el histograma de esta distribucion.

b) Calcule el consumo medio de gas de las viviendas. ¢El valor hallado es representativo de la distribucién?

c¢) Calcule el consumo mas frecuente.

d) Averigiie el valor del tercer cuartil de la distribucién del consumo de gas y explique su significado

e) Si la factura del gas consiste en una cantidad fija de 20€ mas 0,5€ por cada m® consumido, calcule la
factura media de las viviendas y determine si la factura es mas dispersa que el consumo.

Solucién:
a)
Amplitud densidad
Consumo gas c n; d="i N, Xi X;n; X; m,
i T
50-100 50 10 0,2 10 75 750 56250
100 - 200 100 40 0,4 50 150 6000 900000
90
200 - 400 200 60 0,3 /110 300 | 18000 | 5400000
400 - 500 100 10 0,1 120 | 450 4500 2025000
29250 | 8381250
di="o Viviendas
40 I-
Poligone de frecuencias

30

20

10 .‘"I‘

0ol .

50 100 200 400 500
1< 29250
b) Consumo medio de gas de las viviendas: a; = x = — in n, = = 243,75 m®
n 4 120
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1 8381250

= — n; = 69843,75
) X

o’ = a, - a’ = 69843,75 — (243,75) = 10429,6875

G, = /10429,6875 = 102,1258 m’

102,1258
cv = S - 20428 g 4o (42%)
X 243,75

El consumo medio de gas de las viviendas es de 243,75 m>, con una dispersion del 42%. Con lo cual, el
consumo medio de gas no es muy representativo.

c) El consumo mas frecuente se encuentra en el intervalo modal [100-200), puesto que es en el que se
alcanza la maxima densidad de frecuencia.
di—-d_, 0,4-0,2

My =L+ ¢; = 100+ x 100 = 166,67 m’

La moda aproximada cuando existen distintas amplitudes:

d 0,3
My= L+ —— ¢ = 100+ ——— x 100 = 160 m’
d_,+d,, 0,2+ 0,3

n, —

i ni—l

Cuando la amplitud de los intervalos fuera constante: M, = L; + C;
(M=) +(ny—ny )
3N 3x120
d) El intervalo del tercer cuartil es aquel que corresponde a la N > T = X4 = 90
3N N
a4 1 90-50
Qu=Pg=L+-4 " ¢ = 200+ 22> ;200 = 333,33 m®

El 75% de las viviendas que consumen menos, consumen como méximo 333,33 m® de gas.

e) Segun el enunciado del apartado, la factura del gas viene dada por la relacion Y = 20 + 0,5 X, por
tanto, hay un cambio de origen y de escala:

La facturamedia: Y = 20+ 0,5X = 20 + 0,5x 243,75 = 141,875 €
= Var(20+0,5X) = 0,5*. 65 — oy= 0,50,= 0,5x102,1258 = 51,063 €

1
oy _ 31063 _ 4 3¢ (36%)

cVv=—->
y 141,875

La factura del gas esta menos dispersa que el consumo.

Portal Estadistica Aplicada: Variables Aleatorias 4



# !
U \M Universidad Autonoma i
i de Madrid ulh &

Yy En la tabla se refleja la distribucidn del importe de las facturas (en euros) por reparacién de
€& carroceria de una muestra de 80 vehiculos en un taller.

Importe (euros) Ndmero de facturas
0-60 10
60-80 20
80-120 40
120 - 240 10

Se pide:

a) Calcular el importe medio. éEl valor hallado es representativo de la distribucién de facturas?
b) Calcular el importe mediano y el importe mas frecuente.

c¢) éCual es el importe maximo pagado por las 60 reparaciones mas baratas?.

d) Calcular el importe minimo pagado por el tercio de vehiculos con facturas de mayor importe.
e) Grado de asimetria que representa la distribucion con la mayor precisién posible.

Solucién: (pag 20)

a) Se elabora la tabla

n. N. n
[Li_l-i+1) X; n; X;. m xiz,ni N, fi= WI F= WI C; di=c—i'
0-60 30 10 300 9000 10 0,13 0,13 60 0,167
60 - 80 70 20 | 1400 | 98000 3o| 40| 0,25 0,38 20 1
80-120 T 100 [—40 T+ 4000 400000 T 70' 0,50 0,88 40 1
120-240 | 180 | 10 | 1800 | 324000 | 80 0,13 1,00 120 0,083
80 | 7500 | 831000 1 180
REPRESENTACION GRAFICA DE LA MEDIA
Importe medio:
1 _ 7500 :
=X = —Zx, n, = 93,75 euros 5
N i
i= >
a8
4 =]
1 ) 831000 z
a, = — Xi.n, = = 10387,5
2 N ; i i 80

0-20 I 60-80 80-120 1 20—2;10
IMPORTE (€)

La representatividad queda definida por el CV (Coeficiente de Variacién de Pearson):

o’=a,—a’ = 10387,5 — 93,75* = 1598,4375 — o = ,/1598,4375 = 39,98 euros

39,98 . .
CV = % = 9375 = 0,4264 (42,64%) . El grado de dispersion es del 42,64%.
X ’

b) El importe mediano se encuentra en el intervalo [80 - 120)

Portal Estadistica Aplicada: Variables Aleatorias 5



U \ Lniversidad Automoma
g de Madrid

N 80
Mediana | —=40|: M, =L +2—¢ =80+ 22— x40 = 90

F; = 0,88 — LaMediana pasa del 50% del numero de facturas.

El importe més frecuente es la moda (M), que se encuentra en los intervalos [60 —80) y [80—120)
por ser d, = d; = 1 la densidad mas alta.

d.
La Moda en intervalos con distintas amplitudes: My = L;+ A C;
(di_y— di;q)

1

Intervalo [60-80):  M,, = 60 + -
, +

x 20 = 77,14 euros

Intervalo [80-120): M, = 80 + % x 40 = 83,07 euros
+ 0,

c) Importe maximo pagado por las 60 reparaciones mas baratas: Haciendo 100 partes, la proporcion de
las 60 facturas respecto a la 80 totales:

80 60 100 x 60
= =2 5 x="X2T 75 Hay que calcular el tercer cuartil (o el percentil 75)

100  «x
3N _
3.N 3.80 4 it 60 — 30
= =T —60|: Q= L+ ————¢c = 80+ 40 =110 euros |Q, =
{ 4 4 } R VA Y 70-30 (05 =Ps]

d) El importe minimo pagado por el tercio de vehiculos con facturas de mayor importe: Haciendo 10
partes, la proporcion del tercio de vehiculos respecto a la de 80 totales:

80
80 3 10
T3 5 x="x3 Hay que calcular el tercer decil.
10 X 3
3.N  3.80
|:Y = T=24} Observando la columna N, se encuentra en el intervalo [60—80)
3N N
10 -t 24-10
D=L+ 20 "¢ =60+ x20 = 74 euros
N, —N;_; 30-10

e) Para calcular el grado de asimetria y curtosis que presenta la distribucion:
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X; no| x.n | (x;—X) (x, — X)*. n, (x;—%)*.n, x;,—x)*. n,
30 10 300 -63,75 40640,625 -2590839,84 165166040,04
70 20 1400 -23,75 11281,25 -267929,69 6363330,08
100 40 4000 6,25 1562,5 9765,63 61035,16
180 10 1800 86,25 74390,625 6416191,41 553396508,79
80 7500 127875 3567187,50 724986914,06
=== Z(x —%P.n = 127875 _ 1508 4375

= ./1598,4375 = 39,98 — o° = 39,983

4
1 _ 3567187,50
= = E (xi—x)s.ni —_

= = 1888,70
80
4
1 —\4 724986914,06
m, = ﬁZ(xi— x)*.n, = - = 9062336,43
1888,70 . . .
Coeficiente de asimetria de Fisher: y, = m_: = 39.98° = 0,0295 > 0 > Asimetria positiva
c ’

(pequeiia asimetria hacia la derecha)

Media Media Media

Asimetria positiva: y,>0 Simetria: y;=0 Asimetria negativa: y,< 0

Coeficiente de asimetria de Bowley:

Qs+ Q; - 2M, _ 110+ 70 — 2.90

A = = =0 — Simétrica
Q,+ Q, 110+70
N_ N
VR 20-10
Q=L+3—— "¢ =60+ x20 = 70
N
M-t 60— 30
Q=L+ -2 ¢, = 80 x40 = 110
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Coeficiente de curtosis o apuntamiento:
m4 Distribucion
8, = — — Leptociirtic

S4

g, <0 — Platicurtica Distribucion
_— Mesocirtica
g, =0 — Mesocurtica o

g, >0 — Leptocurtica Piaticiirtic

m, 9062336,43
8= "3 3=~
s 39,98

apuntamiento que la distribuciéon normal).

3 = 0,547 >0 — Ladistribucién es LEPTOCURTICA (mayor

En consecuencia, la distribucion del importe de facturas presenta una pequefia asimetria a la derecha
(positiva) con un mayor apuntamiento que la distribucién normal (Mesocurtica).
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) Enla tabla adjunta se expresa la distribucién de rentas de determinada regién (expresada en
&> 10.000 euros). ¢éQué porcentaje de individuos percibe el 50% de la renta?.

Niveles renta 0,5-1,5 1,5-2,5 2,5-3,5 3,5-4,5 4,5-5,5
Numero individuos 583 435 194 221 67
Solucion:
Nivel Individuos Acumulada | | N; o u;
. . =X N L=t %q, =—.100
Renta X; n N U, =X n y %p; N 100 | %q; U,
05-15| 1 583 583 583 583 38,87 17,92
1,5-25 | 2 435 1018 870 1453 67,87 44,65
X 50
2,5-35| 3 194 1212 582 2035 80,80 62,54
35-45 | 4 221 1433 884 2919 95,53 89,70
45-551| 5 67 1500 335 3254 100 100
5 5
D n,=1500 D xn =3254 | U, = 3254
i=1 i=1

Se observa que el 67,86% de los individuos percibe el 44,65% de la renta, y el 80,8% de los individuos
percibe el 62,54 % de la renta.

En consecuencia, el 50% de la renta estara distribuida entre un conjunto de individuos situado entre el
67,86 y el 80,8%.

Bajo la hipétesis de linealidad, se establece la relacién de porcentajes:

80,80 — 67,87 _  x —67,87 12,93  x — 67,87
62,54 — 44,65 50 — 44,65 17,89 5,35
> x= 67,87 + 5,35x12,93 _ 71,74% individuos
17,89

El 50 % de la renta se reparte entre el 71,74 % de los individuos.

CURVA DE LORENZ RENTA

PORCENTAJE INDIVIDUOS

10 20

PORCENTAJE RENTA

€0

T0[f174 80 90
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ﬁ La tabla adjunta refleja la distribucion de salarios de una empresa
Renta 500-1000 | 1000-1600 | 1600-2400 | 2400-3000 | 3000 -5000 {5000 - 10000
Individuos 100 120 90 35 12 3
Hallar el indice de Gini y la curva de Lorenz.
Solucién:

Renta Acumulada N, o Y
L-L..) X; n, N, u; =x; n; U %p, = N 100 | %q; = U’ 100
500 - 1000 750 100 | 100 75000 75000 27,78 13,02

1000-1600 | 1300 | 120 | 220 156000 231000 61,11 40,10
1600-2400 | 2000 | 90 | 310 180000 411000 86,11 71,35
2400- 3000 | 2700 | 35 | 345 94500 505500 95,83 87,76
3000-5000 | 4000 12 357 48000 553500 99,17 96,09
5000 -10000| 7500 3 360 22500 576000 100 100
6 6 5 5
D =360 ) xn,=576000 >p=370 Y q,=30832
i=1 i=1 i=1 i=1
5
q;
, i= 308,32
indice de Gini: lg= 1--3— = 1- = 0,167
370
Pi
=1

2

La concentracion es pequefia, pudiendo concluir que la distribucién de salarios es equilibrada.

PORCENTAJE SALARIOS

SALARIOS DE UNA EMPRESA

20

50 60 T0

FORCENTAJE INDIVIDUOS

20 100

La curva de concentraciéon o curva de Lorenz no se encuentra muy alejada de la diagonal principal,
indicando que la distribucién de salarios puede considerarse equilibrada.
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3y Una empresa tenia a finales del pasado afio mil seiscientos cincuenta accionistas distribuidos de la
&0 siguiente forma:

uim &

Ndmero de acciones Numero de accionistas
0-20 1030
20-60 380
60 - 100 180
100 - 500 50
500 - 1000 10

Se pide:

a) Hallar el nimero medio de acciones por accionista y su desviacion tipica.

b) éCual es el numero de acciones que como maximo posee la mitad del accionariado?
¢) Con base estadistica, comente el grado de concentracion de las acciones.

d) ¢Qué porcentaje del total de las acciones poseen los accionistas mayoritarios?, sabiendo que los
accionistas mayoritarios son aquello que poseen mas de 500 acciones.

e) éQué porcentaje de los accionistas minoritarios posee el 20% del total de acciones?

Solucién:

a) Sea X = "Numero de acciones"

[Li-Lisa) | Xi n; XM X, N;
0-20 20 10 1030 10300 103000 1030 825
20-60 40 40 380 15200 608000 1410
60 - 100 40 80 180 14400 1152000 1590
100-500 | 400 [ 300 50 15000 4500000 1640
500-1000 | 500 | 750 10 7500 5625000 1650
5 5
N=1650 | ) %n; =62400 | " x’n, = 11988000
i=1 i=1
5
-1 62400
a=X=— ZXi n, = = 37,82 nimero medio de acciones por accionista
N & 1650
5
1 2 11988000
a,= — ) xin, = ————— = 7265,45
2 2. 1650

o’ = a,— al = 7265,45 — 37,82° = 5835,09 — o = ./10570,86 = 76,39

b) El nimero de acciones que como maximo posee la mitad del accionariado es la Mediana

N N 1650 0
o -1 a 825x 20

M, =L+ 2 ¢, = 0+ 2, = 22X o 16,0194 numero de acciones
N, — Ni_, 1030 - 0 1030

c) El grado de concentracidén viene expresado por el indice de Gini
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Li-L.d) | x n, N, |%p, = % 100 | u;=x;n AcunleuIada
0-20 10 1030 | 1030 62,42 10300 10300 16,51
20-60 40 380 1410 85,45 15200 25500 40,87
60- 100 80 180 1590 96,36 14400 39900 63,94
100-500 | 300 50 1640 99,39 15000 54900 87,98 L
500- 1000 | 750 10 1650 100 7500 62400 00 | -
1650 343,64 62400 209,3
4
2.9
oo .. i=1 209,3 .
Indice de Gini: Ig=1- — =1- 343 64 = 0,3909 (39, 09 %) grado de concentracion

Cuanto mas préximo a cero se encuentre el indice de Gini estd préximo a cero mds equitativo seré el
reparto del nimero de acciones.

d) Los accionistas mayoritarios (mas de 500 acciones) poseen el 12% del total de las acciones:

[100 - 87,98]% = 12%

e) El porcentaje de accionistas minoritarios que posee el 20% del total de las acciones:

) u
Li-Lid | x | N |y | Acumada g N 100 | %g = 2. 100
Ui ! N Uk
0-20 10 1030 1030 10300 10300 62,42 16,51
X 20
20-60 40 380 1410 15200 25500 85,45 40,87
60 - 100 80 180 1590 14400 39900 96,36 63,94
100-500 | 300 50 1640 15000 54900 99,39 87,98
500-1000 | 750 10 1650 7500 62400 100 100
Basta realizar una interpolacion:
x—62,42 85,45-62,42 N x—62,42 23,33
20-16,51 40,87-16,51 3,49 24,36
4 2
L x—g2,a2 = 29x2333 L _ 65,762%
24,36
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CURVA LORENZ ACCIONES

PORCENTAJE ACCIONISTAS

0 10 20 a0 40 50 60 70 80 90 100
P ORCENTAJE ACCIONES

La curva de Lorenz presenta coherencia con el indice de Gini calculado, cuanto mas préxima esté la
curva a la diagonal menor sera la concentracidn, y en consecuencia, mas equitativo sera el reparto del
ndmero de acciones.

y Operadores de una cadena del sector turistico por sus ventas en plazas hoteleras obtienen los
@) siguientes incentivos mensuales en euros:

Incentivos (x;) 100 200 500 1000 1500
N2 operadores (n;) 5 6 12 4 3

a) Estudiar la concentracion de incentivos

b) La cadena turistica como politica comercial estudia subir a todos los operadores los incentivos:
con un incremento porcentual del 10%, o bien con un aumento de 100 euros por operador.
¢Cual de los dos estudios seria mas equitativo?.

¢) ¢éCual es la concentracion de incentivos si el nUmero de operadores hubiera sido el doble?

Solucién:

a) La concentracién de incentivos se analiza mediante el indice de Gini, que no varia mediante cambios
de escala (subida porcentual del 10% a los operadores) , mientras que queda modificado con cambios de
origen (subida lineal de 100 euros a cada operador).

x n N | u=xn Acun:}mijlada %p, = % 100 | %gq = llj_,l( .100
100 5 5 500 500 16,67 3,09
200 6 11 1200 1700 36,67 10,49
500 12 23 6000 7700 76,67 47,53
1000 4 27 4000 11700 90 72,22
1500 3 30 4500 16200 100 100
SUMA 30 16200 220 133,33
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i= 133,33 . . .
g = 1- ' 41 = 1- 220 = 0,394 (concentracién de incentivos del 39,4%)
S
i=1
b)
SUBIDA DE INCENTIVOS DEL 10% - Cambio de escala en la renta
Acumulada N. .ou
U, N "
110 5 5 550 550 16,67 3,09
220 6 11 1320 1870 36,67 10,49
550 12 23 6600 8470 76,67 47,53
1100 4 27 4400 12870 90 72,22
1650 3 30 4950 17820 100 100
SUMA 30 17820 220 133,33
4
Zq{ 133,33
g =1 =1 1- 22'0 = 0,394 (concentracién de incentivos del 39,4%)

-5 =
2P
i=1

Con una subida del 10% a cada operador, la equidistribucién no varia.

1

u.x1,1
Adviértase que: q;= —= iX =
uk kal,l

u.

q;

PRINCIPIO DE LA RENTA RELATIVA: El cambio de escala en la renta no afecta al indice de Gini
SUBIDA LINEAL DE INCENTIVOS DE 100 EURQS - Cambio de origen en la renta

x; =100+ x; n; N; Uy =x n ACUTJ:.JIada %p; = % 100 | %q; = u_:( 100
200 5 5 1000 1000 16,67 5,21
300 6 11 1800 2800 36,67 14,58
600 12 23 7200 10000 76,67 52,08
1100 4 27 4400 14400 90 75
1600 3 30 4800 19200 100 100
SUMA 30 19200 220 146,88
4
D a
lg= 1-— i=41 =1- 1162':8 = 0,332 (concentracidon de incentivos del 33,2%)

;pi

Con una subida lineal de 100 euros a cada operador, la equidistribucién es mas equitativa.
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Por el contrario, si la cadena del sector turistico hubiera decidido incentivar menos a sus operadores,
con una rebaja de 50 euros a cada operador, se tendria una equidistribucién menos equitativa.

PRINCIPIO DE DALTON.- Toda transferencia de renta de un individuo a otro mas rico ha de aumentarel
valor de la desigualdad, y reciprocamente toda transferencia de renta de un individuo a otro mas pobre
ha de reducir el indice, siempre que la ordenacion relativa de los individuos se mantenga.

BAJADA LINEAL DE INCENTIVOS DE 50 EUROS - Cambio de origen en la renta

Acumulada N. .o
X =x—-50 | m N, Ui =x n ) %p, =—-.100 | %q; =—.100

U; N U,

50 5 5 250 250 16,67 1,70

150 6 11 900 1150 36,67 7,82
450 12 23 5400 6550 76,67 44,56
950 4 27 3800 10350 90,00 70,41

1450 3 30 4350 14700 100 100
SUMA 30 14700 220 124,49

4
Da
lg=1 =1 12242':9 = 0,434 (concentracion de incentivos del 43,4%)

T T
2P
i=1

Con una rebaja lineal de 50 euros a cada operador, la equidistribucién resulta menos equitativa.

c) Concentracidn de incentivos si el nimero de operadores hubiera sido el doble.

PRINCIPIO DE LA POBLACION.- Si se multiplica por un mismo escalar el tamafio de todos los conjuntos

de individuos con la misma renta, el valor del indice no debe variar.

Es decir, el tamafio de la poblacién no importa, lo que interesa son las proporciones de individuos de la

poblacién que perciben diferentes niveles de renta.

SUBIDA LINEAL DE LA POBLACION - Cambio de escala en la poblacién

] . ] . | Acumulada . N oo U
X; n; =2n, N; u; =x; n U %p, =N_I" 100 | %q; :U_L. 100

100 10 10 1000 1000 16,67 3,09
200 12 22 2400 3400 36,67 10,49
500 24 46 12000 15400 76,67 47,53
1000 8 54 8000 23400 90 72,22

1500 6 60 9000 32400 100 100
SUMA 60 32400 220 133,33

4
Zq{
lg= 1- et 133,33 = 0,394 (concentracién de incentivos del 39,4%)
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El cambio de escala en la poblacién no afecta al Indice de Gini.

Sefialar que en todo analisis de concentracién debe imperar el PRINCIPIO DE ANONIMATO.- Si se
produce una modificacién en una distribucién de renta consistente en que dos individuos intercambien

sus rentas, el valor del indice no debe variar.
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. Un profesor preguntd a 32 alumnos de clase qué calificacidon obtuvieron en el Gltimo examen de
&) estadistica.

uim &

Sélo recuerda que él aprobé con la nota mediana de 5,6667 y su tocayo Lafuente tuvo un 4,6 (una de las
notas mas frecuentes habidas).

Haciendo memoria, ha podido completar los siguientes datos:

Nota de 0-4 | 4-5 | 5-7 | 7-9 | 9-10
estadistica

NUmero de 3 n ns 6 6
alumnos

Calcule:

a) éQué proporcion de alumnos ha obtenido una nota superior a 5? ¢Cémo es la distribucion respecto a
la moda?

b) Estudie la dispersion relativa de las notas a partir del coeficiente de variacién de Pearson. Interprete
los resultados.

¢) ¢Como afecta a la homogeneidad de la distribucidn que este examen sea un 60 por ciento de la
calificacion final?

d) Comente, con base estadistica, el grado de concentracidn de las notas de este examen.
Soluciodn:

Se elabora la tabla:

m

Li— Liss am’::tUd n; h; =:_: N | p =%% X | x.m | Y =;Xi'ni Xiz' m | =3_|;0° Pi—Q; %
""" 0-4 i 4 8 2 8 25 2 | 16 16 32 8,70 16,30
4-5 1 [n,=6[h,=6] 14| 4375 [a5 | 27 43 1215 | 2337 20,38
5-7 i 2 |n,=6|h,=3[20| 6250 | 6 | 36 79 216 | 42,93 19,57
7-9 i 2 26 | 81,25 | 8 | 48 127 384 | 69,02 12,23
9-10 | 1 6 6 |32| 200 |95 57 184 541,5| 100 000
32 212,5 184 1295 68,48

Se conoce que, M, = 5,6667 y My = 4,6

Para hallar n,y ns,se puede recurrir a la moda o a la mediana, a saber.

h;
La moda aproximada cuando existen distintas amplitudes: My = L, + — C;
hi_g+ iy
h 1,2
4,60 =4+ —32—x1 > h;="=3 - n;=h;.c;=3x2=6
2+ hy 0,4

siendo, N=32 = 8+n,+6+6+6 — n,=32-26=26
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N
5 7 Niea
Mediana: M, = L, + =—¢;
N = Ni_4
32
7— (8+n2) R 8—n
5,6667 = 5 + x2 — 0,6 = Zx2 > n,=6
(8+n,+n5)—(8+n,) ng

N=32=8+n,+6+6+6 — n,=32-26=6

a) Proporcidn de alumnos que obtienen una nota superior a 5. La distribucidén respecto a la moda.

1 + + 6+6+6
p| =D %>5|x100 = 2470, 900 = 27272 100 = 56,25%
n 32 32

La distribucién es bimodal, puesto que h, = h; =

b) Dispersion relativa de las notas a partir del coeficiente de variacion de Pearson. Interpretar los
resultados.

5 5
_ 1 184 1 _ 1295
a,= X = =) xn = = 5,75 == Z . = 40,46875
n = 32 n &

ol = a,— a} = 40,46875— 5,75 = 7,40625 o, = +/7,40625 = 2,72

2,72 , . . . . .
CV = % = 25 = 0,4730 (47,30%) , la dispersion es del 47,30 %, es decir, una dispersiéon media.

X ,

c) Homogeneidad de la distribucion, cuando el examen es un 60 % de la calificacion final.
E(k.x) = k. E(x) =

Se trata de un cambio de escala 5 -
Var(k. x) = k. Var(x) = k“c

O final
C'Vfinal - — -
final

k.
% _ 272 _ 44730 (47,30%)
k.X 75

7

d) Grado de concentracidn de las notas de este examen.

5-1 4
Z(pi_qi) Z(pi_qi) 68,48

indice de concentracién de Gini: g = ' ) = 2 = 125 = 0,32 (32%)

;pi 2P

La concentracion es medio-baja.
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Oposiciones INE

Una fabrica produce determinados articulos que se agrupan en cajas de 15 unidades. En un
control de defectuosos de una partida de 140 cajas se obtienen los siguientes datos:

Estadisticos
Facultativos |}

=

N° articulos defectuosos N° cajas
0 57
1 57
2 18
3 5
4 3
50 mas 0

Calcule:

1. El nimero medio de defectuosos por caja

2. Lavarianzay la desviacion tipica del nimero de defectuosos por caja

3. La mediana, el primer y tercer cuartil y el percentil del 95% del nimero de defectuosos por caja

4. La probabilidad de que un articulo sea defectuoso

Solucién:

1. Sea la variable aleatoria X = "NUmero de articulos defectuosos"

N° articulos defectuosos N° cajas o 2
N; Posicién X;. N X . n
X; n;

0 57 57 70 0 0

1 57 114 4 —— 105 57 57

2 18 132 36 72

3 5 137 7 133 15 45

4 3 140 12 48

50mas 0 140 0 0

140 120 222

6

120 6
£ 140 7

a1=X=

S|k

2. Lavarianzay la desviacién tipica del nimero de defectuosos por caja puede estimarse con la
cuasivarianza muestral que (estimador insesgado de la varianza poblacional), aunque el valor seria muy
parecido que calculando la varianza muestral.

6
1w, 222 111
a2=—Exi.ni=—=—
n & 140 70

2
111 (6
ol = a,—a, = o~ (ﬂ = 0,851 —» o,=./0,851 = 0,9225
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52

3N

95N
2" -133: Py =3
100

4. Ignorando las cajas se consideran los articulos sueltos:

_ P(ndmero articulos defectuosos)
P(numero de articulos)

P(un articulo defectuoso)

1
P(un articulo defectuoso) = m(0x57+ 1x57+ 2x18+ 3x5+ 4x3+ 5x0) = 0,0571
X
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opmzifmi"ﬁi {# En un proceso de fabricacién se analizan dos variables cuantitativas X e Y, obteniéndose
7
%

- B los siguientes resultados: (0, 2), (1, 6), (3, 14), (-1, —-2) y
e 48 (2, 10). Calcule:

a) Las distribuciones marginales.
b) La distribucién de las frecuencias relativas de X paravaloresde Y > 2, 5.

c) El coeficiente de correlacion lineal de ambas variables.
d) Los valores de X e Y para las siguientes observaciones: (-3, y) y (x, 4)

Solucién:

a) Los datos de la variable cuantitativa bidimensional (X,Y) se recogen en la tabla de doble entrada:

X|Y ) 2 6 10 14 Ny,
-1 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1
2 0 0 0 1 0 1
3 0 0 0 0 1 1
Ny 1 1 1 1 1 1
Distribucién marginal de X Distribucidn marginal de Y
X =x n,, fy, Y=y, ny, fy,
-1 1 1/5 ) 1 1/5
0 1 1/5 2 1 1/5
1 1 1/5 6 1 1/5
2 1 1/5 10 1 1/5
3 1 1/5 14 1 1/5
5 1 5 1

b) Las frecuencias relativas condicionadas: X | Y>2,5 = {—1, 0,1,2, 3}

n,.
X|Y>25 6 10 14 Ny, fo= —
N
-1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1/3
2 0 1 0 1 1/3
3 0 0 1 1 1/3
ny, 1 1 1 3
ny_
f, = —L | 1/3 1/3 1/3
i N
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£ o Favsas 0 £ ~ fovsas 0
-1fy>25 © ¢ - ojy>25 = ¢ -
Y>25 Y>25
£ o fiysas 1 £ o hysas 1 £ o hysas 1
1ly>25 = ¢ T 2 2[v>25 ¢ T 5 3[v>25 © ¢ T 3
Y>2,5 Y>2,5 Y>2,5
. T m
c) Coeficiente de correlacién lineal: p = —2— , m;; = Cov(X,Y) = ay; — 850 - 8,
G,.0
x Dy

CIT)

Il
x|
Il
S|k
.MU‘
x
_><

1
n, = E[(—1)x1+ 1x1+2x1+3x1]=1
1 1
3y, =V = ;Zyjnyj = c[2x1+ 201+ 6x1+10x1+ 14x1] = 6
1 1
1
x’n, = = [(-1)*x1+1*x1+2*x1+3*x1| =3
! 5

5
1 1
ag, = ;Z yin, = E|:(—2)2x1+22x1+62x1+102x1+ 147 x 1] = 68

2 2 2
2 - 68-6°=32 — o,=.32=42
m;,; 8

= = =1
P o, .0, \/Ex4\/5

Q
Il
Q)
o
~
Q)
o
2
I

d) Como p = 1 hay una relacién perfecta entre las dos variables. Por tanto, basta calcular una de las
dos rectas de regresion. La recta de regresion de Ysobre X: Y = a + bX

8 _ — _ —
b=BXY=m121=_=4 y = a + bX - a=y—-bx=6-4=2
Oy 2

Recta de regresion de Ysobre X: Y = 2 + 4X

(-3,y) = Y=2+4x(-3)=-10

1
(x,4) = 4=2+4X > X=2
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Estadisticos | Un ayuntamiento proporciond los siguientes datos relacionados con la edad de la
Facultativos '} .7 . . . ~
poblacidn extranjera residente en su ciudad en el afio 2017.

Edad Edad Edad n° n° Amplitud
minima | maxima | media | extranjeros |acumulado | intervalo X; . 0 x2.n,

Li_q L, X; n; N, (o8
Menos 16 afios 0 16 8 930 930 16 7440 59520
Del6a24afios | 16 25 20,5 985 1915 9 20192,5 413946,25
De25a44afios | 25 45 35 3840 5755 20 134400 4704000
De45a64afios | 45 65 55 5345 11100 20 293975 16168625
De 65 afios-mds | 65 90 77,5 720 11820 25 55800 4324500
Suma 11820 511807,5 | 25670591,25

Responda a los siguientes apartados, especificando en cada caso, la medida estadistica propuesta, su
calculoy la interpretacidn del resultado:

a) éCuadl es la edad mas frecuente entre los residentes extranjeros?
b) éEntre qué edades se encuentra la mitad central de los residentes extranjeros?

c¢) éCudl es la edad maxima que tiene el 50% de los extranjeros mas jovenes?
d) éCual es la edad media de los residentes extranjeros? . éEs representativa de todo el colectivo?

e) Si el coeficiente de asimetria de Fisher de la distribucién es 0,367 é puede afirmar que la distribucion
de edades de los residentes extranjeros es simétrica?

Solucién:

a) La distribucidn recoge los datos en intervalos que son de distinta amplitud. El dato que mas se repite
es la Moda.

(d; — di_q)
My = L_,+ P -t ¢
(d,—di_y) +(d—d,4)
Edad Edad n° Amplitud Densidad frecuencias
.- L . . n n®acumulado
minima | maxima | extranjeros | intervalo g = N

Li_q L n, c ' :
Menos 16 afios 0 16 930 16 930/16 = 58,125 930
De16a24afios| 16 25 985 9 985/9 = 109,444 1915
De 25 a 44 afos 25 45 3840 20 3840/20 = 192 5755
De45a64afios | 45 65 5345 20 5345/20 = 267,25 11100
De 65 afios-mas 65 90 720 25 720/25 = 28,8 11820
Suma 11820

Intervalo modal (45 a 64 afios): L,_, = 45

(267,25 — 192)

x20 = 49,7975 afios
(267,25 — 192) + (267,25 — 28,8)

M, = 45 +

La edad mas frecuente entre los residentes es de 49,7975 afios
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b) La mitad central de los residentes extranjeros encuentra entre el primer cuartil y el tercer cuartil

Edad Edad n° Amplitud Densidad frecuencias
. - . . nacumulado | N
minima | maxima | extranjeros intervalo _ n; —
di = — N. 2
Menos 16 afios | 0 16 930 16 930/16 = 58,125 930
De 16a24afios | 16 25 985 9 985/9 = 109,444 1915
De 25a44afios | 25 45 3840 20 3840/20 = 192 5755 5910
De45a64afios | 45 65 5345 20 5345/20 = 267,25 11100
De 65 afios-méds | 65 90 720 25 720/25 = 28,8 11820
Suma 11820
kN
— — N
4
Qk = I'|—1 + Ci
n;
. s . kN
donde i hace referencia al intervalo con una frecuencia acumulada N; > 7
11820 N;= 5755
Intervalo del primer cuartil: N, > ——— = 2995 — [25-45)aflos — {n;= 3840
4 L, =25
1182
820 _ 1915
Q= 25+ —2 x 20 = 30,42 afios
3840
N; = 1100
3x11820 i
Intervalo del tercer cuartil : N; > e — 8865 —» [45-65)afios — n, = 5345
L, =45
3x11820
2R 5755
Q,= 45+ —*2 x 20 = 56,63 afios
5345

c) La Mediana es la medida estadistica que determina el lugar central que deja el mismo niimero de
frecuencias a ambos lados.

N\
5~ M-t N 11820
M = L, +2— ¢ S ==, =590

n;

El intervalo de la Mediana es el primer intervalo que supera una N, > 5910, intervalo [45 — 64) afios.

5910 — 5755
M, = 45+ ———— x 20 = 45,58 afios
5345
5
- 1 511807,5 o
d) Edad media: X = —in.ni = ———— = 43,3 afios
N 118200

i=1
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e) El coeficiente de asimetria de Fisher permite determinar cuando una distribucién tiene mas valores
diferentes a los lados de la media:

Asimetria positiva (mas valores diferentes a la derecha de la media).
Asimetria negativa (mds valores diferentes a la izquierda de la media).
Simetria (mismo numero de valores diferentes a la izquierda que a la derecha).

Media Media
Yo = m3
1 o_3
Asimetria positiva: y, >0 Simetria: y,=0 Asimetria negativa: y, < 0
X; 8 20,5 35 55 77,5
n, | 930 | 985 | 3840 5345 720
1, 3 1 3 3 3
m; = NZ(xi—x) M= s [(8—43,3)°x 930 + (20,5-43,3)°x 985 + (35-43,3)*x 3840 +
i=1
+ (55—43,3)>x 5345 + (77,5-43,3)>°x 720] = —1473,46
5
1 _ 1
m,= c? = NZ(xi—x)z. N = oo [ (8—43,3)%x 930 + (20,5—43,3)*x 985 + (35—43,3)*x 3840 +
i=1

+ (55-43,3)*x 5345 + (77,5-43,3)*x 720] = 296,89

c=,/296,89 = 17,23

m,  —1473,46 — o
= 2= _—"" = -0,288 — Asimetria negativa (izquierda
=537 17,03 gativa fi2d )

Portal Estadistica Aplicada: Variables Aleatorias 25



[
U \ Lniversidad Automoma
Fau de Madrid
ﬂ De una variable estadistica bidimensional (X, Y) se conoce o, = 3:

Recta de regresidon de YsobreX: y =2 + % X
Recta de regresion de X sobreY: x = —4 + 2y
a) Hallar el coeficiente de correlacion

b) Si x = 2, determinar y, a,5, ap, Y a;;
Solucién:

1
a) Larectade regresion de YsobreX: y = 2 + > X puede escribirse:

1 1 1
=2+—-X - - 0=—-4+x) > b, = —
y 5 y 2( ) w5

Analogamente, la recta de regresion de X sobreY: x = —4 + 2y

x=-44+2y > x-0=2(-2+y) > b,=2

m 1 m 1
by =—"F == > == > my=45
c 2 9 2
De donde, x
_ My 4,5 _ 2 _ 45 _ _ _
by=—7=2 > —F5 =2 > o, = 5 =225 > o,=4225=15
Oy Oy
m 4,5 . . . o
r = 11— = 1 con lo que existe una dependencia funcional, cosa que no es de extrafiar

o, 0y 3x1,5
por tratarse de Unica recta de regresion.
1
= 2+—=X

Adviértase que las rectas: y 2
X =—4+2y

son la misma recta, basta con multiplicar la primera recta

1
por 2y despejar la x: 2y=2[2+5x]=4+x - x=-4+2y

1 1 1
b =2+—X > yYy=2+—-X > y=2+—-x2=3
)y > y 5 y 5
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‘F’&‘ Una psicologa afirma, basandose en los datos obtenidos, que a medida que el nifio crece
)\ L Menores son las respuestas inadecuadas que da en el transcurso de una situacidon experimental:
b

Edad lelr.nero respuestas Edad leer\ero respuestas

inadecuadas inadecuadas
2 11 7 12
3 12 9 8
4 10 9 7
4 13 10 3
5 11 11 6
5 9 11 5
6 10 12 5
7 7

a) Determinar la validez de las conclusiones de la psicéloga

b) Maria, de diez afios y medio, participa en el experimento, écual es el nimero de respuestas
inadecuadas que se puede predecir para ella?

c) Hallar la varianza residual

Solucién:

My,
G, O,

a) Lavalidez de la afirmacion se obtendra en funcidn del coeficiente de correlacion: r =

Como no hay pares repetidos se entiende que son 15 pares de la forma (x;, y;) que representara

x; : edad e y;: nimero respuestas inadecuadas de modo que la frecuencia de cada par es la unidad.

X; 2 3 4 4 5 5 6 7 7 9 9 10 | 11 | 11 | 12

Yi 11 (12 | 10 [ 13 | 11 9 10 7 12 8 7 3 6 5 5

_ 1 2+3+4+4+5+ - +11+ 11+ 12 105
a10—’(=_in= = =7
N 15 15
15
1 11+ 12+ 10+ 13+ --- + 6+ 5 + 5 129
=Y = —2 Vi = = = 8,6
o n;y' 15 15
15
1 2x11+3x12+4x10+ -+ +11x5+ 12x5 789
an = _in i = g . . X 22 = = 52,6
ni= 15
Covarianza: myy = s, = a;; — a;9 3y, = 52,6 —7x8,6 = 7,6

Calculo de las desviaciones tipicas (o, , 6,):

15 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2°4+3°+4°+4°+5 + --- +11°+ 11° + 12 877
n 15 15
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_ 1§: »  117+122+10°+ 13>+ --- + 67+ 52 + 57 1237

Yi =
n = 15

= 82,46

ol = a,y—al, = 58,46 — 7°= 9,46 — o, = /9,46 = 3,07
G; = ag, — a5 = 82,46 — 8,6 = 8,5 —» o,=.85 =291

o, 0, 3,07x2,91

El coeficiente de correlacién: r = = —0,85 correlacién inversa del 85%

La validez solicitada es del 85% en correlacidn inversa, es decir, a medida que aumenta la edad del nifio
(X) disminuye las respuestas inadecuadas (Y).

b) Para poder predecir el nUmero de respuestas para cada edad determinada (caso de Maria) sera
necesario hallar la ecuacidon de regresion de Y (n? respuestas inadecuadas) sobre X (edad del nifio):

_ m — . - . s m
y—-Yy = —121(x— X) Pendiente de larecta = Coeficiente de regresion: b,, = —121
X GX

Adviértase que la pendiente de la recta o coeficiente de regresion b,, viene determinado por el signo

de la covarianza m,; .

-7,6 . .
by, = m_121 = = —0,80 (rectade regresion decreciente)
c 9,46

X

La ecuacion de la recta de regresiéon sera: y— 8,6 = -0,80(x —7) —» y = 14,2 — 0,80x

En consecuencia, para la edad de Maria (x = 10,5) el nimero de respuestas inadecuadas que se puede

predecir sera:

y = 14,2- 0,80x10,5 = 5,8 = 6 respuestas inadecuadas.

c) Coeficiente de Determinacién: R®> = (-0,85)? = 0,7225

Varianza residual: o = o} (1-r?) = 8,50 (1-0,7225) = 2,35875

= 1002257 _ 57,75%
8,50

’

% variaciones no explicadas = 100 x

<qN | “qN
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Se desea estudiar la repercusién que tiene los dias de lluvia en el nimero de visitas al zoo. Para
ﬁ ello, se observaron las siguientes variables, durante los ultimos diez afios, siendo Y ="Numero
visitas anuales, en miles" y X =" Numero de dias de lluvia al afio":

Ano | 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
X 18 26 30 33 38 39 42 44 46 49
Y 107 105,5 105 104,4 | 104,3 104 103,7 | 103,4 | 103,1 103

a) Coeficiente de correlacion lineal e interpretar el resultado.
b) Recta de regresion que explique el nimero de visitas anuales en funcién del nimero de lluvia.

¢) éQué prevision de visitas habra para el afio préximo si el Instituto Meteorolégico informa que
llovera 40 dias?. ¢ Qué grado de fiabilidad tendra esta prediccién?.

d) Hallar la varianza residual del nimero de visitas anuales.
e) Obtener la recta de regresion X/Y.

Solucién:

a) Se elabora la tabla:

Afo Xi Yi X; - Yi X, y;
1 1994 18 107 1926 324 11449
2 1995 26 105,5 2743 676 11130,25
3 1996 30 105 3150 900 11025
4 1997 33 104,4 3445,2 1089 10899,36
5 1998 38 104,3 3963,4 1444 10878,49
6 1999 39 104 4056 1521 10816
7 2000 42 103,7 4355,4 1764 10753,69
8 2001 44 103,4 4549,6 1936 10691,56
9 2002 46 103,1 4742,6 2116 10629,61
10 2003 49 103 5047 2401 10609
365 1043,4 37978,2 14171 108881,96

Distribucidon marginal de X

10 10
ZXi ZXIZ Gi = a -~ aio =
ag=xX=t =30 _ 365 5 izt _ ML _ 050 =1417,1- 36,52 = 84,85
n 10 n
o, = /84,85 = 9,21
Distribucién marginal de Y
10 10
ZYi Z\ﬁz
3 = V= —— = 1043,4 _ 104,34 gy = ——— = 108881,96 _ 10888,196
n 10 n 10

o2 = ay, — a,, = 10888,196 — 104,34’ = 1,36 o, = /1,36 = 1,17

Covarianza - Coeficientes regresion lineal - Coeficiente correlacién lineal
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10
in‘ Y, Covarianza: m; = a;; — @y . 8g; =
ay = = _ 379782 _ 379782 - 3797,82-36,5x104,34 = —10,59
n 10
2= m, -10,59
Y/X: b, = —t= = -0,125
.- . Lo 84,85
Coeficientes regresion lineal: b’
~~ my, -10,59
X/Y: b, = = =-7,79

i 03, 1,36

Coeficiente de correlacién lineal: r = \/byx- by = \/(—0,125)(—7,79) = 0,986

NUBE DE PUNTOS

'y
=
=

= e
o o
==

~ y=0,1248x + 108,9
) 2 7 pe z z
\ L Ose observa en la gréfica de la nube de puntos a mas dias de

105 1 \\x lluvia menor nimero de visitas.

. El grado de ajuste entre la nube de puntos y la recta de

e regresion es del 98,6%.

=]
2

W¥: n® de visita zoo

=
=
pre]

=
=

10 20 30 10 a0 60

X:n® de dias de luvia

=

b) Recta de regresion de Y sobre X:

b=byy
—r—

V-V = m—lzl (x—X) — y- 104,34 = —0,125(x—36,5) — y = 108,90 — 0,125x
c

X
c) Sien 2007 se estiman 40 dias de lluvia se estiman un nimero de visitas:

y = 108,90 — 0,125 x40 =~ 104 dias
d) Lavarianza residual de laY:
or =o;(1-r’) B o} =1,36(1-0,986") = 0,0378 (3,78% causas ajenas a la regresion)

e) Recta de regresion de X sobre Y:

b'=byy
—r—

x—X= L (y_y) - x-36,5=-7,79(y~104,34) — x = 849,31-7,79y
(o)
Yy
. 849,31 x
y = ——

X/Y: x=849,31-7,79y —
7,79
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) Lavariable aleatoria X ="Numero de hijos por familia de una ciudad" sigue la distribucion de
&0 probabilidad:
X 0 1 2 3 4 5 6
P(X=x;) 0,47 0,3 0,1 0,06 0,04 0,02 0,01

Se pide:

a) Media o esperanza matematica. Significado

b) Varianza y desviacion tipica

¢) Siel Ayuntamiento de la ciudad paga 2000 euros por hijo e Y = 2000X, écual es la distribucion de
probabilidad?

d) Media, varianza y desviacion tipica de Y

Solucion:

a)
X =x p; = P(X=x,) X;. p; x? X2 p;
X, =0 0,47 0 0 0
X, =1 0,3 0,3 1 0,3
X3 = 0,1 0,2 4 0,4
X4 =3 0,06 0,18 9 0,54
Xg = 0,04 0,16 16 0,64
X = 0,02 0,10 25 0,5
X; = 0,01 0,06 36 0,36

1 1 2,74
7 7
Media: oy = py = E(X) = ) x.P(X=x) = D x.p; = 1
i=1 i=1

Si se toma al azar una familia de la ciudad, el nimero de hijos que se espera que tenga por término
medio es uno.

b) Varianza y desviacion tipica

7
Varianza: o2 = E(X—py)’ z X —py ) -PX=x) = a, - a?
i=
7 7

a, = EX*) = D X2 P(X=x) = D x.p, =2,74

i=1 i=1

ol=a,-a =2,74-1"= 1,74

Desviacion tipica: o, = /1,74 = 1,32

c) Distribucién de probabilidad de la variable Y = 2000 X
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Y=y; p;= P(Y=Yy))
y;=0 0,47
y, = 2000 0,3
y; = 4000 0,1
y, = 6000 0,06
ys = 8000 0,04
Y = 10000 0,02
y; = 12000 0,01
1

d) Media, varianza y desviacion tipica de Y
Ky = Hagox = E(2000X) = 2000 . E(X) = 2000. 1 = 2.000

o2 = o200x = Var(2000 X) = 2000°. Var(X) = 2000°. 1,74 = 6.960.000

oy = 4/ 6.960.000 = 2638,18

e & Sedeseatomar una muestra estratificada de las personas mayores de edad de un municipio, cuyos
| estratos son los siguientes intervalos de edades, en afios: de 18 a 30, de 31a 45,de 45 a60 y
W W mayores de 60.

En el primer intervalo hay 7500 personas, en el segundo 8400, en el tercero 5700 y en el cuarto 3000.

a) Calcula el tamario de la muestra total y su composicién, sabiendo que el muestreo se hace con
afijacion proporcional y se han elegido 375 personas del primer estrato.

b) Dada la poblacién {2, 4, 6}, construye todas las muestras posibles de tamafio 2, que puedan formar
mediante muestreo aleatorio simple, y halla la varianza de las medias muestrales de todas las muestras.

Solucién:

a) Como la afijacidn es proporcional, el peso de cada estrato en la muestra es directamente
proporcional a los individuos de la poblacion correspondiente.

Si en el primer estrato, formado por 7500 personas se han elegido n;, =375

8400-375

En el segundo estrato con 8400 personas se eligen n, = W = 420 personas
5700-375

En el tercer estrato con 5700 personas se eligen nj = W = 285 personas
3000—-375

En el cuarto estrato con 3000 personas se eligen n, = W = 150 personas

4
El tamafio total de la muestra es Zni = 375+420+285+150 = 1230 personas
i=1

Se elige 1 de cada 20 personas en cada estrato (0,05 de cada estrato).
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b) En el muestreo aleatorio simple se mantiene la probabilidad de extraccién en cada caso. Por tanto,
las extracciones deben hacerse con reemplazamiento.

El nimero de muestras de tamaiio 2 que pueden obtenerse de la poblacién {2, 4, 6} son 9:
{2,2}; {2,4}; {2,6}; {4,2}; {4,4}; {4,6}; {6,2};{6,4}y {6, 6}

Muestra Elementos Media de la muestras X; (%, —x)?
ml {21 2} 2 4
m2 {2, 4} 3 1
m3 {21 6} 4 0
m4 {4r 2} 3 1
m5 {4r 4} 4 0
m6 {41 6} 5 1
m7 {61 2} 4 0
m8 {Gr 4} 5 1
my {61 6} 6 4
1L 9
o1 .
x-gin—4 Z(Xi X) =12
i=1 i=1
2+4+6
Media de la poblacién: p= T =4
N 2 2 2
. ., 1 (2-4)"+ (4-4)" + (6-4) 8
Varianza de la poblacién: o2= = ) (x,—u)? = -2
p . ;( K 3 5
1< 36
Media de las muestras: x= — z_i =" =1
9= 9
1< 12 4 2
Varianza de las muestras: c> = —Z(Z—Y)Z === > o,=—
i 9 3 J3
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y Las calificaciones de 10 alumnos de un determinado ejercicio fueron: tres cincos, cuatro seises y tres
&) sietes.

uim k

a) Obtener todas las posibles parejas de notas que se pueden realizar con las calificaciones dadas, asi
como sus correspondientes probabilidades si las extracciones se realizan con reposicion.

b) Repetir el apartado (a) considerando que una vez extraida una determinada nota (5, 6, 9, 7), ésta ya
no puede volver a salir.

Solucién:

X; 5 6 7
p, | 3/10 | 4710 | 3/10

a) Ladistribucién de las calificaciones son:

Muestras posibles
(5,5) | (5,6) | (5 7)
(6,5) | (6,6) | (6,7)
(7,5) | (7,6) | (7,7)

Si se extraen, con reposicion y teniendo en cuenta
el orden, dos calificaciones, las posibles muestras y
sus correspondientes probabilidades son:

0, %) | p(x,x) = plx) plx; %)
(5,5) | (3/10).(3/10) = 9/100
(5,6) | (3 /10).(4/10) = 12 /100
(5,7) (3/10).(3/10) =9/100
(6,5) | (4/10).(3/10) = 12/100
(6,6) | (4/10).(4/10) = 16/100
(6,7) | (4/10).(3/10) = 12/100
(7,5) | (3/10).(3/10) = 9/100
(7,6) | (3/10).(4/10) = 12/100
(7,7) | (3/10).(3/10) = 9/100

Muestras posibles
(5,5) | (5,6) | (5 7) Si no se considera el orden en que aparecen las
(6,6) | (6,7) calificaciones las posibles muestras son:

(7,7)

(Xirxj) p(xilxj) = p(x) p(Xj |Xi)+ p(xj) p(x; |Xj)
(5, 5) (3/10).(3/10) =9/100

(5, 6) (3/10).(4/10) + (4/10).(3/10)= 24 /100
(5,7) (3/10).(3/10) + (3/10).(3/10)= 18/100

(6, 6) (4/10).(4/10) = 16/100
(6,7) (4/10).(3/10) + (3/10).(4/10)= 24 /100
(7,7) (3/10).(3/10) = 9/100
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b) Las extracciones son sin reposicién, una vez que ha salido una determinada calificacidn, ya no puede
volver a salir. Por tanto una vez que ha salido, por ejemplo, el 5 es como si eliminasen todos los
ejercicios calificados con 5.

Muestras posibles

(5,6) | (5 7) Extracciones sin reposicion, teniendo en
(6,5) (6,7) cuenta el orden:
(7,5) | (7,6)

(%) | plx, %) = p(x) plx; |x)
(5,6) | (3/10).(4/7)=12/70
(5,7) (3/10).(3/7)=9/70
(6,5) | (4/10).(3/6) =12/60
(6,7) | (4/10).(3/6) =12/60
(7,5) (3/10).(3/7)=9/70
(7,6) | (3/10).(4/7)=12/70

Muestras posibles
(5,6) | (57)
(6,7)

Extracciones sin reposicion, no
considerando el orden:

(%;, %;) p(x;, x;) = p(x) p(x; [ %)+ p(x;) plx; |x))

(5, 6) (3/10).(4/7)+ (4/10).(3/6)=(12/70) + (12/60) = 0,3714

(5,7) (3/10).(3/7) + (3/10).(3/7)=(9/70) + (9/70) = 0,2572

(6,7) (4/10).(3/6) + (3/120).(4/7)=(12/60) + (12/70) = 0,3714
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teniendo en cuenta el orden de extraccién, dos individuos; obtener la esperanza y la varianza del

ﬂ De seis individuos, tres pesan 60 kg, dos 70 kg y uno pesa 50 kg. Si elegimos, con reposicion y
4o

numero de pesos distintos en la muestra.

Solucion:
) La distribucién d x; en kg 50 60 70
a) La distribucién de pesos es:
istribucion de p b 1/6 | 3/6 | 2/6
Muestras posibles . _ .
(50.50) | (50, 60) | (50_70) Si se extraen, con reposicién y teniendo en cuenta
- - - el orden, dos pesos, las posibles muestras y sus
:33' zg; Egg’ gg; Egg’ ;g; correspondientes probabilidades son:
(%) | plx,x) = plx) plx; |x)
(50, 50) (1/6).(1/6)=1/36
(50, 60) (1/6).(3/6)=3/36
(50, 70) (1/6).(2/6) =2/36
(60, 50) (3/6).(1/6) =3/36
(60, 60) (3/6).(3/6)=9/36
(60, 70) (3/6).(2/6)=6/36
(70, 50) (2/6).(1/6) =2/36
(70, 60) (2/6).(3/6) =6/36
(70, 70) (2/6).(2/6) =4/36

Sea ahora Y la variable de pesos distintos en la muestra, su distribucion es:

(Xi ’ Xj) Yi P;

(50,50) (60,60) (70, 70) 1 (1/36)+(9/36)+ (4/36) =14 /36

(50, 60) (50,70) (60, 50) (3/36)+ (2/36)+ (3/36) +

(60, 70) (70,50) (70, 60) 2 +(6/36)+ (2/36)+ (6/36) =22/36

14 22 58
Esperanza del nimero de pesos distintos: E(Y) =1x — + 2x — = — =1,61
36 36 36
14 22 102
Varianza del nimero de pesos distintos: E(Y?) =1%x — + 22x 36 = 36 = 2,83
2
102 58
Var(Y) = E(Y?) - [E(Y)]’= — - | = | = 0,2376
(Y) = E(Y") — [E(Y)] 36 (%J
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ﬁ Las calificaciones de cinco examenes son: 1, 2, 3, 4y 5. Para muestras de tamafio dos (x, , X,), sin

uim &

&) reposicion y teniendo en cuenta el orden, se pide:

a) Esperanzay varianza de la poblacion

b) Espacio muestral.

c¢) Distribuciones marginales de las dos componentes de la muestra.

d) Analizar el sesgo y la varianza del estimador de la calificacién media X = ax, + bx,.

e) Particularizar los resultados del apartado (d) para a=b=1/2

Solucién:

5

_ 1 1+2+3+4+5
a) La calificacién media: y = —Zy. = =
n

P = 3
i=1 5

2

19 o (1-3P2+ (2-32+ (3-3+ (4-32+ (5-37 _
;Z(yi—y) n = =

Varianza: Var(y) = :

i=1

b) Las posibles muestras sin reposicion y teniendo en cuenta el orden son:

(1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
(2,1) (2,3) (2,4) (2,5)
(3,1) (3,2) (3,4) (3,5)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,5)
(2,1) (5,2) (5,3) (5,4)
Todas las muestras tienen la misma probabilidad: p(x;, x;) = p(x;) p(x; |xi) = %x % = %

c) La primera componente (observacidn) de la muestra x; puede tomar cada uno de los cinco valores de
la poblacién. La probabilidad de que x, = 1 se obtiene sumando las probabilidades de las cuatro
muestras, en las que la calificacidon que ocupa la primera posicién es la uno. Es decir:

4 1
Py =1) = p(1,2) + p(1,3) + p(L,4) + p(1,5) = == ©

Procediendo de forma andloga, se obtiene:

E(x,) = E(x;) =3

Var(x,) = Var(x,) = 2

1 2 3 4 5 La distribucién de las dos observaciones de la
x, | 1/5 | 1/5 | 1/5 | 1/5 | 1/5 | myestraes idéntica a la de la poblacién, por
x, | 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 tanto:

d) Se calcula la esperanza del estimador para ver si es insesgado
E(?) = E(ax, + bx,) = aE(x,)+ bE(x,) = 3a+3b = 3(a+ b) essesgado

Sesgo del estimador: E(?) —Xx=3(a+b)-3=3(a+b-1)
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Var(x) = Var(ax, + bx,) = a? Var(x,) + b? Var(x,) + 2ab Cov(x, , X,)

Se calcula la Covarianza Cov(x, , X,):

5

5
1
i=1j=1

+2.1+2.3+2.4+2.5+
+3.1+3.2+3.4+3.5+

+3.1+3.2+3.4+3.5+

170
+5.1+5.2+5.3+5.4] = E = 8,5

Cov(x,,x,) = E(x,,x,)— E(x;) E(x,) = 85-3.3=-0,5

Luego, Var(?) = Var(ax, + bx,) = 2a% + 2b% + 2ab(-0,5) = 2(a®> + b®> — 0,5ab)
e) Sia=b=1/2

~ _ 1
E(X)—X— [5+5—1)—0

~ 1 1 1 1 1 1 3
Var(x) = Var(ax; + bx,) = 2| =+ =—0,5— | = 2| =+ —— = | = —
4 4 4 4 4 8 4

Que es la que corresponde a la media muestral para el muestreo sin reposicion:

N-n) o° 5-2) 2 3 ., o N-n
— = |—].—= — Fator correcciéon poblacidn finita
N-1 n 5-1) 2 4 N-1
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X -1 1
1 1/6 1/3
2 1/12 1/4
3 1/12 1/12

a) éSon X e Y independientes?

b) Hallar las medias y desviaciones tipicas de X e Y

c¢) Hallar las probabilidades: P|:X <2;Y> O]

d) Hallar el coeficiente de correlacidn.

Solucién:

a) Para analizar si X e Y son independientes hay que hallar las distribuciones marginales de X e Y, y ver si

verificaque p;; = p;,.p.; V(X Y;)

P[X=2]

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con distribucién de probabilidad:

P[Y< 0]

X Y -1 1 Pie

1 1/6 1/3 1/2

2 1/12 1/4 1/3

3 1/12 1/12 1/6

Pe; 1/3 2/3 1

1 1 1 1 1 2
p11=E=P1.Xp.1=EX§ p12:§ p1°Xp°2_EX§

1 1 1 1 1 1 2 2
p21=E¢p2.XP.1=§X§=§ pzz=Z¢p2oXp.z 3379

1 1 1 1 1 1 2 1
p31=E¢p3'Xp'1=gX§=E sz=E¢p3.Xp.2=gX§=§

Luego las variables X e Y no son independientes.

b) Para las medias y desviaciones tipicas de X e Y hay que considerar las distribuciones marginales:

Distribucién marginal de la de la variable aleatoria X

X=x Pi. X+ Pie x? X Pre
1 1/2 1/2 1 1/2
2 1/3 2/3 4 4/3
3 1/6 3/6 9 9/6

1 10/6 20/6
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3

. 10

Media: o, = py = E(X) = E Xi. P o = "
i=1

2 20
= 2y _ 2 =
0y = E(X7) = i§=1’Xi P = 5
Varianza: p,, = 6z = Var(X) = E(X*) - [E(X)]2 =
Desviacion tipica: oy = 9 = 0,745

Distribucion marginal de la variable aleatoria Y

6 |6

Y=y, p.; Yj- Pe; y: ¥:. P,
1 1/3 -1/3 1 1/3
1 2/3 2/3 1 2/3

1 1/3 1

2

. 1

Media: oy, = py = E(Y) = E Y- Pej = 3
j=1

2
g = E(Y’) = D yl.p,=1
j=1

. ) _ 2
Varianza: pg, = oy

8
Desviacion tipica: oy = \/; = 0,943

Var(Y) = E(Y?) - [E(V)]’ =

2
1_(1) _8
3) 9

20 (10 _ 20 _
36

>
9

c) Probabilidades: P[X<2;Y>0] P[X>2] P[Y<0]
Y
X -1 1
1/6 | 1/3 | p[x<2;¥>0]=P[Xx=1;Y=1]+PX=2;Y=1]= =+ > = L
1/12 | 1/4 3 4 12
1/12 | 1/12
Y -1 1
. P[X>2] = P[X=2; Y=—-1]+P[X=2; Y=1]+P[X=3; Y=-1]+
e | 1/3 1 1 1 1 6 1
1/12 1/4 +P[X=3,Y=1]=E+Z+E+E=E=E
1/12 | 1/12
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;\\\\\ -1 1

P[Y<0] = P[X=1; Y=—1]+ P[X=2; Y=—-1]+ P[X=3; Y=-1] =

1/6 | 1/3 1 1 1 1
1/12 | 1/4 B RETRET I
1/12 | 1/12

d) Coeficiente de correlacion

XY Pij
Y
;f\\\\ -1 1 ~1 1
1 | 1/6 1/3 ~1/6 1/3
1/12 1/4 | -2/12 2/4
1/12 | 1/12 | -3/12 | 3/12
—7/12 | 13/12 | 6/12

3

2
6 1
oy = EXY) = D ) x.y;.py = o=

i=1j=1
Covarianza: Gy, = Cov(X,Y) = 0 — O4.0g; = %— %x% = —% = —0,555
Coeficiente de correlacién: p,, = Ox . _ =035 -0,79
c,.0y 0,745x 0,943
Siendo p,y = —0,79 valor cercanoa —1, existe una fuerte relacion lineal entre las variables X e Y.
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Oplz;:iones INE ”‘{)
ay e Dada la siguiente distribucién de frecuencias:
Estadisticos 4*

Facuhativos

Y
X 0 1 2
0 15 15 10
1 5 20 5
2 10 5 15

a) La media aritmética y la varianza de la variable X—-Y
b) Larecta de regresion de Y sobre X y la varianza residual de Y

Solucién:
a)
Y
X 0 1 2 ni °
0 15 15 10 40
1 5 20 5 30
2 10 5 15 30
n,; 30 40 30 100

3
1 1
Media: o, =py=E(X) = = ) x..n.,= —(0+30+60)= 0,9
10= Hx = E(X) NZ = 105" )
Variable X: 2 1 2 1
O, = E(X?) = —in N .= ——(0+30+120) = 1,5
N & 100

Varianza: p,, = o} = Olyo — aio =1,5-0,9* = 0,69

3
1 1
Media: o, = =EY)=—) Y.n,,= —(0+40+60) =1
o1 = My (Y) N;I i 100( )

Variable Y: 1< 1
oo, = E(Y?) = =) y?.n,, = — (0+40+120) = 1,6
02 = E(Y?) N;y, = Too ! )

ianza: — a2 = 2 _ 2 _
Varianza: pg, = oy = 0p, — 05, = 1,6 -1° = 0,6

3 3
1 1
oy, = E(XY) = NE z X-Yj My = 7-=(20+ 10+ 10+ 60) = 1
i=1j=1

Cuando las variables son independientes — m,;; = o,y =Cov(X,Y) = 0 son incorreladas

El reciproco no es cierto: Si las variables son incorreladas no implica que sean independientes.
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Para analizar si X e Y son independientes hay que hallar las distribuciones marginales de X e Y, y ver si
verificaque p;; = pi.-P.; VX, y;)

No son independientes: 0,15 # 0,4. 0,3 0,1+ 0,4.0,3

Sea la variable Z = X-Y

pu, = E(X-Y) = E(X)-E(Y) =09-1= -0,1

63 = Var(X-Y) = Var(X) + Var(Y) — 2Cov(X,Y) = 0,69 + 0,6 — 2x0,1 = 1,09

b) Recta de regresion de Y sobre X:

0,1
0,69

m —
y-¥=—"5Kx-% > y-1=
X

(x—0,9) — vy = 0,8695 + 0,1449 x

Varianza residual de la variable Y: &% = (1- p?) o3

2 2 2
m 0,1 0,1
Coeficiente de determinacién: p’ = 25 = - = = 0,0242
o2.c2 0,69x0,6° 0,69x0,6

o2 = (1- 0,0242)x0,6 = 0,5855
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(_,’ /‘ U En una federacién deportiva el nimero de jugadores y el de entrenadores se distribuye
A ¢ . - .

31 i 4%* segun se indica en esta tabla de frecuencias:

Facuhativos

. Jugadores (en miles) | Entrenadores (en miles)
Ahos
X; Yi
2017 80 31
2018 85 3,3
2019 93 5,2
2020 105 6,3
2021 116 7,1
Se pide:
1. Ecuacion de la recta de regresion de Y sobre X
2. Interpretacion del coeficiente de regresion de Y sobre X
3. Calcular el coeficiente de correlacion lineal de Pearson. Interpretacion.
4. Calcular el coeficiente de determinacion. Interpretacion.
5. Prediccién del nimero de entrenadores en 2022 para un numero de jugadores estimados en ese afio

de 125.000.

Solucién:

1. RectaderegresiondeYsobreX: y —y = m_121 (x—Xx)

X

1
c (80+85+93+105+116) = 95,8

A1 =

I
<|
Il
S|
.Mm
<
Il

1
E(B,1+ 3,3+5,2+6,3+7,1) =5

5 5
1 1
ay = > > Xy = < (80x3,1+85x3,3+93x5,2+105x6,3+116x7,1) = 499,44
i=1i=1

covarianza: m;; = a;; — Xy = 499,44 — 95,8x5 = 20,44

1 1
ay = ;fo = E(802+ 85% + 937 + 105 + 116%) = 9351
i=1
_ 1 2—1312 3,32+5,22+ 6,32+ 7,1> = 27,528
aoz—FZYi _E(I + 3, + 9, + 6, + 7/, - ’

My = G2 = a,,— a5, = 9351 — 95,8” = 173,36

Mgy = OF = ap, — ay; = 27,528 — 5% = 2,528
20,44

y-5= (x—95,8 — y = -6,2953 + 0,1179x
173,36
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m
2) El coeficiente de regresion de Y sobre X: byy = —~- esla pendiente de la recta de Y sobre X

X

m 20,44 Ly .
byx = —- = = 0,11790 recta de regresion creciente.
c 173,36

X

A medida que aumentan los jugadores aumentan los entrenadores.

- g my m m
3) Coeficiente de correlacién de Pearson: r = /by, . by, = u it -
oy O - O,
20,44

r= = 0,9763 (97,63%)
J173,36x2,528

El coeficiente de correlacion lineal es un nimero abstracto que determina el grado de ajuste entre la
nube de puntos y una recta de regresion. Un valor cercano a 1 indica que la relacién entre las variables
es fuertemente lineal y positiva (ambas crecen y decrecen juntas).

4) Coeficiente de determinacién: R? = r?

R? = 0,9763% = 0,9532 (95,32%)

El coeficiente de determinacion es un niUmero abstracto que explica que el 95,32% de la variacién de la
variable dependiente Y queda explica por la variable independiente X.

5) La prediccidn del nimero de entrenadores en 2022 se determina por la recta de regresién cuando
x=125.000 (x =125)

y = —6,2953 + 0,1179x125 = 8,442

Segun el modelo de regresion, el nimero de entrenadores en 2022 seran 8442
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Estadisticos | Dada la tabla adjunta de medidas del pH y de la concentracion de un acido en sangre en
T 15individuos.
pH 4 5 7 5 6 5 5 5 5 6 6 5 7 5 5

Concentracion | 443 | 296 | 101 | 224 | 91 | 252 | 195|550 | 170 | 382 | 152 | 448 | 64 | 147 | 161

Nota: La varianza marginal de la concentracién es 20396,33
Se pide:
1. Calcular las medias de la concentracion del acido condicionadas por el pH.
2. Calcular las varianzas de la concentracion del acido condicionadas por el pH.
3. Calcular la razén de correlacién néonc,p,_, de la concentracion respecto al pH.

4. Si p denota el coeficiente de correlacién lineal de Pearson entre ambas variables, ées mayor p® o

néonc,p,_, 2. Coméntese muy brevemente.

Solucién:

1-2) Denotando por X =" Concentracion" e Y ="pH"

Se calcula la distribucién del acido condicionada por el pH para los distintos valores de éste ultimo.

X |y=4 N fij a = X, = 443
443 1 1/15 , ,
443 n.,= 1 f.,=1/15 Oy = 23 =0
X; |y=5 M| fi“ xi2 y=5
147 1 1/9 21609
161 1 1/9 25921
170 1 1/9 28900
195 1 1/9 38025
224 1 1/9 50176
252 1 1/9 63504
296 1 1/9 87616
448 1 1/9 200704
550 1 1/9 302500
9 9
Dxis=2483 | n =9 | fo=9/15 | »x = 818955
i=1 i=1
_ 1 < 2443 1 -, 818955
A= X5 = P Xi|s = Iy = 271,444 a, = P Xi|s = 9 = 90995
i|5 i=1 i|5 i=1
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X |y=6 ) fils X |y=7
91 1 1/3 8281
152 1 1/3 23104
382 1 1/3 145924
3 3
2
DXie=625 | ng=3 | f,g=3/15 | DX}, = 177309
i=1 i=1
1 < 625
a, = Yi‘G = n_ Xi‘G = T = 208,333
i\s i=1
3
1 ) 177309
a, = n—zx,‘s = = = 59103
i|6 i=1
°2i\e = a, —a> = 59103 — 208,333” = 15700,361
Xi|Y=7 Ml fi\j X12|V=7
64 1 1/2 4096
101 1 1/2 10201

Do x; =165 | n,=2 | f,;=2/15 x|, = 14297

i

o’ = a,—a’ = 7148,5 — 82,5 = 342,25

ij7

3) Las razones de correlacion de X sobre Y y de Y sobre X son coeficientes que cuantifican el grado de
concentracion de la distribucién de (X, Y) en torno a su correspondiente curva de regresion.

2
4 Gx\ X f.j
Razoén de correlacion n)z(‘ y = 1- Z ’ 5
=1 %
X 4 O'ZX‘ X f.j
J
Mxjy = 1- z 2 =
j=1  Sx
9 3 2
0 +17313,154 x — + 15700,361 x — + 342,25 x —
=1- 15 15 15 - 0,3345

20396,33
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p)z(,Y = n)z( v La curva de regresidn de X sobre Y coincide con la recta de regresién de X sobre Y

P\Z(,x = n\z(‘ x« —> Lacurvade regresion de Y sobre X coincide con la recta de regresion de Y sobre X
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. Dada la tabla de medidas de la cintura (en pulgadas) y del peso (en libras) de 10

Elldlllllll:ﬂl 4” |ndiVidUOS.

Cintura 32 36 38 33 39 40 41 35 38 38

Peso 175 181 200 159 196 192 205 173 187 188
Se pide:

1. Calcular todos los momentos respecto al origen y la media de ordenes 1y 2 de la distribuciéon
bidimensional.

2. Calcular el coeficiente de correlacion lineal de Pearson de ambas variables y comentar su significado.

. , 1
3. Calcular los cuantiles C;*° y C™"™ de érdenes p; = 0'5'

distribuciones unidimensionales.

4. Sean los intervalos I**° = |:

Peso
Cpl 1’

CP.eso e I(_:mtura —
Pi J

[

Cintura
CP 1

2
—1(i=0
3

, 3) de sendas

, cgj?"t“ra) con i,j=1,2,3.

Construir la tabla de contingencia del nimero de individuos con medidas de peso y cintura en cada par

de intervalos (I7*°,

NB: 5% =

[C Peso

Igintura )

CPeso:I e

Igintura — |:CC|ntura CClntura:|.

5. Calcular la distribucién de frecuencias relativas del peso condicionado respecto a la cintura a partir
de la tabla de contingencia anterior.

Solucién:

1. Sean las variables X = "Pulgadas en cintura" e Y =" Peso en libras"

entrada:

, se construye la tabla de doble

X\ Yj

175

181

200

159

196

192

205

173

187

188

>

32

33

35

36

38

39

40

41

RRrRIRWR|R[R]|R

n

°j

10
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Momentos respecto al origen de 6rdenes 1y 2:

Cintura 2

Mo | X-Me | X .0,
X;
32 1 32 1024
33 1 33 1089 R 370
35 1 35 1225 A= X = ﬁzxini. =70 - ¥
36 1 36 1296 i=1
38 3 | 14 4332 8

1 13768

39 1 39 1521 3y = NZX‘Z n, == - = 137638
40 1 40 1600 i-1
41 1 41 1681

10 | 370 13768
Peso )
Y o | YirMey | ¥i-Me
175 1 | 175 30625
181 1| 181 32761
200 1 | 200 40000 & 1856
159 1 159 25281 A=Y= NZV,-“.,- =0 185,6
196 1| 19 38416 i=1
192 1| 192 36864 10

1 346214

205 | 1 | 205 | 42025 | ap= ﬁZyi2 N = o = 346214
173 1| 173 29929 i=1
187 1 | 187 34969
188 1 | 188 35344

10 | 1856 | 346214

8 10
1 1
a;; = N E E X; YjNni =E[32X175+ 33x159+ 35x173+ 36x181+ 38 x200 + 38 x 187 +
i=1j=1

68997

+ 38x188 + 39x196 + 40x192 + 41x205] = = 6899,7

Momentos respecto a la media de 6rdenes 1y 2:

8

8 10
Mo = %ZZ(Xi_Y)(Yj_V)O nij %Z(Xi_y)ni. =0

i=1j=1 i=1
1 & & . ~ 1 & ~

My, = _ZZ(Xi_ X) (yj_ y)nij = _Z(Yj_ y)n.j =0
10 i=1j=1 10 j=1

Covarianza: my; = a;; — a;5. 85 = 6899,7— 37x 185,6 = 32,5
Varianzade X: my, = o> = a,, — a), = 1376,8 — 37> = 7,8

VarianzadeY: mg, = o) = ag, — @y, = 34621,4 — 185,6° = 174,04
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2. Coeficiente de correlacién lineal de Pearson: r = = = 0,88 (88%)

6,0, /7,8x174,04

Cintura y Peso estan relacionados linealmente de forma directa el 88% de las veces.

3. Para calcular los cuantiles C:;es" se ordenan las observaciones de menor a mayor:

Peso =X | Xq) | X2 | X@) | X4 | X5 | X&) | X2 | X&) | X9 | X0
X; 159 173 175 181 187 188 192 196 200 205
N, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
. . L. 12 .
El cuantil de orden p viene dado por la relacién: Xp) = 1+ (N=-1)xp p,=0, 3’3’ 1(i=0, ,3)
Xo)=1+(10-0)x0 =1 — C5° =159
1 i Intervalos: I7**° = [C;ef‘: , C;e”)
Xy =1+00-1x2 =4 > cPes° = 181
7°° = [159, 181)
2
X = 1+(@0-1x2=7 > C5*° = 192 e = [181, 192)
3 I£es° = [192, 205
X3 = 1+ (10 -1)x= =10 — C;* =205 3 [ ]
3
Andlogamente para la variable cintura:
Cintura =Y Y1) Y(2) Y(3) Y(a) Y(s) Y(e) Y7) Yig) Yi9) Y(10)
Yi 32 33 35 36 38 38 38 39 40 41
Nj 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
. . L. 12 .
El cuantil de orden p viene dado por la relacion: y,) = 1+ (N—-1)xp p,=0, 3’3’ 1(i=0,--,3)

1+(10-0)x0 =1 — C{™m™=32

Y(o)

Pj—1 Pj

1 .
y(l) = 1 + (10 - 1)X E 4 - Cglntura — 36
I:(l:intura — [32' 36)

2 "
1+ (10 _ 1)x E -7 - Cgmtura = 38 Igintura — [36, 38)

Yi2)

3 ) ICintura — 38, 41
Vi = 1+00-1)x =10 > ™" =41 } [ ]
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4. Tabla de contingencia 3x3
X\ Y; 159 173 175 181 187 188 192 196 200 205
32 1
33 1
35 1
36 1
38 1 1 1
39
40 1
41 1
7°%° = [159, 181) | £™° = [181, 192) | 15 =[192, 205] | M.
I;:intura — [32' 36) 3 0 0 3
5" = 36, 38) 0 1 0 1
Igintura — [38, 41:| 0 2 4 6
n.; 3 3 4 10

5. Distribuciones de frecuencias relativas del peso condicionado respecto a la cintura de la tabla de
contingencia.

ni ‘j f “
Peso | (Cintura
1750 | 1§ 3 1
Peso | (Cintura
155 | 1] 0 0
Peso | (Cintura
I3 Iy 0 0
ni ‘j f “
Peso Cintura
155 | 1 0 0
Peso | (Cintura 2
7 |13 2 e
Peso Cintura 4
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Se desea conocer el nimero de automdviles que se deben poner a la venta durante un periodo
ﬁ determinado para que se satisfaga una demanda media de 300 unidades con una desviacion
tipica de 100 unidades, con una probabilidad no inferior al 75%.

Solucion:

Sea la variable aleatoria X = "NUmero de automdéviles a laventa", p=300, o =100

2 2
Segln Chebyshev: P|:|X—ux| < k:| >1- E—Z — P|: p,—k<X<p, + k:| > 1—;:—2
con lo que,
0,75
1

1002 1002 100?
P[300-k <X <300+k] > 1- o —> 0,75 =1- % - k= /025 = 200

300 + k = 300 + 200 = 500 automoviles

En un cine de verano hay instaladas 800 sillas, sabiendo que el nimero de asistentes es una variable
ﬂ aleatoria de media 600 y desviacion tipica 100. ¢ Qué probabilidad existe de que el nimero de
personas que vaya al cine un dia cualquiera sea superior al nimero de sillas instaladas?

Solucién:

Sea la variable aleatoria X = "Numero de sillas del cine", donde n =600, ¢ =100

2

Segtin Chebyshev:  P[X>800] < P[ [X—p,| >k ] < ::—2 K ].ll.x et K

p,+k =800 — k = 800- 600 = 200

1002 1
- == =10,25
00 4

P[X>800] <

La demanda media de un producto es de 100 unidades con una desviacion tipica de 40 unidades.
ﬁ Calcular la cantidad del producto que se debe tener a la venta para satisfacer la demanda de forma
que puedan ser atendidos al menos el 80% de los clientes.

Solucién:
u=100, o =40

2 2
Segun Chebyshev: P[ [X—p,| <k ]> 1—::—2 —> Pl -k<X<p+k]>1-2

k2
0,80
2 2 402
4 4 |
P[100-k < X <100+k] > 1—%2 - 0,80=1—ki2 > k=g = 8944

Se deben poner a la venta 90 unidades.
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Calcular la media, varianza y coeficiente de variacidn de una variable aleatoria discreta que tiene

0 como funcién de distribucidn:
(0 x<2

0,2 2<x<4

F(x)=<0,55 4<x<6

0,85 6<x<8
1 x>8

\

Solucién:

La ley de probabilidad o funcién de cuantia:

P(X=x;) 0,2 0,35 0,30 0,15

La funcidn de distribuciéon F(x) es una funciéon acumulativa, por tanto:

P(X=2) = F(2) - F(0) = 0,2 P(X =4) = F(4) - F(2)
P(X=6) = F(6) — F(4) = 0,85 — 0,55 = 0,30  P(X=8) = F(8) — F(6)

Esperanza matematica y varianza

0,55-0,2=10,35
1-085=0,15

X= X; 2 4 6 8
P(X =Xx;) 0,2 0,35 0,30 0,15
4
x; P(X =x;) 0,4 1,4 1,8 1,2 in- P(X=x) = 4,8
i=1
4
x2 P(X = x;) 0,8 5,6 10,8 9,6 D% P(X=x) = 26,8
i=1

1
Media: a, = py = E(X) = in, PX=x,) = 4,8
=1

4
o, = E(X?) = Zx?. P(X=x,) = 26,8
i=1
Varianza: o% = Var(X) = a, - o = 26,8 — 4,8” = 3,76

Desviacion tipica: o, = /3,76 = 1,94

D

1,9
Coeficiente variacion: CV = Ox _ = 0,40

K, 4,8
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Yy Al lanzar cuatro monedas se considera el nimero de escudos obtenidos. De la variable aleatoria X
&0 asiobtenida, se pide:

a) Ley de probabilidad. Representacion grafica

b) Funcidn de distribucion. Representacion grafica
¢) Esperanza matematicay varianza

d) Mediana y moda de la distribucién

e) Probabilidad de obtener mas de uno y menos de tres escudos
Solucién:

a) Sea X = "Numero de escudos en la tirada de cuatro monedas"

_Jle.c,c,0),(c,c0c0e),(c,c0e,0),(c,ce,0),(c,,C,0),(c,e,c,8), (e, ,C,0), (6,0 00),
(e,e,e,e),(e,e,e,0),(e,e,c,e),(eec,c),(ec,e,e),lecec)lceee)lcee,.c)

X(c,c,c,c)=0 P(X=0)=1/16
X(c,c,c,e)=X(c,c,e,c)=X(c,e,c,c)=X(e,c,c,c)=1 PX=1)= 4 / 16
X(c,c,e,e)=X(c,e,c,e)=X(e,c,e,c) = X(e,e,c,c) = X(e,c,e,c) = X(c,e,c,e) =2 PX=2)= 6 / 16
X(e,e,e,c)=X(e,e,c,e)=X(e,c,e,e)=X(c,e,e,e)=3 PX=3)= 4 / 16
X(e,e,e,e)=4 P(X=4)=1/16

Ley de probabilidad o funcién de cuantia:

X =x; 0 1 2 3 4

PX=x) | 1/16 | 4/16 | 6/16 | 4/16 | 1/16
P(X=x)

6/16

4116

1116

b) Funcién de distribucion:

X =x; 0 1 2 3 4

P(X =x,)

1/16

4/16

6/16

4/16

1/16

F(x) =P(X < x)

1/16

5/16

11/16

15 /16
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F(x)
1 e
[0 x<0O 15/16 -
1/16 0<x<1
11/16 —
5/16 1<x<2
F(x) = 1
11/16 2<x<3
5/16 =
15/16 3<x<4
L1 Xx=4
1/16 —
o 1 2 3 4 X=%
c) Esperanza matemadtica y varianza
X=x; 0 1 2 3 4
P(X = x;) 1/16 | 4/16 | 6/16 | 4/16 | 1/16
5
X, P(X=x;) 0 4/16 | 12/16 | 12/16 | 4/16 in.P(X=xi)=2
i=1
5
x2 P(X = x;) 0 4/16 | 24/16 | 36/16 | 16/16 | D X .P(X=x)=5
i=1

5
Media: o, = py = E(X) = ZXi.P(X=xi) =2
i=1
5
a, = E(X*) = ) x.P(X=x) =5
i=1

Varianza: 63 = Var(X) = a, — a2 = 5-2*=1
d) Observando la ley de probabilidad la moda M, = 2

La mediana M, = 2 porser F(x=2) = 11 /16 el primer valor que iguala o deja por debajo a 0,5

P(X=2) = 2 — 0,375 Obien P(1<X<3) = F(2) = F(1) = ~_ 2> _ &
16 16 16 16

e) P(1<X<3)
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ﬁ La variable aleatoria discreta X tiene como distribucién de probabilidad:

X= Xi 1 2 3 4
P(X=x;) 0,30 0,25 0,10 0,35

Se realiza un cambio de origen hacia la izquierda de dos unidades y un cambio de escala de 3 unidades.
Se pide:

a) Mediay varianza dela X.

b) Media, varianza y coeficiente de variacién de la variable transformada por el cambio de origen.

¢) Media, varianzay coeficiente de variacion de la variable transformada por el cambio de escala.

d) Media, varianzay coeficiente de variacion de la variable transformada por el cambio de origeny
escala.

Solucién:
a)
X=X = P(X=x;) X;. P; x? x2. p;
X, = 0,30 0,30 1 0,30
X, = 2 0,25 0,50 4 1,00
X3 = 0,10 0,30 9 0,90
Xg =14 0,35 1,40 16 5,60
1 2,5 7,8
4 4
Media: oy = py = E(X) = Y x.PX=x) = D x.p; = 2,5
i=1 i=1

4
Varianza: o2 = X ux Z X; —ux P(X=x-) = o, — 0]
i=

= E(X?) = sz PX=x,) = Zx p, =7,8
i=1

ol=oa,-al =7,8-25 =155
Desviacion tipica: o, = /1,55 = 1,245

1,245
Coeficiente de variacién: CV = Ox - = 0,498

Ly 2,5

b) SeaY la variable transformada, al realizar un cambio de origen hacia la izquierda de dos unidades hay
querestar 2, quedando: Y= X—-0' = X — (-2) = X+ 2.

Media: py = E(Y) = E[X+2] = E(X+2) = EX)+2 — py=E(Y) =2,5+2 = 4,5
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Varianza: o} = Var|:X+ 2:| = Var(X) + Var(2) =

1,55 =

1,245
Coeficiente de variacion: CV, = Oy __ S _
By  pPy+ 2 4,5

Desviacion tipica: oy = 1,245

= 0,28 # CV,
En consecuencia, el cambio de origen afecta a la media y, en consecuencia, al coeficiente de variacion.

. . . . X
c) Al realizar un cambio de escala de 3 unidades, la variable transformada es Y = ;

1 2,5

Media: py, = E(Y) = [ }= —.EX) = py= 3 Uy = 3

X 1 1 1,55
Varianza: o = Var| = | = = Var(X) =-.0y > 0i==.1,55=

3 9 9 9
Desviacion tipica: oy = ‘/1 55

1/3).

Coeficiente de variacién: CVy = Sy m =2 - CVy = 0,498

My (1/3). py Mx

El cambio de escala afecta a la media y a la desviacidn tipica de la misma forma, en consecuencia deja
invariante al coeficiente de variacion.

X
Resultados que se observan en la tabla, donde Y = 3

Y=y, p,= P(Y=Y)) Y;-P, y: Y. P,
y,=1/3 0,30 0,1 1/9 0,3/9
y,=2/3 0,25 0,5/3 4/9 1/9
y;=1 0,10 0,1 1 0,1
y.=4/3 0,35 1,4/3 16/9 5,6/9

1 2,5/3 7,8/9
4 4
Media: o, = py = E(Y) = ZY,'-P(Y=VJ~) = ZVj.p, = 255 = %.ux

i=1 i=1

c C 78 1
a, = E(Y?) = Y y}.PY=y) = Y y}.p, = 5 = oYY
j=1 j=1

2
7,8 2,5 1 1,55
Varianza: o2= a,—a? = —— — |~ =—-.g2 =2
Y 2 1 9 ( 3 j X 9
) 1
Desviacion tipica: oy = 5 g.,/1,55 =

Portal Estadistica Aplicada: Variables Aleatorias 58



U \ Liniversidad Autdnoma
‘' de Madrid

1
Coeficiente de variacién: CV, = Sy i— =
Ky =y Hx
3

d) Al realizar simultdaneamente un cambio de origen de 2 unidades a la izquierda y un cambio de escala

+2
de 3 unidades, la variable transformada es Y = XT

X+2 1 1 2 2,5 2 4,5
Media: Ky = E(Y)=E —_— =—,E(X+2)=—.E(X)+_= + = = = 1,5
3 3 3 3 3 3 3
X+2 1 1 1 1,55
Varianza: cf, = Var(Y) =Var = —.Var(X+2) = —.Var(X) = —.0)2( =
9 9 9 9
1,55 1 1
Desviacion tipica: oy = 5 "3 1,55 = 3 Oy
1
c 3 Ox o 1,245
Coeficiente de variacién: CV, = — = = —X_ = = 0,28 # CV,
1 2 +2 4,5
Ky — + — My ’
3 T3

El cambio de origen y de escala afecta a la media y desviacion tipica de distinta forma, en consecuencia
también queda afectado el coeficiente de variacion

X+2
Resultados que se observan en la tabla, donde Y = 3

Y=y, p,=PY=Yy)) Y, P, y; Y. p;
y.=1 0,30 0,30 1 0,30
y,=4/3 0,25 1/3 16/9 1/9
y;=5/3 0,10 0,5/3 25/9 0,1
Ya=2 0,35 0,70 4 5,6/9
1 4,5/3 7,8/9

4 4
| 2,5 1
Media: ay = pty = E(Y) = Y y.P(Y=y) = ) y.p; = 3 3
j=1 j=1

2 2 21,8
0p = E(Y?) =3 yi-PY=y) = > vi.p; = =
j=1 j=1

2
21,8 4,5 1 1,55
Varianza: 63 = a,— a2 = _( j =5 2

3

1,55 1 1
Desviacion tipica: o, = = =.,/1,55 = § Oy
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1
Coeficiente de variacién: CV, = Sy 3 = =
py 1 ) 2 py+2 4,5

Yy La variable X = "Numero de centimetros a que un dardo queda del centro de la diana" al ser tirado
€2 por una persona tiene como funcién de densidad:

k 0<x<10
f(x) =
0 enotros casos

a) Hallar k para que f(x) sea funcién de densidad
b) Hallar la funcién de distribucion

c) Media, varianza y desviacion tipica

d) P(X<1)

e) Probabilidad de acertar en la diana

Solucién:

a) Para que f(x) sea funcidn de densidad se debe verificar:

1=J':°f(x)dx _ J'owf(x)dx +_[:°f(x)dx +L:f(x)dx _ I:of(x)dx =I:okdx _ kj:odx _

f(x)=0 f(x)=0

= k[x], = 10k — k=%

F' S

f(x)
. i 0<x<10
En consecuencia, f(x) = 410 1
0 enotros casos 10
> X
0
X
b) Funcién de distribucién: F(x) = f(t)dt
X
x<0 F(x) = f(t)dt =0
F “fydt = [ fydt + [ foydt = [ Lat = X
<x< X) = tt=I tt+j tt=J.—t=—
0<x<10 RO = fot = [ fnat+ [ far = [ “at = &
X 0 10 X 10 1
x> 10 Fx) = [ f(t)dt =J' f(t)dt +j f(t)dt +j f(t)dt = I “dt=1
—» - 0 10 o 10
0 x<0 F(x)
Por tanto, F(x)= % 0<x<10 L %/10
1 x>10 g 10 P X
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) Medi ExX) = [ xf(x)d el s A% L% N 5
(o} edaila: o, = = = XT{X)ax = X.—.aX = — XaxX =—| — = cm
17 Hx .[_w Io 10 104 0 10| 2

. von2 2
Varianza: oy = o, — 0]

10
o 10, 1 1 10 1| x3 1 [ 1000 100
a, = E(XZ) =I xzf(x)dx = I X2, —.dx = — x?dx = E|:X?:| = —[—— 0] = T
0
0

o 100 10do 10 3
100 25
2 2 2 2
Oy = 0,—a; = ——=5"=—cacm
X 2 1 3 3
T 25
Desviacion tipica: oy, = 3 =2,9cm
d) P(X<1) = F1) _1
- 10
11 1! 1 1
O también, P(X<1) = _[ Zdx = | dx = —[x]; = =
010 1070 10" °° 10

e) Probabilidad de acertar en la diana: P(X=0) = 0 por ser una variable aleatoria continua

0 01 1 ¢0
O también, P(X = 0) =I £(x) dx =I Zdx = —[ dx =0
0 o 10 10Jo
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Yy Lavariable X = "Peso en kilos de los nifios al nacer" es una variable aleatoria continua con funcién
4» dedensidad

kx 2<x<4
f(x)=
0 enotros casos

uim k

Se pide:

a) Hallar k para que f(x) sea funcion de densidad.

b) Hallar la funcidn de distribucion.

c) Media, varianza y desviacion tipica

d) Probabilidad de que un niiio elegido al azar pese mas de 3 kilos

e) Probabilidad de que pese entre 2 y 3,5 kilos

c) Qué debe pesar un nifio para tener un peso igual o inferior al 90% de los nifios

Solucién:

a) Para que f(x) sea funcién de densidad debe verificar:

1=I:f(x)dx _ I_Zw:((t)d: +L4f(x)dx +j4w1;((x))d)(() _ I:f(x)dx =L4kxdx - kj:xdx=
X)= X) =

24
= k| = =k[£—i}=6k > k=2
2, 2 2 6

F 3
f(x)
X
— 2<x<4
= 4/6
f(x)=416 / -
0 enotros casos 26
0 2 4 P x
b) La funcién de distribucion se define: F(x) = I " f(t)dt
X
X<?2 F(x):J' f(t)dt =0
x x X 121" 1[x*-4] x*-a4
Fx=_[ ftdt=Iftdt=I taa=2|E] =2 -
2<x<4 (x)=]_f(t) ,f(t) e 6{21 6{ 5 } T
x 4 x 4t 1[e]" 1[16-4
FX=I ftdt=_[ ftdt+j ftdt=_[ —dt = = | — =—{—_]=1
x> 4 (x) _w() 2() 4() e 6|2, 6 2
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N
F(x)
0 X<2
2
-4
F(x) =4 2 2<x<4 1
12 x*—4
1 X>4 12
0 2 4 » X
¢) Media
4
o 4 104 1]x® 1[64 8 56
alzusz(X)zj xf(x)dx=J. x.i.dx=—Jl X2 dx = = X2 g2 3,1 kilos
—oo 2 6 6J2 6] 3 5 63 3 18

. v w2 2
Varianza: oy = o, — 0

4
w 4 174 1| x* 1256 1
a, = E(Xz) = J‘ Xzf(X)dX = J‘ Xz.é. dx = EI X3 dx = g|:XTj| = g[%s—fs} = 10 k"OS2
00 2 2

ok =0a,— al = 10 - 3,1*> = 0,39 kilos®

Desviacion tipica: o, = /0,39 = 0,62 kilos

2
d) P(X>3)=1—P(X33)=1—F(3)=1—3 4 =1—i=l=o,58
12 12 12
4 4 1[x2] 1 9 7
o también, P(X > 3) =I f(x) dx =I —dx =—-|(—| =—|8-—=|=—=0,58
3 36 62, 6 2 12
3,52 4
e) P(2<X<3,5 = F(3,5) - F2) = ETan 0 = 0,6875
35 35 x 1 [ 171225 4) 825
P(zsxs3,5)=J' f(x)dx:J' Xax = =| X | =2[222_ 2|2 %2 _ ges7s
2 2 6 6| 2 5 6 2 2 12

f) Seak el peso del nifio, se tiene:

k*— 4
12

F(k)= P(X<k)=0,9 =09 > k*-4=108 — k*=14,8

k = /14,8 = 3,85, es decir, el nifio debe pesar 3,85 kilos para tener para tener el 90% de los nifios

con un peso igual o inferior.
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f} Sea X una variable aleatoria definida en el intervalo |:O, 3:| por la funcion f(x) = kx , y que toma el
&> valor x=4 con probabilidad %

a) Calcular el valor de k.
b) Hallar la funcién de distribucién de la variable aleatoria X y representarla.
c) SeaY una variable aleatoria independiente de X que se distribuye segun una Bernouilli de parametro

1
S Calcular la varianza de (X-Y).

Solucién:
3 1 3 1 k ,3

a) p(X=4)+I fx)dx = 1 — —+I kxdx =1 = =+ =1
0 6 0 6 2

9k=1 - k=i

+_
2 27

1
6
b) F(x) = P(X<x) = J'_ £(t) dt

0 x<0

X X
I f(t)dt=ij tdt= —x2 0<x<3
0 27Jdo 54

F(x) = <

222 3<x<4
54 6
—+—-=1 Xx=4
(0 x<0 F(x)
i
22 0<x<3
54
F(x) = 1
5
- 3<x<4
6
1 Xx=>4 B X
c) Como las variables X e Y son independientes:
Var(X—Y) = Var(X) + (-1)>Var(Y) = Var(X) + Var(Y)
= Cilculo de la varianza de X: Var(X) = E(X?) - |:E(X):|2
3 3
E(X) =J' xf(x)dx + 4. p(X=4) = ij' Rdx+4. 2 -2 g, 2_ 7
0 27Jo 6 27 3 3
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3 5 3 1 8
E0C) = [ P fdx + 47 px=4) = = [dx+16. 2 = = 2=
0 2770 6 3

2
Var(X) = E(X?) - [E(X)]Z = % B G) - 2_2

= Célculo de la varianza de Y (Bernouilli): p, = E(Y) = p , Var(Y) = p.q

1 3 1

p( ) r p( ) 2
E(Y)=O.i+1.l=l E(Y2)=02,§+12_1=l

4 4 4 4 4
2

1 1 3

VarY=EY2—EY2=___ - =

W) = Ev)-[EM] = (4) -

35 3 167
Finalmente, Var(X-Y) = Var(X) + Var(Y) = —+ — = —
36 16 144

'y Gran numero de fendmenos aeronauticos tienen asociada una variable aleatoria con ley de
&0 probabilidad:
ke ™™ 0O<x<ow k>0
£(x) = e X <00
0 en otros casos
Se pide:
a) éPuede tomar k cualquier valor?
b) Para k =0,1 representar la funcién de densidad, la funcién de distribucién y su grafica
¢) Siendo k =0,1 hallar P(X > 10)

d) Para k=0,1 calcular P(50 < X <100)
Solucion:

a) Para que f(x) sea funcién de densidad debe verificar:

[« ]

© 0 © © © )
1 =I f(x)dx =I f(x)dx +I f(x)dx = j ke ™ *dx = —j —ke dx = —[e'kx] = —[ 1 } =1
—o —o0 0 0 0 0 € X 0

La funcidén de densidad no depende del valor del parametro k, pudiendo tomar éste cualquier valor
positivo.

b) La funcién de densidad para k =0,1 sera:

f(x)4

1 —0,1X
f(x):{o, e x>0 01

0 otros casos K
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La funcidn de distribucion se define: F(x) = I " f(t)dt

x<0 F(x) = " f(t)dt=0

0
F) = [ fode + [ fode = [ 'o,1e70dt = —[ "~ 0,2e7dt =
—© 0 0

0

x>0 X

_ -0,1t % _ 1 _ 1 _ -0,1x

—-—[e 10 - _[eoAt}o_ _(EOAX-_l) =1-e

e
F(x)
Fx) 0 x<0 '
X) =
1-e %% x>0
» X

) P(X>10) = 1-P(X<10) = 1—F(10) = 1—(1—e‘°'1-1° ) —el= =
e

d) P(50 <X <100) = F(100)— F(50) = (1— g=01.100 ) - (1—e'°'1'5° ) — e 0,5 = = _

ﬁ Una variable aleatoria continua X tiene por funcién de densidad:

1-x 0<x<1
f(x)=4x—-1 1<x<2
0 otros casos
Se pide:
a) Representa la funcién de densidad
b) Hallar la funcién de distribucién y su gréfica

1
c) P0<X<1) P(-2<X<2) P(ESX<00)
Solucién:

L
f(x)

, 1
a) Se observa que el area encerrada

es igual a la unidad

» X

0 1 2

b) La funcién de distribucion se define: F(x) = > f(t)dt
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x <0 F(x)=.[;f(t)dt=0

< ) = [ ft)dt + J.Xf(t)dt - jx(l—t)dt I _ X—
0_X<1 B 0 0 - 0 B 2 0_

LS
2

Fix) = ;O/mﬁ+ I:f(t)dt + j:f(t)dt - I:(l—t)dt + le(t—l)dt=

<x< - 1
1=x=2 el e T ( 1) 2 (1
= t——]| + |—=t| = [1-Z|+ || =-x|-|=-1
o2 2 ], 2 2 2

)

X2

—=x+1
2

1 ) t2 1 tz 2
<> 2 F(x)=j (1—t)dt+J. (t-1)dt = [t-—| +[Z—t| =1
0 1 2 2
0 1
F(x)ll
(0 x<0
1 .
2
x—X— 0<xx<1
F(X)=< ) 2 x_xz —
X?—x+1 1<x<2 2 77+
| 1 X>2
0 1 2

c) PO<X<1) P(-2<X<2) PGsx«n)
1 1
PO<X<1) = F(1) - F(0) = (5—1+1)— 0="

P(-2<X<2) = F(2) - F(-2) = G— 2+ 1) ~0=1

P(lSX<oo) = F(oo) — F(l) =1- (1—1/—4] =2
2 2 2 2 8
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ﬁ Una variable aleatoria continua X tiene por funcién de distribucién

Se pide:

(0 x<0
2
x 0<x<1
Fx)={ 2

X2
2x—7—1 1<x<L2

\1 X>2

a) Hallar la funcién de distribucién y representarla

b) Media, varianza, desviacidn tipica y coeficiente de variacion

1 3
c) P —<X<—
2 2

Solucién:

a) Lafuncion de densidad es la derivada de la funcién de distribucién en los puntos donde exista la
derivada, entonces:

0 x<0
dF X 0<x<1
f(x) = (x) _
dx 2-x 1<x<2
0 X>2
A
(x)
1
x 0<x<1
f(x) = {2-x 1<x<2 5 oy
0 otrosvalores 1 1
2 2
0 1 2
b) Media:

oy = = E0) = |

Varianza:

a, = E(X*) =

[e]

xf(x)dx =

S 38 )

—® 0 1 0

— 2
x* 2x3 x4
_ + — ——— =
4 3 4
L% 1o 1
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7 1
2 2 2
Oy =0,—a; = —-—1" = —

X 27 %M = ¢ 6
Desviacion tipica: oy = 5 = 0,41

0,41
Coeficiente variacién: CV, = Ox = ] - 0,41
Hx

9 p(1<xsz)=F(z)_p(g:[zxz_(s/_zf_l]_(w]:3_2_1_1=z=o,75
2 2 2 2 2 2 2 8 8 4

Oposiciones INE
Estadisticos | El tiempo de retraso, medido en minutos, del AVE Madrid - Sevilla sigue una variable
Facultativos \ } . . . . . .y

aleatoria continua con funcion de distribucion:

d

0 x<-1
2
-1
k(x+1) + X -1<x<0
2
F(x) = 1 X
+1
k(x+1)—x2 0<x<1
1 x>1

1. Calcula el valor de k

2. Calcular la probabilidad de que el tren llegue antes de la hora prevista.

3. Calcular el tiempo esperado de retraso.

4. Calcular la probabilidad de que el tren llegue entre medio minuto de adelanto y un minuto de retraso.

5. Sabiendo que el tren ha llegado con retraso, calcular la probabilidad de que lo haya hecho menos de
15 segundos después de lo previsto.

Solucién:

1. La funcidn de distribucidn es continua por la derecha, se tiene que analizar los posibles puntos de
discontinuidaden —-1,0,1

F-1) = lim F(x) = lim F(x) — o:k(—1+1)+E —> 0=0
X —>-1" x »>-1" 2
. . 1 1
F(O) = lim F(x) = lim F(x) > k—-—=k—-= — 0=0
xX—> 0~ x—> 0t 2 2
F1) = lim Fx) = lim Fx) — k(d+1)— 22— 1 5 k=1
x— 1~ x— 1t 2
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0 x<-1 Fix)
X
2 F{x)=1
C+1° 5 <o (x+1)?
F(x) =1 2 F(x) = \FT*} x2+2x+1
2 X)=——"-—"—
- 2 1
& 0<XS1 “\=“—— 2 . X
2 F(x) = 0 !
1 x>1
Funcién de densidad:
0 x<-1
dF (x+1) 1 <0 1+x -1<x<0
X+ -1<x<
fx) = IF _ — 5 f(x)=41-x 0<x<1
dx -x+1 O0<x<1
0 en otro caso
0 x>1

2. Probabilidad de que el tren llegue antes de la hora prevista:

0-1 1
PX<O0)=F0)=1+— ==
( ) = F(0) =5

3. Tiempo esperado de retraso:

@ 0 1 ? ° i ’ ’ 1
oy = Hy = E(X) =I_wa(X)dX =J‘_1X(1+X)dx + on(l—X)dX = |:X7+X?j|_1+ [X?_x?j|0= 0

4. Probabilidad de que el tren llegue entre medio minuto de adelanto y un minuto de retraso:

0,52—1
P(-0,5< X <1) =F(1)- F(-0,5 = 1-|0,5 + | 0,875

5. Sabiendo que el tren ha llegado con retraso, la probabilidad de que lo haya hecho menos de 15
segundos después de lo previsto. Se considera que 15 segundos equivalen a 0,25 minutos:

P(0<X<0,25) P(0<X<0,25  F(0,25) — F(0) _ 0,71875- 0,5

= 0,4375
P(X > 0) 1- P(X<0) 1— F(0) 0,5

P(X< 0,25/ X>0) =

-0,25% + 2x0,25+ 1 1
F(0,25) = 2" = 071875  F0)=_=105 - 1-F0)= 0,5
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ﬁ Una variable aleatoria continua X tiene por funcién de distribucion:

0 x<1
F(x)=<x—1 1<x<2
1 x=2

a) Calcular la funcién de densidad o funcién de cuantia
b) Calcular la media, mediana y coeficiente de variacion

Solucién:

a) Lafuncion de densidad o funcion de cuantia es la derivada de la funcién de distribucién en los
puntos donde exista la derivada, entonces:

dF 0 x<1 1 1<x<?
<x
fg= P 1 1ex<r s f(x) =
dx 0 enotrocaso
0 X=>2

—a0

b) Media: o, = —E(X)—waf(x)dx —.[zxdx_ ﬁz_z 1_3_ 4.
T e EAE IS [P P T

La Mediana de una distribucion es el valor que deja el 50% de la distribucion a la derecha y el otro 50% a
la izquierda, por lo que:

FM,)) =05 > M,-1=05 > M, =15

Me M, M
I f(x) = 0,5 — _[ dx=10,5 — [x],*=05 - M,-1=05 - M, =15
1 1

Ox
Hx

Coeficiente de variacion: CV,

® 2 3 2 1
0, = E0C) = [ e fndx = [ edx = | X _8_1_7
o 1 3], 3 3 3
7 (3} 7 9 1
Gi=a—ai=--|2|=L-2== 5 5,=,/—=0,08
3 (2) 3 4 12 12
v = ox = 008 _ 465
My 1,5
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ﬁ La funcion de densidad de una variable aleatoria es:

ax’+b 0<x<2
f(x) =
0 en el resto

1
sabiendo que P|:E <X< 1] =0,1666
Determinarayb.
Solucion:

Hay que calcular dos parametros (a y b), por lo que se necesitan dos ecuaciones:

Por ser funcidon de densidad:

2 2, x3 * 8a
1=j f(x)dx:J' @+ bdx = |a’+bx| = “+ 2b - Ba+6b=3
0 0
0

1
1 1 1 3

Pl —<x<1 =I f(x) dx = J. (ax* + b) dx = aX—+ bx = 0,1666, con lo que:
2 1/2 1/2 3 12

3 1
aXtbx| = |24b|- | 242272, P 01666 = 7a+12b= 4
3 3 24 2| 24" 2

en consecuencia,

8a+ 6b = 3 16a+12b = 6
- > a=2-022 eb=3-2_ L p_1_4
7a+12b = 4 7a+12b = 4 9 9 9 54

ﬁ La funcidn de distribucidn asociada a la producciéon de una maquina, en miles de unidades, es :

0 x<0
F(x)=<x(2—x) 0<x<k
1 x>k

a) Determinar k para que sea funcion de distribucion

b) Hallar la funcién de densidad

c) Calcular la media, mediana. moda y varianza de la producciéon
d) Hallar P(X<0,5) y P(X>0,25)

Solucién:
a) Para que sea funcién de distribucidn se debe verificar:

1= lim F(x) = lim F(x) — lm x(x-2) =k(k-2) =1 — k2-2k+1=0 — k=1

x>k x—> k™~ x—> k™~
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0 x<0
En consecuencia, la funcion de distribucion es: F(x) =<x(2—x) 0<x<1
1 x>1

b) La funcién de densidad o funcién de cuantia es la derivada de la funcion de distribucién en los
puntos donde exista la derivada.

0 x<0

dF(x) 2-2x 0<x<1
f(x) = =42-2x 0<x<1 o f(x) =
dx 0 en otro caso
0 x>1
¢) Media:
© 1 1 2| 2 1
o, = = E(X =J. x f(x)dx =I X (2 —2x)dx =j 2x=2x¥)dx = |[x¥* - | =1-2 ==
1= hx= EX) = | xfgdx = | x(2-2x)dx =] | ) 3 3= 3

La Moda es el valor que hace minima la funcién de densidad o de cuantia, es decir:

-2 0<x<1

£(x) 2-2x 0<x<1
X) =
0 enotrocaso

0 en otro caso

- f'(x)={

f(x)

o La derivada de la funcién de cuantia f'(x) = -2 < 0, por lo que se trata de una
funcidén decreciente y toma el valor maximo en el extremo del intervalo |:0, 1:|,
por tanto la moda My =0

f(1) = 0- x f(1)=0 < f(x) < f(0)=1, conloque M;=0

0 1

La Mediana de una distribucién es el valor que deja el 50% de la distribucién a la derecha y el otro 50% a
la izquierda, por lo que:

FM,)=0,5 > M,(2-M,)=0,5 - M:-2M,+05=0 — 2M.-4M,+1 =0

y _ A y16-8 4izﬁ_1+ﬁ
e 4 4 ST 2

2
De las dos soluciones se rechaza aquella que es mayor que 1, por tanto: M, = 1 - %

La Varianza de la produccién: o% = a,, — o]

w 1 3 a7t
a, = E(x2)=J' ¥ f(x)dx =J'0x2(z—zx)dx - {%—X—} _2 1 %
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0 x<0
d) Funcidn de distribucion: F(x)=<x(2—x) 0<x<1
1 x>1

P(X<0,5) = P(X<0,5) = F(0,5) = 0,5(2—0,5) = 0,75
P(X>0,25) = 1-P(X<0,25) = 1—F(0,25) = 1— 0,25(2—0,25) = 0,5625

2-2x 0<x<1

También mediante la funcién de cuantia: f(x) =
0 en otro caso

0,5 0,5 5,705
P(X <0,5) =I f(x)dx =j (2—2x)dx = [2x—x }0 —1-0,25= 0,75
0 0

1 1 1
P(X > 0,25) =I £(x) dx =J' (2-2x)dx = [2x-x*] = 1-(0,5-0,0625) = 0,5625
0,25 0,25 0,25

ﬁ Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad:

) = T 1<x<8

0 otro caso

a) Calcular el primer y tercer cuartil, el decil 7 y el percentil 85
b) Calcular la mediana y moda

Solucién:

a) Funcién de distribucion:

F(x) = P[X<x] =J._wa(t)dt =I:%dt =—§F} _ Bl i<
1

7x

Sustituyendo, queda:

1 _8(Q;-1) 32
FQ,)= = ﬁ > 70,=32(Q-1) > Q=_-=128  Q;=Ps5=128
3 8(Q;-—-1) 32
F(Q;) = 0" 73T3 — 21Q; = 32(Q;-1) —> Q3= - 2,91 Q;=D;=P, =291
7 8(D,-1
FD,)=— = 80, -1 — 49D, =80(D,-1) — D, = 80 _ 2,58
10 7D, 31
85  8(Pys—1) 800
F(P..) = = — 595P;; = 800(Pgs —1) —> Pgs= —— = 3,90
( 85) 100 7P35 85 ( 85 ) 85 205

b) M, = Q; = D5 = Py
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1 8(M, —-1) 16
F(M,) = 5 = # - M, =16(M,—-1) —> M, = ? = 1,78

e

La Moda M, se obtiene calculando el méximo de la funcién de densidad:

8 16
f(x) = oz - f'(x) = —7—3< 0 — Lafuncién es decreciente
X X

f(1) = 8/7

f(8) < f(x) < 1(1) f(8) < f(x) < f(1),conloque M =1

f(8) = 1/56

|
1
|
) 1 8

oposiciones INE 4. Sea X una variable aleatoria que representa la produccién semanal de acido nitrico de
Estadisti . . . .7 . . .
Facubatives 11!1 una fabrica medido en miles de m>. La funcién de densidad de esta variable viene dada

H= por: f(x) = k(1-x)3, si xe (0, 1). Calcular:

a) Elvalor de k para que f(x) sea funcién de densidad.
b) La capacidad de los depdsitos para que la probabilidad de que los depésitos se desborden sea 0,001.
c) Si el tiempo de vida, medido en meses, de los peces esta relacionado con la produccién de acido

X

nitrico segun la siguiente funcién: V = 12e™ ", calcular la probabilidad de que un pez viva mas de tres

meses Y la vida media de los peces.

Solucién:

a) Para que f(x) sea funcion de densidad se debe verificar:

= — > k=4
4

a-x*1"
4

1=I:f(X)dX = I_owf(x)dx + .'.01 £(x) dx +J'1°° F0dx = I:k(l— X dx = k{—
f(x)=0 f(x)=0

41-x°® 0<x<1
0 otro caso

Funcidén de densidad: f(x) = {
X
Funcidn de distribucién: F(x) = f(t)dt
X
X <0 F(x)=J' f(t)dt = 0

0<x<1 F(x) =I_wa(t)dt = _:f(t)dt + I:f(t)dt = j:4(1—t)3dt = —(1—t)4|: = 1- (1-x)*

1 =] fwde=[" fde s [ iwdes Mo = [ an-gPe = —a-nf =1
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F(x)
Fix) =
1----- e
0 x<0 | |
F(x) = {1- (1-x)* 0<x<1 Fix)=1- (1- %) : :
1 x>1 L
S
| | X
F(x)=0 0 1 1,386

b) La probabilidad de que los depdsitos se desborden es la probabilidad de que la produccidn semanal
de acido nitrico supere la capacidad (c) del depdsito:

[
P(X>c)= 0,001 - P(X>c)= 1-P(X<c)= 1—_[ A1-xPdx = 1-¢*
0
C
j a1-xPdx = (1-x*° = (1-%* =-c*
0 0 0
dedonde, 1 - c*= 0,000 - c=1- 40,001 = 0,822172 mil m?
La capacidad del depésito es de 822,172 m®

c) P(V=12e7* > 3)

3
P(ln12e™>1n3) = P(Ln12—x >1Lln3) = P(—x > Ln E) =
=P(-x 2Ln0,25)=P(—x >-1,386) = P(x <1,386) = F(1,386) = 1
La probabilidad de que un pez viva mas de tres meses es 1.

Vida media de los peces:
1 1 1

Ly =J' V f(x)dx =J' 12e*4 (1-x)*dx = 48! e *(1-x)3dx = 9,9493 meses
0 0 0

La vida media de los peces es aproximadamente de 9,95 meses.

Se integra tres veces por partes:
(U=(1-x)® du=-3(1-x)%dx

dv=eXdx v = Ie_x dx=—-e*

[ o (1-xPdx =—(1-x)*e™ — 3j e (1—x)*dx

(u=(1-x? du=-2(1-x)dx

dv=eXdx v = J.e"‘ dx=—-e"

[e™*(1-%)%dx = - (1-x)®e™* - 3j e ¥ (1—x)?dx =
=—-(1-x)%e*-3 (— (1-x)®e™>-— ZI e *(1-x) dx)=
= —(1-xPe*+3(1-x3e*+ 6_[ e *(1-x) dx
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u=(1-x) du=-dx

dv=e*dx v=je_xdx=—e_"
Ie"‘(l—x)dx =—(1-x)e™ - Ie_XdX =—(1-x)e™* + e™*

Ie_x(l—x)3dx =—(1-xPe™+3(1-xPe*+ 6I e *(1-x)dx =
=—(1-xPe*+31-xPe*-6(1-x)e*+6e*=

=ix[— (1-x° + 3 (1-x° - 6(1-X) + 6 |
e

1

=48 (E— 2) = 9,9493 meses
e

X

3 3
48_[:e"‘(1—x)3dx _ 48|:—(1—x) +3(1-xP-6(1-x) + 6}
e

0

Oposiciones INE l ex Sl' Xx<0
Estadisticos | Una variable aleatoria continua tiene f(x) =

Facultativos |}

3 la siguiente funcidn de densidad:

e six>0
Obtenga:

1. La funcién de distribucién de X
2. La probabilidad de que X sea menor o igual que 1
3. La probabilidad del suceso: {|X| <2uU(X> 0}

4. Si sabemos que X es mayor que 1, la probabilidad de que X sea menor que 2

5. La esperanza de X

Solucién:

1. La funcidn de distribucion se define: F(x) = j " f(t)dt

x<0 F(x)= _X f(t)dt = jx letdt = 1|:et:|x = %I:e"— e"°°:| = %e"

—o 2 2 0
e _xl—t_l—tx_l—x 0] _ l—x
x>0 F(x)= _wf(t)dt—joze dt = z[e }0— 2|:e e:|—1 2e
lex six<0
F(x) =
1-—e™ six>0
2
1 _ 1 2e —1
2. P(X<1)=F(1) = 1--el= 1-— = =28
2 2e 2e
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3. P{[X|<2U (X>0} = P{-2<X<2U((X>0} = P[-2 < X< )

0 © 01 ©q 1 0 1
2 < =_[ .[ :.[_x I__x = el ol
Pl-2 < X <o) = [ faax + [ “fogax= [ Zeraxs [“eraxax = 2[et]” - 2 [e]

1 1 1 1 1 1
= =|l1- =|-=[0o-1]= =|2- =] = 1- —
2[ ez] 2[ ] 2[ 2} 2¢e?

e
e—-1
PX<2nNn X>1 P(1< X< 2 P(1< X< 2 2e? -1
4 px<2[x>1) = 2 I ) _ M ) 2¢ _ e
P(X > 1) P(X > 1) P(X > 1) 1 e
2e
2 21 1 2 1|1 1 e—1
P1<X<2=Ifd=I—"‘d =-=fe*] =-2|2- 2] =
[ ) = [Fiaax = [P Leran = - 2[e]] ZLZ e] =
o ®©] 1 o 1 1 1
PX>1 =I fxdx=I —eMdx = —=|e* =—-=|0-=| = —
( ) 1 ) 12 2[ ]1 2|: e:| 2e
0 o 1¢0 1
5. E(X)=j xf(x)dx+I x f(x)dx = EI xexdx+EJ‘ xe Xdx =0
—0 0 —o0 0

Ambas integrales por partes:
u=x du =dx

dv=e*dx v =jexdx = ¥

Ixexdx = xe* - J'ex dx = xe* - e = (x—-1)e*

0 1

1¢0 1
—I xe¥dx = =(x—1)e"
2J - 2

u=x du=dx

dv=e*dx v =Ie"‘dx = -

X

Ixe"‘dx = —xe " + Ie"‘ dx = —xe ¥+ e = (-x+1)e”

X

1~ P
—I xe “dx = l(—x+ 1)e*
2Jo 2 0

Es una distribucion simétrica respecto al origen y no tienen momento de orden 1, esto es, no existe su
esperanza.
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ﬂ Sea X una variable aleatoria continua, cuya funcién de densidad es:

3 0<x<1 5 g . ,
fe(x) = Sea Y = 1- X° unatransformacion de la variable aleatoria
0 en otro caso

a) Calcular la funcién de densidad de la variable transformada
b) Calcular la funcién de distribucion de la variable transformada

Solucién:

a) La transformacidn asociada a la variable aleatoria Y es derivable y estrictamente mondtona cuando la
variable aleatoria X toma valores en el intervalo (0, 1). Por tanto, se puede aplicar la transformacion:

dx -1
Y=1-X2 > x=/l1-y - {dv 21—y
g (y) = 1-y

La funcion de densidad de la variable continua Y se obtiene:

frly) = f[87 )] ‘:—j = 3(\/1—v)2 = ;\/1—v

-1
21~y

3
—1- O<yx1l
Funcién de densidad de la variable aleatoria Y: f,(y) = {2 y y
0 en otro caso

b) Funcion de distribucion:

y<0 - Ry =[ ft)dt=o0

O<y<l — FY(y)=M+J':f(t)dt - I:;/l—tdt - [_4/(14)3}:: 1-Ja=yP

y=1 = Fly) =W+ j:f(t)dt +W - j:f(t)dt - j:;\/adt =1
0

y<0

Funcién de distribucién de la variable aleatoria Y: F,(y) = {1—+/(1- vy} o<y<1
1 y=1
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ﬁ Sea X una variable aleatoria continua, cuya funcidn de densidad es:

1
— -1<x<1 )
fu(x) =42 Sea Y = X* una transformacién de la variable aleatoria

0 en otro caso

b) Calcular la funcién de densidad de la variable transformada
b) Calcular la funcién de distribucion de la variable transformada

Solucién:

a) La transformacion Y = X* es derivable, pero no es estrictamente monétona, puesto que en el
intervalo (-1, 0) la transformacién es decreciente y en el intervalo [0, 1) es creciente.

En este caso, hay que determinar la funcion de distribucidn de la variable aleatoria Y para el caso general
de las transformaciones de una variable aleatoria.

b) Se calcula primero la funcién de distribucién de la variable transformada:

Rly) = PlY<y] = P[X* <y ] = P[[X|< [y | = P[ -y <x<y] = I ft)dt =
W1 —dx——[x]l/jv= \/7

-Jy 2
0 y<oO
Funcién de distribucidn de la variable aleatoria Y: F,(y) = \/7 0<y<1
1 y21
Funcién de densidad de la variable aleatoria Y: f,(y) = dF_(y) = ﬁ O<y<i
0 enotro caso
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ﬂ Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad:

£y k O<y<x<1
X,y) =
y 0 restantes valores

a) Hallar k para que sea funcién de densidad

b) Hallar las funciones de densidad marginales. éSon X e Y independientes?
c¢) Hallar las funciones de distribucion marginales

d) Hallar las funciones de densidad condicionadas

Solucién:

a) Para que f(x,y) sea funcién de densidad tiene que verificarse: I I f(x,y)dxdy =1

1px 1 X 1 « 1 X21 k
IIkdxdy:jkIdydx:jk[y]odx=ijdx=k— X215 k=2
0do 0 0 0 0 20 2

Y
1

f(x,y) = 2 O<y<x<1 f(x, y) toma el valor 2 en el
’ 0 restantes valores interior del triangulo.

0 1

b) Funciones de densidad marginales:

f, (x) =I:of(x,y)dy = I:Zdy = Z[y]; 2x O0<x<1

) 1
f,(y) =_[ f(x,y)dx =_[ 2dx = 2[x]t 2-2y O<y<1
o y

X e Y son independientes cuando f(x,y) = f;(x). f,(y)

fi(x).f,(y) = 2x . (2-2y) = 4x—- 4xy # 2 = f(x,y) — Noson independientes
c¢) Funciones de distribucion marginales:

Fx) = J';fl(t)dt - J'Oxfl(t)dt - J'Oxztdt = [2] =% o<x<1

y y y 5,y 5
K (y) =I f,(t)dt =I f,(t)dt =I (2-2t)dt = [2t-t :|0 = 2y-y? O<y<1
—© 0 0

d) Funciones de densidad condicionadas:

f(x,y) 2

f(x/y) = = O<y<1 O0<x<1
f(y) 2-2y

f(y/x)=M=i 0<x<1 O<y<l1
f, (x) 2x
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ﬂ Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad:

1 |y |< x; 0<x<l1
f(x,y)=
0 restantes valores

a) Comprobar que f(x,y) es funcién de densidad

b) Hallar las mediasde Xe Y
- 1 1 1 1
c) Hallar las probabilidades: P| X < > ; Y<0|y PIX> > ; =5 <Y< >

Solucion:

a) Para que f(x,y) sea funcion de densidad tiene

que verificarse: I I f(x,y)dxdy =1 0

-1

I: I:f(x,y) dxdy = I:I_Xxdx dy = I: (I_xxdy) dx = J-Ol[y]ixdx = I:Zde = [,8]:) -1

Queda probado que es funcidn de densidad.

b) Para hallar las medias de X e Y hay que calcular primero las funciones de densidad marginales:

f,(x) =jwf(x,y)dy = .xdy = [y]fx =2x O<x<1
—00 J —X

(p1
. j dx=[x]iy=1+y -1<y<0
Bv) = fooydx = {77

Ildx= [x]i’=1—y O<y<1
[y

© 1 _X3 1 2
Q0 = My = E(X) =J._0°xf1(x)dx =on.2xdx =2 3 = 3

0 0
oo = by = W = yhindy = [ vh(ndy + |

o 3 L v v Ty T 1.1 1
= + d+j -y)ydy=|—4+—| +|m—0——| =—=+-+ -=—=—=0
I_l(v y )y + | (y—y“)dy [2 3}_1 L 3}0 st 373

1 0 1
vaz(v)dv = j_lv(1+v)dv + on(l—v)dv =

N[

1 1 1 1
c) Probabilidades: P|X<—; Y<O0|y P(X>—; ——<Y¥<—
2 2 2 2
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B

.1 1 1 1 p12 1 (12 12 1
X>= : —=<Y —=I I f(x,y)dxd =j I d d=I dx =
_ >3 5 < <2] e (x,y)dxdy 1/2( s y |dx . [y]_l/2 X

1 1 1
= J.l/zdx = [X]l/Z = E

©

ﬁ Dada la variable aleatoria bidimensional (X,Y) con funcidn de distribucion:

(0 x<O0

0 x=20,y=<0

xy 0<x<1l,0<y<l1
x 0=<x<l1l,yz21

y xz1,0<y<1
(11 x21,y=21

F(x,y) =

Calcular la funciéon de densidad conjunta de la v.a. bidimensional (X,Y)

Solucion:
(0 x<0 (0 x<0
0 x=20,y=<0 0 x=20,y<0
SF(x,y) _ Jy 0<x<1,0<y<1 f(x,y)=82F(X'Y)=<1 0<x<1l,0<y<l1
9x 1 0<x<1l,y21 9x Jy 0 0<x<1,y=2>1
0 x=21,0=5y<1 0 x=21,0=5y<1
0 x=21,y=21 0 x21,y=21

1 0<x<1,0<yx<1

Por consiguiente, f(x,y) =
0 enotrocaso
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uim k

Dada la variable aleatoria bidimensional (X,Y) absolutamente continua con funcién de densidad

0 conjunta:

fx,y) = cxzy x2 <y<l1
’ 0 en otro caso

a) Calcular el valor de la constante ¢
b) P[X>Y]

c) Funcidn de distribucién conjunta

Solucion:

a) Para que f(x,y) sea funcion de densidad ly=1 y= x

tiene que verificarse: I I f(x,y)dxdy =1 y =x*
e | 0 1

3 e © [ _ 1 1 2 _ 1] cx y
1= B J._wf(x,y) dy dx = .[_1 U.XZ |:cx y:| dy [dx = I_l 5

P 7 *x=1
cX cX } c c [ c c] 4c 21

6 14 6 14

X=-

21
e y x? < y<1
conlocual, f(x,y) =1 4

0 en otro caso

dx =

1( px 1 2,2
b) P[X2Y] =I U Exzydyjdx = j 21x7y
0

y=x

2t 21 21
, 40 56 280 140

=1
2 2T 21 21 42
40 56 |

8

X y
¢) Funcién de distribucién: F(x,y) = PX<x,Y <y) = I I f(u,v) dv du

= -1<x<1,0<y«<1

u=x v=y 21 , x [21w2v2 ] x
F(x,y) = I U. “u vdv)du = I du = I
u=-1 v=u? 4 -1 8 2 -1

v=u

|

21uy?  214°

y=x 1[21x*  21x°
X I - 2 dx =

8

24 56 8 8 8

u=-1

732 37 7., 3
==Xy - =x'"+ -y - =
8 y 8 8y 8

= -1<x<1,y=21
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u=x v=1
Fix,y) = Aevavlde=|Zey-3xs 2 3] _7e 30,1
‘4 8 , 8 2

u=-1 v=u

= x21,0<y<1

u=1 v=y 21 7 3 7 3 7 3
F(x, =J. I ZWwlvdv|du = [ =3y - X+ =y - = = —y-=
(x,y) u=_1( el 2 j [8 V-3 sV 73 X V- g

0 x<-1

0 y<O0

732 37 7, 3
—X ——Xx'+—y°"—— -1<x<1,0<y«<l1
8 y 8 8y 8 y

En consecuencia, F(x,y) =< 7 3 1
y oo 1<x<1,y>1

7 3

—yr-= x>21,0<y<1

1 x=>21,y2>21

'y Se eligen al azar independientemente dos puntos X e Y en el intervalo [0, 1]. Hallar la longitud media
&» del segmento que determinan XeY.

Solucién:
La longitud del intervalo determinado por X e Y es la variable aleatoria continua U = |X - Y|
Hay que encontrar la esperanza de U:  E(U) = Ij , [x—y|f(x,y) dx dy

R

Como la eleccidn de los puntos es al azar, X e Y siguen distribuciones uniformes idénticas en el intervalo
[0, 1], es decir con funciones de densidad:

(1 o<x<1 {1 o<y<1
fx(x)‘{o en el resto ' fYM_{O en el resto

X e Y son variables independientes por ser la eleccién de los puntos independientemente. Por tanto:

1 0<x<1,0<y<1
f(x,y) = fx(x). fy(y) = {0 en el resto Y

En consecuencia, E(U) = Ij , Ix—y|f(x,y) dxdy = Ij x—y| dxdy
R [0,11x[0,1]

Portal Estadistica Aplicada: Variables Aleatorias 85



U \ LUniversidad Autdmoma
Fam ' de Madrid

Se descompone en cuadrado unidad [0,1] x[0,1] en dos triangulos:

Ya

S;: 0<x<y<1ly S,: 0<y<x<1,conloque: s

E(U)zjj |X—Y| dxdy =IJ. |X—y| dxdy+J.j' |X_Y| dxdy
[0,1]1x[0,1] S1 S2

_ _ B 1( px _ _ 1 _ﬁx _ 1& _l
E(U) = ZIISZ|X y| dxdy = ZIO (J'o(x y)dy)dx = 2.[0 [xy ZJ dx = 2 0 2 dx = 3

0

Sy

A Sean a y B dos nimeros positivos, con o, < B. Si seleccionamos al azar dos puntos de un segmento
&> delongitud B, calcular la probabilidad de que estén situados a distancia & como minimo.

Solucién:

Sean X e Y las variables aleatorias que originan, respectivamente, el primer y segundo puntos en el
intervalo [0, B 1.

Como la eleccidn de los puntos es al azar, ambas variables siguen una distribucién uniforme en el
intervalo [0, B].

Al ser independiente la eleccidn de los puntos, la variable conjunta (X, Y) es uniforme en [0, B1x [0, B1],
por lo que se pueden calcular probabilidades de la variable (X, Y) como cociente de dreas.

Se calcula p( X-Y|2a ) , cociente entre el rea de la regién S = {(x,y) €[0,B1x[0,B]: [x—y| > a} yel
area del cuadrado [0, B]x[O, B].

La region S es la unién de dos triangulos rectangulos e isdsceles, Ya
con catetos que miden (B—a.). p——> -

1 S e :
5=2.—.(B-a'=(B-0 , Scumdw =B’ v

o, s
2 s
B - o) a s s
p(jx-Y[za) = (-0 — = |1-— . .
B B %
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Una linea de autobuses tiene longitud I. La probabilidad de que un pasajero suba al autobus en las

uim &

0 proximidades del punto x es proporcional a x(I—x)?, y la probabilidad de que un pasajero que subid
en el punto x baje en el punto y es proporcional a (y—x)", siendo r > 0. Calcular:

a) Las constantes de probabilidad de ambas probabilidades.
b) La probabilidad de que un pasajero no suba al autobus antes del punto z del recorrido.

¢) La probabilidad de que un pasajero que subié en el punto x descienda después del punto z del
recorrido del autobus.

Solucién:

Sean las variables aleatorias:

X ="Punto donde el pasajero sube al autobis" e Y = "Punto donde el pasajero se baja"
Las dos variables son continuas, tienen como soporte el intervalo [0, I], siendo X< Y.

a) La probabilidad de que un pasajero suba al autobus en las proximidades del punto x viene dada por la
funcion de densidad de X en el punto x:

fx(x)=kx(l—x)2 para 0<x<| , k>0

| | | |
1 =j'0fx(x)dx - J'ka(l—x)2 dx = kjox(l2 “2Ix + x?) dx = kIO(IZX—ZIxz +x3)dx =

I
N R S 1t S S N
2 3 4 12

kl* 12 12 )
1=— > k=—F > f(x)=—Fx(—-x
12 |4 X( ) |4 ( )
La probabilidad de que un viajero que subid en el punto x baje en el puntoy viene dado por la funcidén
de densidad condicionada de Y en el punto y:

f(Y‘XZX)(y) =c¢(x) (y—x)" para 0<x<y<l , c(x)>0 = cte respecto dey

| | r+ =1 r+
1= [ fyxeg®dy = [ ctaty—nr ay = S yox)'™ o gy
c(x) - _r+1 _r+1 r
1= -0 o b =5yt 7 fvixen W = e =X

b) Probabilidad de que un pasajero no suba al autobus antes del punto z del recorrido:

12 -2z
1* Jo

12 {I , 1 4]"’ 12 [I(I—z)"’ (I—z)4} 12 (1-2)? (| (I—z)j
1 |3 4 |, 14 3 4 14 3 4

12(1-2)® (1+32) _ (1-2)> (1+32) =( zjs( 32]

1-=][1+==
|4 12 13 | | |

p(X>7) = J'Z'fx(x)dx - L'Tsz(l—x)de : (I—x=t x= > ::I"_Z) : (-t dt =
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c) La probabilidad de que un pasajero que subié en el punto x descienda después del punto z del
recorrido del autobus es nula si z< x, cuando z > x:

uim k

! b r+1 r+1 1 y=1
Y>z|X= =If B d =J‘ — = (v=x)dy = o\l _
p(Y>z|X=x) Siv[x=aMdy = | (I_X),+1(v x)' dy e [(v X) :|y=z

_ 1— g\t _y\rtt _ _ ﬂ“rl
= (I—x)r“ [(I X) (z—x) }— 1 (I—xj

ﬁ La funcién de densidad asociada a la emision de billetes de una compafiia area es:

fx,y) x+y O0<x<l1l O<y<l1
X,y)=
Y 0 en el resto

a) Hallar la funcién de distribucion
b) Hallar las funciones de densidad marginales de Xe Y
c) éSon X eY independientes?

Solucidn:

a) F(x,y) = I;j;f(u,v) dvdu = I: J.:(u+v)dudv = I: (on(u+v)dv)du =

M , V2V M y2 uzx y2 iy
Io u[v]0+ 70 du-j0 uy+7 du-y; +7[u]0_

0

2 2
yX y X 1 2 2
= —4 — = —(yx"+y'x) 0<x<1 O0<Ly«<1
5 5 2(v y“x) y
) x<0 6 y<O
1
E(y)(2+y2x) 0<x<1l O0=<y«l1

1
Por tanto, F(x,y) = { F1(X)=E(X2+ X) 0<x<1,y>1

1
R =2y + y?)  0<y<1, x>1

1 x=21,y=21

b) Funciones de densidad marginales de Xe Y

0 1 2 1
fi(x) = I_wf(X,v)dv = Io(x+v) dy = x[y](l)+ {%} = x+% 0<x<1
0

1
© 1 XZ 1
By = [ fooyax = [ (x+ v)dx = [7} +y[g=5+y o<y<t
0
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oS Sl eod - S 2]

N

X e Y son independientes cuando se verifica f(x,y) = f,(x). f,(y)

f,(x). f,(y) = (x+ %) . (%+ yj # X+ y= f(x,y) luego no son independientes.

ﬂ La funcién de distribucion asociada a un fenémeno de la naturaleza es:

(1-e)(1-e’) x>0, y>0
F(x,v)={
en el resto

a) Hallar la funcién de densidad

b) Hallar las funciones de densidad marginales de Xe Y
c¢) Hallar las funciones de densidad condicionadas

d) Calcular el coeficiente de correlacién

Solucién:

a) f(x,y) =

PFOY) _ E{M} _ 0| 9(a-e.0-e))

9Ix Sy B Sy 9x S_y 9x B

0 9(1-e7¥) 0 v o x d(1-e7)
[(1— )—} = 9—y[(1—e Ve } e — =

T 9y 9x Sy

1

o= X -y o (x+y)

= e e = e = ex—+y x>0 B y>0
(x+y)

e x>0 >0
Funcidn de densidad f(x,y) = y
0 en elresto

b) Funciones de densidad marginales

f,(x) = Iw f(x,y)dy = jwe'(”y)dy _ J'we—x eVdy = e—XIwe‘Ydy = —e_"[e_"}00 =
—o 0 0 0

= _e—X (—1) =

f = [ fooyde = [ e tvax = [
—00 0

ey.exdx=eyjexdx=—ey[ex] =
0 0

=-eV'.(-1) =e"
Adviértase que X e Y son independientes al verificarse f(x,y) = f;(x). f,(y)
fx,y) = e = f(x).f,(y) = e *. e

XeYindependientes — Covarianza: p, = o, = 0 —> Coeficiente correlacion: p= 0
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c) Funciones de densidad condicionadas

fix,y) e ®™V

f(x/y) = = — = e *= f/(x) alserXeY independientes
fz(Y) e’
—(x+y)
fly/x) = fix,y) _ ¢ = eV = f,(y) alserXeY independientes
f,(x) e
d) Coeficiente de correlaciéon: p = M
0, Oy
® 00 x partes x® 0 —x —x _x1®
O = M, = E(X) =I_wxf1(x)dx = IO x.e "dx = [—x.e ]0 + IO e dx = [—x.e —e ]o =1
00 ) _y partes _y 0 © y y _y ©
Ogy = My = E(Y)=J'_wy f,(y)dy =IO y.e 'dy = [—y.e ]0 +IO e 'dy = [—y.e —e ]0 =1

© © © ©
partes:I x.e ¥dx = I:x.e"‘:| +I e Xdx = I:x.e""—e"‘:|
0 0 0 0

u=x du =dx

dv=eXdx v =I:e_xdx = |:—e"X:|:

cambio

(x11=E(X.Y)=I I xy f(x,y) dx dy =I I xye x+) dxdy=I xe"‘dx.j y.eVdy =1
0Jdo 0Jdo 0 0

E(X?) =J.w x* £ (x)dx =ij2 e *dx = [—xz e""]oo + Iwz xe Xdx =
© 0 0 0

Q
S
[

[e2]

|:—x2 e_x:|:+ 2|:—x e - e'x:|: = |:—x2 e ¥—2xe - 2e"‘:|0 =2

Andlogamente, o, = E(Y?) = 2

= 2 _ =

Q
I
I

=

o

2 _ = =

- . 0 . .
Coeficiente de correlacion p = B 11 = 0 — Lasvariables son incorreladas.
G,.0 .

y

[EEY
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Oposiciones INE m Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional absolutamente con funcién de densidad:

Estadisticos
Faculativoe i TY c(x—y) 0<x<2, —x<y<x
0 en el resto de los casos

9 f(x,y) =
a) Elvalor de ¢ para que f(x,y) sea funcién de densidad

b) Las funciones de densidad marginales de Xe Y

¢) éSon X e Y variables aleatorias independientes?. Razona la respuesta

Solucién:

a) Para que f(x,y) sea funcion de densidad tiene que

0

” f(x,y)dxdy =1

—Q0 —Q0

verificarse: j

1 =.|‘_0:0 j:f(x,y) dy dx = I: U_Xx[c(x—y)]dy)dx =

- 16 3
=i="c > c=—
3 16

2 2
=J. 2cx?dx = —cx3
0 3

3
—(x- O0<x<2, —x<y<Xx
con lo cual, f(x,y) = 16( V) y

0 en el resto de los casos

b) Funciones de densidad marginales

<4} X 3 3 1 y=X 3
60 = [ fxvidy = [ 2 e-ney - —(xy——yzj - 3y

- 16 2 y=—x
y - x
f1(x)
-X<y<Xx 3
Zx 0<x<2
; ——x =18
X1 0 en el resto de los casos
0<x<2 y=-X

Considerando el recinto donde esta definida la funcidn, la densidad marginal de la variable Y esta
definida en dos partes:

0 2 3 3 (1 =2 3 (1
O<y<2: f =I f(x, dx=j —(x-y)dx = —| =x*- xj =—(— 2_2 +2j
y 2(y) = | __f(xy) , 16 %7V 16 (2 Y BT SV 2y
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2 3 3 (1, x=2 3( 3, )
— (x—y)dx = —| =x"— yx = — |-y —-2y+2
I—y 16( V) 16 (2 y j w6l 27 7Y

X=-y

-2<y<0: f,(y) = jw f(x,y)dx

3( 3,
= -2y —2y+2| —2<y<0, —y<x<2
16( SV -2y j y y

f,(y) = i

1,
-y —2y+ 2 O<y<2 , <x<2
16(2\/ Yy ) Yy Yy

c) XeY sonindependientes si se verifica f(x,y) = f;(x). f,(y)

3 3, 3(1,
Para O0<x<2 , O<y<2: f(x,y) = —(x-y) # = x". — | =y " —=2y+ 2| = f(x).f
X y (x,y) 16( y) 2 1 (Zv y ) 1(x) - £, (y)

En consecuencia, no son independientes.
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Oposiciones INE m, Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad conjunta.

fotadicos \Y fx,y) = {e“"”’ x>0, y>0

uim &

E-] i 0 en el resto

a) Calcular las funciones de densidad marginales

b) éSon independientes X e Y?

c¢) Calcular la funcién de distribucién conjunta

d) Calcular la matriz de varianzas - covarianzas de la variable (W,Z) con W = X+Yy Z = X-Y

Solucidn:

a) Funciones de densidad marginales

fi(x) = I f(x,y)dy = I e iy = I e “eVdy = e_xI e Vdy = —e_"l:e_"]00 =
— 0 0 0

= —e (1) = e*

fly) = Iw f(x,y)dx = Iwe_(x+y)dx = Iwe_y. e ¥dx = e_ije_xdx = —e“’l:e"‘:r0 =
—o0 0 0 0 0
=-eV'.(-1) =e"
. . . 1 , 1
Ambas variables son exponenciales de parametro A =1: u= Y =1, o'= k_z =1

b) XeY sonindependientes al verificarse f(x,y) = f,(x). f,(y)

f(x,y) = e = f(x).f,(y) = e*.eY — Sonindepedientes

c¢) Las funciones de distribucion marginales de cada una de las variables son:

I
I
D

F(x) = I f(t)dt = j e~tdt -t

—Q0 —00

Fiy) = [ttt = [7 etat = e

Como son variables independientes F(x,y) = F(x).F(y) = (1-e7™*)(1—-e™)

(1-e™*)(l-e™) x>0, y>0

Funcién de distribucion conjunta: F(x,y) =
en el resto

d) Cuando las variables son independientes — m,; = o,, =Cov(X,Y) = 0 son incorreladas

El reciproco no es cierto: Si las variables son incorreladas no implica que sean independientes.

© o partes © LY ®©
alo — uxz E(X) =I 00X f(x)dx = J‘o X.e_de = |:—X.e_x:|0 + J‘o e‘XdX = |:—X.e_x_ e_xJO = 1
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0 © _ partes o
Oy = Hy = E(Y)=I _y fy)dy =jo yeldy = [-ye V]o +I

partes: I:x.e_xdx = [x.e_x}:+.|‘:e'xdx = [x.e_"—e_"};0

u=x du =dx

e Mdx = [—e_x}:

[e0]

cambio —x
dv=e"dx v = J-
0

a,, = E(X.Y) =Iwwayf(x,y) dx dy =Iwwaye_(x+y) dxdy = j-wx e “dx .J-ooy.e_ydy =1
0odo 0Jdo 0 0

.-‘3
I

Q
S
I

E(X?) =J.°0 x2 f(x)dx =wa2 e Ydx = |:—x2 e_":|00 + leZ xe “dx =
- 0 0 0
|:—x2 e_X:|:+ 2 I:—x e X - e_":|: = |:—x2 e ¥—-2xe*=-2 e_x]: =2

2 _ 2 _

. 2 _ 2 _ -
Analogamente, 6y = Qg — 0y = 2-1 =1

Dadalavariable (W, Z) con W = X+Yy Z = X-Y, _ G\ZN Cov(W, 2)
la matriz de varianzas-covarianzas: Wz Cov(W,2) o3

ow=1+1+0=2
Var(aX+bY) = a®Var(X) + b?Var(Y) + 2abCov(X,Y) —
o;=1+1-0=2

Cov(W, Z) = Cov(X+Y,X—=Y) = Cov(X,X) — CowX;Y) + Cow¥;X) — Cov(Y, )= Var(X,X) — Var(Y, Y)
Cov(W,2)=1-1=0

Matriz de varianzas-covarianzas: X, = ((2) (2))
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ﬂ La venta en un mercado de abastos lleva asociada la funcion:

ﬂ+1} 0<x<1 -1<y<1

k

a) Hallar k para que sea funcion de densidad

b) Hallar la funcién de distribucién

¢) Funciones de densidad marginales y condicionadas

d) Se considera la transformacion Z = X—-Y y T = X+ 2Y, hallar la funcion de densidad de la
variable (Z, T)

Solucién:
a) f(x,y) 20 < k=0

Para que f(x,y) sea funcidn de densidad tiene que verificarse: I f(x,y)dxdy =1

2

o (1 e P32 -

1
= [ 2kdx = 2k [x]} = 2k=1 - k=1
0 2

Xy+ 2
O0<x<1l -1<y<l1
Funcién de densidad: f(x,y) = 4 y
0 en elresto

b) Funcién de distribucién: F(x,y) = P(X<x,Y<y) = J' J'y f(u,v) dv du

F(x,y) = I:I_yl[uvt:rz}dvdu - | U_:[”":z}vadu - H:I_yl([uw 2]dv)du =

y
10 2 1 ¢x(uy?
== |ul L + 2[v]’ du=—I Y o _iay+2]du =
4Jdo 2 |, - 4Jo{ 2 2

2 (2 \* 2 \* 24,2
_ VT(U_J _ 1(1} b o)+ 2(u): | = XD Xt

20220 16 2

|

x> (y* — 1) L Xly+1)
16 2

En consecuencia, F(x,y) = 0<x<1l -1<y<1

c¢) Funciones de distribuciones marginales:
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00 = p0cs ) = [ [ fluavan = [ 7 2 2 avaw = [ [ 2 2o -
2] 2o o osees
F(y) = P(Y<y) = I_Xw _[_wa(u,v)dvdu = _[01 J'_yluvzzdvdu = _[: (j_yluv;_zdv)du -

=j: u|:§i|i1+ %[v]il du = j:[[yzs‘ 1}, ; %(y+1)}du _

2 Py 1 2 2
z[y 1J[u_} P2y = e B S LI gy
0

8 2 16 2 16

Se podrian haber obtenido a través de las funciones de densidad marginales:

00 B 2!
f00 =[ " sy = [ | XVs l}dy - 5[y } I

-1 4 2 4| 2

f(y) = :of(X,y)dX = I: X4—y+l:|dx = %|:_i| —[X]
- 0

F(x) = P(X<x) =j_xwf1(u)du = j:du = [u]2= x 0<x<1

y y 2 y 2

K(y) = PY<y) =j f,(v)dv = j {V;Zl]dv _ %{V?+4v} _ y +t8y+7 _1<y<1
—o0 -1
-1

16
( 0 x<0 6 y<-1
24,2
-1 +1
XV =1 X+1 5001 —1<y<1
16 2
Funcién de distribucién conjunta: F(x,y) = < X 0<x<1,y2>1
2
+8y+7
y roy=’ _1<y<1, x>1
16
\ 1 x>1,y>1

Las funciones de densidad marginales se pueden hallar a partir de la funcidn de distribucién conjunta:

filx) = ——=-—-(x=1 fly) = —— 16 3

SF(x) 3 SR(y) _ 8 v2+8y+7 _y+4
9x  9x 9y 9y

O bien, a partir de la funcién de densidad:
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0 = [ foxoy)dy = I_ll {ﬂ+l]dv = %[y—} + %[v]il =1
-1

4 2 2
o 1xy 1 y | x? g y+4
B = [ foovax = [ | X Slax = X2 2l = 122
2(V) _w( y) 0|:4 2j| 4|:2:|0 2[]0 8

Funciones de densidad condicionadas:

fly /) = Tl BUEAR A2 gy
1
Hx/y) = f(x,y)  (xy+2)/4 2xy+4 £ £,(x)

Lly)  (y+4)/8  y+4

Las variables X e Y no son independientes al ser f(x,y) # f,(x). f,(y)

9 9
Z= X-Y t I9x 39 1 -1
d) En la transformacion J=M= XSV =3=%0
T= X+2Y 3(x,y) (St St 1 2
9x Yy
por lo que existe la funcién de densidad g(z,t)
9x 9x
Despejando (X,Y) en la funciénde | _ Sixy) _ S8z 9t
(2,T) se calcula el jacobiano 1 9(z,1) 9y Iy
9z 3t
w2247
Z= X-Y 27=2X-2Y ! 9(x,y) [2/3 1/3] 1
—> - - 1 = = = —
T= X+2Y T= X +2Y yo2+T 9(z,t) |-1/3 1/3] 3
3
La funcién de densidad: g(z,t) = f[hl(z,t), hz(z,t):|. |Jl|
272+t -7+t O0<x<1l — 0<2z+t<3
h(z,t) = ——— | hy(zt) = ——
3 -1<y<1l —» -3<-z+t<3
|:22+t:||:—z+t}
3 3 1 (2z+ t)(-z+ t)
g(zlt) = T o
4 3 108
2 2z+ t)(-z+ t
XY*2 pex<1 -1<y<1 @z+0024Y 5 5o hte3, —3<—z1t<3
fix,y) =1 4 g(z,t) = 108
0 enelresto 0 en el resto
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ﬁ Sean (X,Y) dos variables aleatorias independientes, cada una con la funcién de densidad:

e* x>0 e’ y>0
fy (x) = fyly) =
X { 0 otrocaso Y 0 otrocaso

uim k

Calcular la funcidn de densidad de la variable aleatoria X+Y
Solucién:

Por ser variables aleatorias independientes, la funcién de densidad conjunta de la variable aleatoria
bidimensional X +Y es:

XY x>0,y>0

fo(xy) = {e

0 otro caso

U=X+Y u>0

siendo, x>0 e y>0 — { u>v
v>0

Transformacion: {

Despejando (X,Y) en la funcién de (U,V) se calcula el Jacobiano:

9x 8x
U=X+Y X=V Ju IJv 0 1
IR S o= Sy) _ _ Y
V=X Y= U-V 9(u,v) %y 9y 1 -1
Ju v

Funciéon de densidad de la transformacion |:h1(u,v) =v ; h,(u,v)=u- v:|:

fuv(uv) = fy[hyuv), hyluv) ]Iy = fy[vou=v]. )| = fiey[v,u=v]. |- = £ [v,u-v]

V-V 2 e ys0,v>0,u>v

e
fuvluv) = fylv,u—-v) = {
0 otro caso

Como se quiere obtener la funcién de densidad de la variable aleatoria U=X+Y, se calcula la funcién
de densidad marginal de U:

ue™ u>0

) = [ fydv = [Terav = eV = uer )=
v o UV 0 [ ]° v 0 otro caso

Portal Estadistica Aplicada: Variables Aleatorias 98



UAM

Liniversidad Autdnoma
de Madrid

Portal Estadistica Aplicada: Variables Aleatorias



»
UA Universidad Autdnoma
de Madrid

e
%'E}M VARIABLES ALEATORIAS

dm DA oF
5 \j\f‘,i;/,//c:m:l,'mc.m

AN RE

L3

E= 00D, »

Instrumentos Estadisticos Avanzados

Facultad Ciencias Econdmicas y Empresariales
Departamento de Economia Aplicada
Profesor: Santiago de la Fuente Fernandez

Portal Estadistica Aplicada: Variables Aleatorias


https://www.estadistica.net/

