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g ESTIMADORES PUNTUALES : INSESGADEZ. EFICIENCIA

La variable aleatoria poblacional "renta de las familias" del municipio de Madrid se

= distribuye siguiendo un modelo N(u, ) . Se extraen muestras aleatorias simples de
- = tamafo 4. Como estimadores del parametro p, se proponen los siguientes:
A Xyt 2X, +3X%; .~ X3—4x, A =
= = =X
My 6 M _3 M3
Se pide:

a) Comprobar si los estimadores son insesgados
b) éCudl es el mas eficiente?

c¢) Situviera que escoger entre ellos, écual escogeria?. Razone su respuesta a partir del Error Cuadratico
Medio.

Solucién:

a) Un estimador 0 es insesgado (o centrado) cuando se verifica E(é) =0

. [ x, +2
(i) = E X, + x2+3x3} 1

1 1
. = EE[X1 +2x, +3x3] = g[E(x1)+2E(x2)+ 3E(x3):| = E[Gu] =u

E(l:lz) =E _3

1 1 1
} = —§E|:x1—4x2:| =—§|:E(X1)—4E(X2):| =—§[—3H:| =H

E(ﬁs) =E

x1+x2+x3+x4}

2 = %E[Xl + X, +X3+X4:| = %[E(Xl) +E(X2)+ E(X3)+E(X4):| =

1

—| 4 =
JLan]=mn
Los tres estimadores son insesgados o centrados.

b) El estimador mds eficiente es el que tenga menor varianza.

V[l:ll] _ V[Xl +2X2 +3X3:| — %V[X1+2X2+3X3] =

6

1 1 2 14 , 2
= —|V(x,)+4V(x,)+9V(x = —| 140 =—o0“=0,390
36 [V0xa) +4V(%;)+ 9V (x5) 36[ ] >

] W 55« 2 g Jves) v )-

— é[ﬂ&]: %02 = 1,890
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. 1
V[i,] = V[X1+X2:x3+x4} = VDt ax] =

1 1 4
= o[V + VIR + Vi) +Vix) ] = [ 46® |= —-o? = 0,256

El estimador [i, es el mas eficiente.

c) ECM(B)=E(0-0)2= V(B) + [b(é)]2 sesgo b(é):[E(é)—e]

Al ser los tres estimadores insesgados b(é) =0 > ECM(é) = V(é)

El error cuadratico medio coincide con la varianza, por tanto, se elige el estimador [i, por presentar

menor varianza.
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g ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ. EFICIENCIA

El peso en kilos de los jamones vendidos por una empresa sigue una distribucién normal con
varianza 4 y peso medio desconocido. Se conoce que el peso medio de los jamones vendidos
es superior a 5 kg, y se toman m.a.s. de tamafio 4 para estimar 0.

éCual de los dos estimadores seria el mejor respondiendo a la insesgadez y eficiencia?
A X, + X, +X A X; + X
_ X T X T X, _ X TX
0, = 0, =
4 2

Solucién:

Lav.a X; = 'pesoenkgdelos jamones' sigue una distribucién normal de varianza c’=4

Para estudiar la insesgadez de los estimadores se calculan sus esperanzas:

3

m} - %[E(x1)+E(x2)+E(x3):| = Ze

E(6,) = E{ A

El sesgo del estimador él sera: b(él) = E(él)— 0= %9 -0 = —%9

Xy + X,

1 2
; ]: EEE(X1)+E(XZ):|= Ee =9

E(D,) = E|:

El estimador éz es insesgado, b(éz) =0

Atendiendo al sesgo se elige éz

Para analizar la eficiencia relativa de los dos estimadores se calculan las respectivas varianzas
ViOy) = V|F—— | = [V(x, + %, +x3)] = E[V(x1) +V(x;) + V(X5) ]

Observaciones
independientes

Vix)=4 16 16

3
4

X 1 1 1
v(d,) = V[XHT’%} = Vi +x,)] = Z[V(x1)+V(x2)] = ,8=2

Respecto a la varianza se elige el estimador 6, por ser el de menor varianza.

Aparecen decisiones contrapuestas, de modo que el estimador se elige en base al error cuadratico
medio: ECM = Varianza + (sesgo)>

2 2
3 ( 0 ) 0%+ 12

ECM(D,) = —+ O e ECM(6,) = 2+0 = 2
(6,) 2 16 (6,)

4

Se analiza cuando es mayor el ECM en el primer estimador 0, :
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91“;12>2 > 07>20 = [0]>20 ~ 4,47

ECM(6,) > ECM(D,) —
Si 0 es en valor absoluto mayor que 4,47, el error cuadratico medio de 61 es mayor, con lo que se elige

el estimador 0, .
Se conoce que el peso medio de los jamones es superior a 5 kg, no queda duda que el estimador a elegir

(con menor error cuadratico medio) es 0,
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g ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA. CONSISTENCIA

La distribucién de ingresos de cierta poblacién es una variable aleatoria con media p
desconocida y varianza o> también desconocida. Se desea estimar el ingreso medio de la
poblacién mediante una m.a.s. de tamaiio n, respecto de la insesgadez y de la eficiencia.

éCual de los dos estimadores se eligen?. éSon consistentes?
1 < 1<
Wy = —— 2 X Uy = — in
n-1¢ n
i=1
Solucion:

Sealav.a x; ='ingresos de cierta poblacion' sigue una distribucién normal N(p, o) . Para analizar el

sesgo de los estimadores, se calcula la esperanza:

1 % 1 c 1 %
E(p,) = E| — x| = ——E X | = —— x——n
()= B[ =0 D x| = = E D x| = = D Ebx) () = —op
i=1 i=1 i=1
. A . A 1
El sesgo del estimador [i, sera: b({i,) = E(ji;)— p= —1u p o= —1u
n_
. 1y 1. | 1% 1
E(fi,) = E —in - in - —ZE(xi) = Z(nhp) =
n i=1 n i=1 n i=1 n

El estimador |1, , que es la media muestral, es insesgado (centrado) y el estimador que se elige.

La eficiencia de los estimadores se analiza a través de su varianza:

V(i) =V Ly X 1 v ix 1§ V(x 1 (no?) no’
n-150 et ] e-0rE T (-D° (n-1)2

V(ﬁz)=V%;Xi =ni2 Z ZV(X) )="T

i=1

El estimador mas eficiente sera el de menor varianza. Comparando las varianzas de los estimadores:

2 2
~ (& nc
Viji,) = — <
M n (n_l)z

= V(fi,) puestoque (n—1)* < n?

El estimador [1,, que es la media muestral, es el mejor tanto al sesgo como a la eficiencia.

n0'2

lim E(,)=pn vy I|m V()= lim =0
Los dos estimadores n—® Yonow (n—1)2
son consistentes: o2
lim E((,,)=p vy I|m V(g,)= lim —=0
n—oo n-so N
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g ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ. ERROR CUADRATICO MEDIO

" - 3%, —2X, +X
M1 =X fi, ==+ 62 :

Solucién:

a) Insesgadez:
E(fy) = E() = p — b(iy)=0

3X; —2X,; +X3

1 1 2 1
c ]: E[3E(x1)—2E(x2)+E(x3)] = g(3u—2u+u) =g =3k

3
. . 1 2
Sesgo: b(p,) = E(p,) —p = JHH= K

E(ﬁz) = E|:

Respecto al sesgo es mejor el primer estimador [1, que es insesgado o centrado.

Varianza:
2
Var(y,) = o

3%, —2X, + X3

1 1
6 ) = S Var(3x -2+ x5) = —[9Var(x) +4Var(x,) + Var(x;)] =

Var(p,) = Var(

14, 7 »

= i 90‘2+462+62:| = c c
36 36 18

. . . n 7
Respecto a la varianza es mejor el segundo estimador p, por ser —o?< o’

El mejor estimador sera el que presente menor Error Cuadratico Medio:

ECM({i;) = V({) + [b{i)] = 6%+ 0 = o

a N ~ 2 7 2 2 2 7 2 4 2
ECM({i,) = V(ji,) +[b(i,)] = 0t 3] = o gk

El primer estimador i, serd mejor si:
4 X 18 2 2 8 2

o’ < l62+iu2 S U iuz - o’< W - olf< —p
18 9 18 9 9x11 11
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ. ERROR CUADRATICO MEDIO

' Para analizar la caracteristica media p de una poblacion, se extraen m.a.s. de
| tamaiio n, considerando los estimadores de la media:

A — A 1
=X = E X
M1 Hz n+1 s i

a) Estudiar la insesgadez, la eficiencia relativa y la consistencia de ambos estimadores
b) Elegir uno de los dos en término del error cuadratico medio

Solucién:
a) Insesgadez:
. _ 1 1 1
« E(fy) = E() = E[ =D x |= —E =)'x ZE(xi) == () =p
ni 1 nl 1 i=1 n
Sesgo: b(ji;) = E(jy) —p= p-p=0

. 1§
+ ) = E[E;XJ_ n+1 EZXJ —.

1 n
 E() = L () = "
7 n+1 n+1

—>0cuandon— ®©

r_’%
. o ny np—npu—p U
b =E -u= — —p= ———— " = -
(K1) () — p o1 M 1 -
%,_/

. sesgado
asintoticamente

Eficiencia: Sean dos estimadores insesgados él y éz de un parametro desconocido 0. Se dice que él

es mas eficiente que éz si se verifica: Var(él) < Var(éz).

Var (él)
Var (éz)

V() = V® = VEY %) = 5 Y vix) = S (ne?) = <
nis n i1 n

i = v S e S = et = g2

V‘“Z"V[MZX'] (n+1)2.zv(x') (n+1)2(n6) (n+1)26

ar(fy,) _ c?/n _ (n+1)?
Var(i,)  no?/(n+1)2 n?

La eficiencia relativa se mide por la ratio

Eficiencia relativa:

>1 — Var(ji,) > Var(ji,)

El estimador |1, tiene menor varianza, por lo que es mds eficiente que |1,

Instrumentos Estadisticos Avanzados 9
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Consistencia: Un estimador © es consistente cuando lim E(é)=0 y lim V(é)=0
n — oo n —©

lim E(i,)= lim E(X) = p
n— o n— o

[, = o2 es consistente
lim V()= lim — =0
n— o h—> o N
lim E(1,) = lim BT
. n— o Ha _n—> © K n+1 H]=H
K, = es consistente
lim V({i,)= lim 2| =
n— o (uz) n—>oc>|:(|—\_|.]_)26 :|

b) Se elige el estimador que presente menor error cuadratico medio (ECM):

ECM(6) = E(6—0)2= V(6) + [lo(é)]2 sesgo b(0) = [E(é)—e]

2 2
~ N ~ (e) (o)
ECM(y,) = V(f,) + [ b(f,)] = —+0=—

2 2 2
ECM(fi,) = V(ﬁ2)+[b(ﬁ2):|2 = ﬁ62+ (Lp) _ o +p

n+1 (n+1)2
n n N 6 no’l+p?
El estimador |1, sera elegido si ECM(j;) < ECM(p,) » —< ———
n (n+1)
2 2 2 2 2 2 2
nc* + noc c nc
‘: = 2 T A 7 > — S 2t A 2
(n+1) (n+1) (n+1) n (n+1) (n+1)
6_2_ no? n? (n+1)?6?-n?c? Th
n  (n+1)?  (n+1)? n(n+1)2 ~ (n+1)?
2 2 2
(2n+1)0'2 < 7 BN (2n+1) < u_z
n(n+1) (n+1) n c
[ 2n+1 2 ) . )
Si < — — J, seeligeantes que [i,
n (o]
P
2n+1 _ p? . , .
Si 2 — — H, seelige antes que 1,
n (o]

Instrumentos Estadisticos Avanzados 10
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g ESTIMADORES PUNTUALES: INSESGADEZ

4 GASTOS

™Y La variable aleatoria X representa los gastos mensuales de una empresa, cuya funcién de
densidad es f(0, x) = 0x°~1 con 0>0 y 0< x < 1. Se realiza una muestra aleatoria

\‘ simple (m.a.s.) de tamafio 3, y se proponen tres estimadores:
2 2 2
A " X] +2X; +3x%5 " X3 —2X; + 4Xx,
0, =X 0, = . 0, = .

a) Calcule los sesgos
b) Sila muestra que se obtiene es (0,7; 0,1; 0,3), calcule las estimaciones puntuales
¢) éCuales son las funciones estimadas para las estimaciones anteriores?

Solucién:

3
donde,
@© 1 1 1 0X9+1 e
= f(x, 0) dx = f(x,0) dx = 0x*tdx = | 0x%dx = =
n I_wx (x, 0) dx on (x, 0) dx on X X IO x° dx [6+1L i1
~ 0 N A 0 02
Sesgo: E(0.)= —— — b(O.) = E(6,) -0 = -0 =—
g B = 1 (0] = £ 0+1 0+1
" x2 +2x% +3x2
. E(§,) = E|: : il E(%) + 2E(x3) + 3E(x) | = 1(6(12) = a,
) ) )
[} 1 1
o, = E(x?) =I x2 f(x, 0) dx =I x2 f(x, 0) dx =j x20x%1dx =
—00 0 0
1 9X9+2 1 0
0 0+2 o 0+2
2 2 2
N X7 +2%x5+3x
E6,) = E[ ! 2 3] _ 1 E(x?) + 2E(x2) + 3E(x2) | = a, = 0
6 — — — 0+2
o, o, a,
; . 0 0°+0
Sesgo: b(0,) = E[O,]) -0 = -0 = —
go: b(0) ( 2) 0+2 0+2
A X3 —2X, +4Xx 1 1 1
.E(03)=E{ 3 g 2}: E|5|:x3—2x1+4x2:|: EBM)ZE”

Instrumentos Estadisticos Avanzados 11
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w 1 1 1 6+1 1
p= Jl_wxf(x,e) dx = onf(x,e)dx = onex"—l dx = -[o 0x%dx = [eg_l_ll: 0

A A 1( 6 202 +0
esgo: b(d;) = E(B,) 2( e+1) 2o

b) Las estimaciones puntuales de la muestra (0,7; 0,1;0,3):

5 _ 0.7+0,1+0,3

" = 0,367
3
0,72 +2.0,1% +3.0,32
0,= = 0,13
6
n 0,3-2.0,7+4.0,1 A
0;= 6 = — 0,117 — Nopuede ser, puestoque 6 >0

c) Las funciones estimadas para las estimaciones de la muestra:

6, > (0,367,x) = 0,367 x>~ = 0,367 x &2
6, > £(0,13,x) = 0,13x>"*~* = 0,367 x ¥

Instrumentos Estadisticos Avanzados 12
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA

La distribucion del peso de las manzanas de una determinada cosecha sigue una distribucion
normal, cuyo peso medio es desconocido y cuya desviacion tipica es de 7 gramos.
Se pide:

a) Analizar cudl de los estimadores [i,, [i, del peso medio es mejor respecto del sesgo y de la eficiencia,

para una muestra aleatoria simple de tamafo cinco.

5
n 1 o . . ,
b) Si p, = s E X; Y Hy= X + 2X, + 3X3 — 4%, — Xg, obtener los pesos medios estimados a partir de
i=1

la muestra (125, 135, 130, 137, 142).
Solucion:

a) El peso de las manzanas sigue una distribucion N(p, 7). Se calculan las esperanzas para analizar el

sesgo de los estimadores.

. 1 1
E(fy,) = E[ngi} = EE[

= p+2p+3p—4p-—p=p

5
S DE[x]= <m0 = n
i=1

E(x,) + 2E(x,) + 3E(x3) — 4E(x,) —E(xs) =

i=1

5

Los estimadores [1,, [i, son insesgados (centrados).

Para analizar la eficiencia de los estimadores se obtienen las varianzas:

. 1 1 | 1< 1 49
V(i) = V E;xi =2V in _E;V[X‘] = (5049 = —

i=1
V([,) = V(x; +2x, +3x3 —4x, — Xs) = V(x;)+ 4V(x,)+ 9V(x3)+ 16V(x,)+ V(xg) =
= (49) + 4 (49) + 9 (49) + 16 (49) + (49) = 31(49) = 1519

Como los dos estimadores son insesgados y V([i,) < V(fi,) se elige como mejor el estimador i, , el

peso medio de la muestra de las cinco manzanas.

Instrumentos Estadisticos Avanzados 13
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g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD. EFICIENCIA. CONSISTENCIA

= Un atleta olimpico de salto de altura se enfrenta a un listén de 2,3 metros. Su entrenador desea
~_ 471 estudiar el comportamiento del saltador. Sabe que el nimero de saltos fallidos por hora es una
variable aleatoria distribuida como una Poisson de parametro A.

a) Calcular el estimador maximo verosimil del parametro A.
b) Analizar sus propiedades.

Solucién:

a) MAXIMA VEROSIMILITUD: El estimador de maxima verosimilitud (probabilidad conjunta) de 0 es el
formado por los valores (él, ., én) que maximizan la funcion de verosimilitud de la muestra

(X1, '“,Xn) obtenida:
L(6) = L(X; 0)= L(x,, ---,x,;0) = P(x,,0)---P(x,,0) casodiscreto

En muchas ocasiones, es mas practico encontrar el estimador de maxima verosimilitud al considerar la
funcién Soporte o Log-verosimilitud InL(X, 0), en lugar de la funcién de verosimilitud L(6), ya que es

mas facil de manejar y presenta los mismos maximos y minimos.

"o ~ InL
Se despeja 6=(0,, --- ,0,) delaecuacion: % = 0 y se obtiene el estimador de maxima

0=6
verosimilitud E.M.V(é)

En este sentido, sea lav.a. X = 'Numero de saltos fallidos por hora'

X

En la distribucion de Poisson: P(X=x) = 7»_' e donde, E(x)=A , V(x)=A
x!

La funcién de verosimilitud L(X, ) en una muestra aleatoria simple de tamafio n:

n

2%
n X1 Xn i=1
L) = Lx,A) = []Pixod) = 2o et 2l o 2T ooma
1 X! X, ! H |
X;!
i=1
Funcidn soporte o Log-verosimilitud:
-§1Xi ix' n n n
INL(X,A) = In 7; e™ | =A™ )= in(J]xH+ mEe™) = > xnr - > in(x!) - ni
X! i=1 i=1 i=1
_|=1 -

InL(X,A) = D xInd = Y In(x!) — nA
i=1 i=1

Instrumentos Estadisticos Avanzados 14
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Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV (L), se deriva la expresidn anterior respecto

del parametro para obtener, sustituyendo A por A

SInL(X:)\') =0 - ini —n =0 - i = i=1 =X
I A=2 i=1 A \ :

A=A

El estimador de maxima verosimilitud (estimador que ofrece mayor credibilidad) viene dado por la
media muestral EMV(?A») =X

b) Propiedades de Insesgadez, Consistencia y Eficiencia

Insesgadez

El estimador A es insesgado (centrado) si E(}z) =A

ER) = E[E ixi} - LeEx) =2 Y Ex) = =) = &
n i=1 n i=1 n =1 n

i=1

. _ 1 1 < 1 A
V(A) = V(X) = V(; inJ = n—zi;V(xi) = n—z(nM =

Consistencia

Cuando no es posible emplear estimadores de maxima verosimilitud, el requisito minimo deseable para
un estimador es que sea consistente.

El estimador A es consistente cuando lim E(?A») =A vy lim V(?A») =0
n— o n— o

lim ERQ) = lim A=A y lim V(&) = lim Ao

n — o n— o n— o h—> o N

El estimador . es consistente

EFICIENCIA: Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centradoy de varianza minima.
La varianza minima se analiza en virtud de la acotacién de Cramer-Rao:

. [1+b(i)]
V(A) = CCR = 5
E SInP(xy, %5, ==+ , X, 5 A)
A

La cantidad de informacidn de Fisher I(A) puede simplificarse en una muestra aleatoria simple (m.a.s.),
obteniendo la expresion:

9InP(xy, Xy, ==+ , X, ; 7»)]2_ N E|:9In P(x ; l):|

= E{ 92 9

Instrumentos Estadisticos Avanzados 15
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A 72 o
i 1+b(} b()=0
vii) > ccr = —LLr00)] - > V(i) 2 cer= L _
$InP(x; M) $InP(x; M)
n.g| 2P n.g| SINPO M)
Yy Yy

El estimador es eficiente cuando V()A») = CCR

X
Siendo, P(X=x) = — e
x!

InP(x,A) = In {l_:e-x} = xlnA — In(x!) — A
x!

3InP(x,A) X 1= X—A
9 A A
2 2
S1InP(x, A) X—2A 1 2 1 —2 1 A 1
E[T} = E[ A ] = FE(X—K) = FE(X—X) = k_ZV(X) = 2 =
- - 1
En consecuencia, V(A) > = -
1 n
"

. . , A
El menor valor de la varianza del estimador sera —
n

R . Y n
Se sabe que V(A) = V(X) = —, lo que muestra V(A) = CCR, el estimador empleado es eficiente.
n

Instrumentos Estadisticos Avanzados 16
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD

VEROSIMILITUD

Una muestra aleatoria (x,, :-- ,x,) de la poblacién tiene como funcién de densidad

£ ()= szee" si x>0
[}
en el resto

Hallar el estlmador de maxima verosimilitud de 0
Solucién

Funcidn de verosimilitud L(0)

L(e) = fe(Xl) fe(Xz) .o fe(Xn) = |:92X1e_exli| |:92X2e_exzi| . |:92Xne—exni| _

= 02" (xg ... x,) @ (Xt O O) _gan

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

L(6) = 6™ (x; ... X,) e_e‘gxi — InL(®) = In(OZ" (Xg ooe Xp) e_eElXiJ
= 1 e Xp = 1 %n

InL(©) = (2n)in6 + In[ [xi- 6D % — InLO) = (2n)In6 + D Inx; — 8D x
i=1 i=1 i=1 i=

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud de 0 se deriva la expresion anterior respecto al
parametros sustituyendo 0 por 0, e igualando a cero:

9InL(6) _ | 2n : _ A 2n
( 39 Je = F— ZXi =0 > 0= n

=6 i=1 Jo-p
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{’ ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD
£ ".u'?'ﬂ

; ) ' Sea la distribuciéon N(u, 6), con la media y varianza desconocidas.
M
”‘ ,i[ Calcular los estimadores maximo-verosimiles de p y >
Solucion:
1 (x—p)?
2
Funcién de densidad poblacional: f(x,u) = ——e 20
o427
Funcién de verosimilitud:
1 _x1 - 1 _xp -y 1 _(xp—n)
2 2 2
L(X; u’62)= — o 20 — @ 20 o0 0 — e 20 —
2nc? 2nc? 2nc?
2 (-
i=1
1 - 2 02
-7 o a®
(27)2(c?)2
Funcion soporte o Log-verosimilitud:
[ Zn: (x; - w)? ] \
i1 Z(Xi - lvl)2
1 B 2 n n i
. 27 _ L 2o __h _h 2y
n[LO w0 = In|— e = —2In21) - In(c’) —
(2m)2(c7)?

i(xi - lvl)z

In I:L(X; u,cz):l = —gln(Zn) - gln(cz) - T

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de i y &% se deriva la expresién anterior

respecto de los parametros, sustituyendo p por i e o’ por &%, eigualando a cero:

n

(Xi_ﬁ-) X;
9InL(X; p, 62) B ; z
Su " B

— =0 > fi= =X
=i

SInL(X; p, c?)
9¢6?

i(xi_u)z i(xi_u)z
=1 =1
:|o'2

I
Q>
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9%InL(X; n
La condiciéon de maximo se verifica, pues: % =-—<0
7! . c
p=p

Los estimadores maximo-verosimiles de p y o2 son la mediay la varianza muestrales.
n
— 2
2 (% —X)
~2 i=1

Enconclusién, p=X y 6°=—=o¢
n
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g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD

Sea (x,, ‘- ,X,) una muestra aleatoria de tamafio n, distribuida segun f(x, 6) con 6
desconocido, donde X representa el tiempo mdaximo necesario para determinar un proceso
en segundos:

® 0<x<1;0>-
f(x’e):{(6+1)x 0<x<1; 0>-1

0 otro caso

a) Determinar el estimador maximo verosimil de 0

b) Determinar la estimacion maximo verosimil de 6 en una muestra aleatoria simple constituida por los

datos:
07 09 06 08 09 07 09 08

Estimar la probabilidad del tiempo maximo necesario para terminar un proceso, que no exceda de 0,25
segundos ni supere los 0,75 segundos.

20+1
c) Determinar el estimador maximo verosimil de: (i) 0+ 1 (i)

Solucién

n
a) Funcidn de verosimilitud: L(6) = L(X,0) = Hf(xi,e)
i=0

L(Xy, Xy, «e X3 0) = [(0+2)x8][(0+2)x8] ... [(6+2)x¢] = (9+1)"1£[xie
i=0

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

INL(X;, Xy, oon , X, ; 0) = |n[(e+1)"Hx?J = In(0+1)" + In[Hx?] = nin(6+1) + 6) Inx,

i=0 i=0 i=0
Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV (0), se deriva la expresion anterior respecto

del parametro para obtener, sustituyendo 6 por 0

SN L0xy, Xy, oo, Xy O) | = Zlnxi =0 > = —zlnxi
36 oy O0+1 = 0+1 o
O =EMV(O) = —— " _1

n
Z:Inxi
i=0

b) El estimador maximo verosimil de 6 con los datos de la muestra:

0 = — 8 -1 = 3,027
In0,7+ In0,9+ In0,6+ In0,8+ In0,9+ In0,7+ In0,9+ In0,8

Estimador méximo verosimil 6 = 3,027
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De otra parte,

0,75 . 0,75 . 5 . o+l o7
P(0,25 < X < 0,75) = j £(X,B)dx = j' B+1)x° dx = (6+1) — -
0,25 0,25 (9+1) 0.25
~ 10,75
_ Xe+1| = 0,757 _ 0.254%7 _ 031

0,25

La probabilidad del tiempo maximo necesario para terminar el proceso (entre 0,25 y 0,75 segundos) es
0,31

20+1
0-1

EMV[8+1] = EMV[O] + 1 = 8+ 1 = 3,027+ 1 = 4,027

c¢) Estimador maximo verosimilde 0+ 1 y

EMV 20+ 1 _ 2EMV(0) + 1 _ 2Ae+ 1 _ 2x3,027+1 _ 2,493
-1 EMV(Q) — 1 0-1 3,027-1
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g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VERSOSIMILITUD

Calcular el estimador maximo verosimil del parametro 'a' de las funciones:

a) f(x,a)=a%

* siendo x > 0 en muestras aleatorias simples de tamafio n
b) f(x,a)=ae ®* para x>0, a>0 en muestras aleatorias simples de tamafio 2
Solucidn:

a) Funcidén de verosimilitud:

L(X,a) = L(xy,X,, ==+ ,X,;a) = (e *).(a%e ") ... (a’e™®*) = a’"e '=!

n
—ain

n
Funcién soporte o Log-verosimilitud: InL(X,a) = In(a®"e '=! ) = 2nlIna - ain
i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV(a), se deriva la expresién anterior respecto del
parametro para obtener, sustituyendo a por a e igualando a cero:

3InL(X,a)
Ja

b) Funcién de verosimilitud: L(X,a) = L(x,, X,;a) = (ae ). (ae ) = a?e 2 +x)

Funcién soporte o Log-verosimilitud: InL(X,a) = In [a2 e 2l ”2)] = 2lna — a(x; +Xx,)
Derivando respecto de a, igualando a cero y sustituyendo a por a:

3InL(X,a 2 . 2 1
SlnliX,a) = ——(X; +X,) =0 — a= = —
Ja aey A a=3 X;+X, X
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g ESTIMADORES PUNTUALES: MAXIMA VEROSIMILITUD. EFICIENCIA

oE Q En un estacionamiento el nimero de veces que se abre la barrera en un intervalo de 10
el minutos, para que pasen vehiculos en un sector de seguridad, se considera una variable
g E = = aleatoria con distribucién de Poisson de pardmetro A desconocido.

)

J

a) En una muestra aleatoria de 8 intervalos de 10 minutos cada uno, elegidos de forma independiente,
se registra para cada intervalo el valor que toma la variable en estudio.

.3 [ s [ 8 | 7 | 4 | s [ 6 | 2 |

Encontrar la estimacidn maximo verosimil de A

b) Sea (x,, ‘- ,x,) una muestra aleatoria de tamafio n que sigue una distribucién de Poisson. Si

n
N X; X, + 3x . . . . <
A= E — A, = % son estimadores. Determinar el mejor estimador del parametro A
n
i=1

Solucién

a) X="Numero de veces que se abre la barrera en un intervalo de 10 minutos", X ~P(A)

X

—_— _x e
P(X,A) = X!e x=0,1,2,...

0 otro caso

e
et ... e = e
X !

n
Funcién de verosimilitud: L(A) = L(X,4) = [ [ P(x, M) =
i=1

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

n
X

i=1 ixi n n n
InL(X,%) = In 7“n e™ | = In(A'=? )—In[H xi!J + Ine™) = Y xInk — Y In(x!) - nd
i=1

i=1 i=1
I I X;!

i=1

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud EMV(A), se deriva la expresion anterior respecto

del parametro para obtener, sustituyendo A por A

n ixi
$iInL(X,A)|  _ o _ inl I N W =
A A=24 i=1 A Y n

A=A

El estimador de maxima verosimilitud viene dado por la media muestral EMV(}t) =X
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Utilizando la muestra aleatoria de ocho intervalos de 10 minutos, se obtiene el estimador maximo

verosimil:

3+5+8+7+4+5+6+2
2 =

A= 5

En consecuencia, en una muestra aleatoria de ocho intervalos de 10 minutos cada uno, elegidos de
forma independiente, la estimacién maxima verosimil corresponde a que la barrera se abre 5 veces.

b) Se analizan si los estimadores son o no insesgados, esto es, si la esperanza del estimador coincide con
el parametro a estimar.

n

ER,) = E| ) 0| = lzn:E(xi) = % = A
i=1

~in n &

X; +3X,
4

A+3A _

E(k,) = E( ) = %[E(x1)+ 3E(x,)] =

Ambos estimadores son insesgados.

Varianza de cada estimador:

n

Vik,) = v| Y —1Zn:V(x)—"7“—7‘
1/ — | T 5 il — 5 —
i=1n n2i=1 n2 n

a X, + 3X 1 A+ 9A 10 A 5\
V(A,) = V Q) = —[V(x,)+ 9V = — _24A
(2) ( 4 16[ () + V()] 16 16 8

La efectividad de los estimadores depende del tamafio de la muestra:
e Silamuestraesigualal (n=1) — iz es el estimador mas eficiente

» Silamuestraes mayorquel (n>1) — 7:1 es el estimador mas eficiente
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA

- M Enunadistribucién N(u, G) se estima la media poblacional p mediante la media de una
-J( muestra aleatoria simple (x;,x,,-*+,x,) por medio de la funcién muestral:
n
3
N =1
1}
n

Estudiese la eficiencia del estimador.
Solucién:

Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR

Para hallar la cota de Cramer-Rao se necesita saber en primer lugar si el estimador es insesgado o no, se
calcula para ello la esperanza matematica:

ZIX

E(f) = E[ = ZE(lx) = ZlE(x) = [E(x1)+ 2E(x,) + 3E(x3) + -+ + nE(x,)] =
= l[1,t+2u+ 3p+ -+ +np)] = E[1+2+ 3+ .- +n] = B, (+1)h = (n+1)u
n n }\ 2 2
El) = e+ b —> sesgo: b(E) = E@)-p= " tu-p =" Tp

Varianza del estimador:

ZIX

V(i) = ZV(lx) Z. V(x) = —[1 V(X)) + 22V(x,) + 32V(x) + - + n?V(x,) ] =

2
= iz[lzcz—k 2262+ 3262+ eee 4 nzcz:l — 6_2[12_'_ 22+ 32+ e F n2:| — U_\&}\(n+1é(2n+1)
n n
2
n o (n+1)(2n+1
V(§) = (n+1) )
é6n
2 ,
1+b 2
Cota de Cramer-Rao: CCR = [ (0] _ [1+b(ﬁ)]2= [1+n 1@ _ (h+1)
[ ot 2 :
Su
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La Informacién de Fisher I(n) = nl,(p) de la muestra se obtiene a partir de la funcion de densidad

poblacional:
InL(X,p) T InL 2
(W) = E S InL(X,p) [ _ N E 38 InL(x,u)
Su Su
1 _x-p)?
2
Funcién de densidad poblacional: f(x, u) = e 2°
o427
_(x—1Lt)2 5
. . 262 1 (X—M
Tomando logaritmos neperianos: Inf(x, 1) = In e = —Ilno - =In2w — 5
c.2T 2 20
Inf 1 - Inf 2 —n)?
Derivando respectoa Sinflw) _ ~[-2(x—p)] = X 2” nflx, w1 _ X f)
Su 20 c Su c

Sp o

SInf(x,u)Tz E[(x—u)z} _ o’ _ 1

La esperanza matematica: E[

Atendiendo a la aditividad de esta medida: I(n) = nly(p) = LZ
c

CCR — [1+b()] _ (h+1)°6°
e omnflx, ) 2 4n
L

Cuando n>1 la varianza del estimador es mayor que la cota de Cramer-Rao, con lo que el estimador no
es eficiente:

o’ (n+1)(2n+1) S (n+1)* 6>
én 4n

= CCR

V(i) =

2
Sin=1 V(i) = CCR = o el estimador es suficiente.
n
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENC IA

En una distribucién N(u, 6) se estima la media poblacional p mediante la media de una
A 2
.. . . . . ©
v\ / muestra aleatoria simple (x,,x,,+*,x,) . El estimador es insesgado y su varianza V(x) = —.
) n
Demostrar que la media muestral es un estimador eficiente.
Solucién:

La varianza de un estimador verifica siempre la Cota de Cramer-Rao: V(é) > CCR.

Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR

1
Para obtener la cota de Cramer-Rao se parte CCR = SInf 3
de la funcién de densidad poblacional: E M
Sp
1 _bx—pp
2
Funcién de densidad poblacional: f(x, p) = e 2°
o271
Tomando logaritmos neperianos, se tiene:
1 _bx—pp 1 5
2 —
Inf(x, n) = In e 2@ | = —ino - tinan - ¥ ’;)
G./2T 2 20

Derivando respectoa i :

SInf(x,n)
Sp

bl - 5 o (S e

Slnf(x,u)}z_ E[(x—u)z} o2 1
LT LS

La esperanza matematica: E
S c c c

Sustituyendo el valor de la esperanza matematica en la expresion de la cota para estimadores
insesgados:

2

CCR = 1 L.

o g 9Inf(x, ) niz n
L s

La varianza del estimador coincide con la cota de Cramer-Rao, V(x) = CCR, concluyendo que la media
muestral es un estimador eficiente de la media poblacional en la distribucién norma
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g ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA

TN A partir de una muestra aleatoria simple X de tamafio n, determinar la matriz de informacién
de Fisher de una poblacién con distribucidon N(u, ), respecto a los dos parametros u y o.

Solucién:

EFICIENCIA: Para que un estimador sea eficiente tiene que ser centradoy de varianza minima. La
varianza minima se analiza en virtud de la acotacién de Cramer-Rao (conocida también como
desigualdad de la informacion).

En el caso continuo:

V() > CCR = 1 _ 1 - = 1 .
1(6) e[ 8inLx; ) [ 8mfix; 6)
90 ' 90

La informacién de Fisher 1(0) es una cota inferior para la varianza de un estimador insesgado del

parametro.

Un estimador es eficiente cuando V(é) = CCR = 1(0)?

Cuando se extiende la condicién de regularidad a la segunda derivada en un parametro bidimensional
0 = (u, o), se puede utilizar una forma alternativa de la informacién de Fisher para obtener una nueva

desigualdad de Cramer-Rao:

V(0) > CCR = |1e = - 1 = = 21 ~
(6) 9% InL(x ; 0) 92 In £(x)
F 902 NE g

Un estimador es eficiente cuando V(fi, 5) = CCR = I(p, o)™

La matriz de informacién de Fisher I(i ,6) , matriz de segundas derivadas (Jacobiano), viene dada por la

expresion:
2 2
Y i) ——InL(n, o)
Spdp Sudc
I(u,0) = —E
¥ Lol —> inL(so
n , n ’
So3pu Ho o690 Ho
_bx-pp?
1 2 6°

Funcién de densidad poblacional: f(x, u) = e
H o427
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Funcidn de verosimilitud:

. _xg-p? . _p-w? . _a-p?
2 2 2
L(X; H,62)= e 20 e 20 e o e e 20 —
2no?’ 2o’ 2nc?
> (x-p)?
i=1
1 - 20'2
T n a°
(2m)2 (c?)2
Funcidn soporte o Log-verosimilitud:
S (- ) C
Elx g Z(Xi—u)z
1 - 2 n n 1=
In[LXG 1w, 6%)] = In| ———Fe | = -5 n@2m)-Zin(e?) - S
(2m)?(c?)? 2o

Para determinar la informacién de Fisher se deriva respecto de los parametros p y ¢ la expresion:

Z(Xi—u)z
In [L(X; u,cz)] = —gln(Zn) - gln(cz) - :127

n Y ( ) z I,(Xi_M)2
SinL(u, o) 1 Z nL(y, o n i=1
_—_—m — . — B — + .
Sp czizl(x' H So c c°

: - o 1 - :
Se calculan las segundas derivadas | p= x , &%= = Z(Xi —%)? | para encontrar la matriz de
n i=1
informacidn de Fisher I(u,0)

Al ser x; un elemento de una muestra aleatoria simple de una poblacién normal N(p, o), se tiene que
E(x;—p) =0y E(x,—p)* = o*

$?InL(X; p, o) 9 (1 1
99 I T Sp STt ] e
Hop (x,5%) o i .82) (X, 5%) G
n
2 2 n ZZ(Xi_u)
L po)l L pe)| 8 A w| =
Sp o |(i,&2) 3o 3p |(Y,6'2) 8o | o? i=1 I x.52) c’ (%,82)
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n

>t n

9%InL(X; p, o) 9| n i n
5050 I o = 2t 2bew?
(o3 Xo) (i’&z) (o) (e) (o) (i’&z) (o) i=1
n
3) (x—p)°
_n ; I _n 3n6? _ _2n
02 (54 (i,&z) 62 64 62
2 2
Y i 0) ——InL(y, o) LI
Sud Sudc &2
I(w,0) = —E = - =
¥ L(w, o) ¥ L(p, o) o 2N
nL(p, o nL(p, o =
Sodpu H cdc H &
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: EFICIENCIA

——~foveson —__ En la distribucion B(n, p) se considera como estimador del parametro p el estadistico
o Aty X
“..~ p=—,siendo X la media muestral en muestras aleatorias simples de tamafio n.
Muest n

Hallar la eficiencia del estimador.

Solucién

Insesgadez: E(p)= E(ij =P _ p
n n
El estimador es insesgado o centrado

Un estimador es eficiente cuando su varianza coincide con la Cota de Cramer-Rao: V(p) = CCR

2
CCR = ! 5 I(0) = n. E[M} Informacién de Fisher
3InP(x; p) 36
ngEf ———
360

n
Se considera la funcién de cuantia de la distribucién binomial: P(x, p) = ( J p* (1-p)" "
X

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:
n

InP(x, p) = In( }+ xlnp + (n—x)In(1-p)
X

SInP(x, p) _ X (n—x) _ (1-p)x — p(n—x) _Xx-—np

3p p 1-p p(1-p) p(1-p)
[SInP(x, p)]2 [x - in E(x — np)’
| WP g -
9p p(1-p) p’(1-p)

En una distribucién binomial: E(X)= np, V(X) = E(X—np)?> = np(1-p)

=2 _ 2 _ 2
con lo que, E[—SInP(x,p) = E[X np] = E(;( np)2 = nfg,v/ﬁz - 1"
9p p(1-p) p°(1-p) p” (1-p) p(1-p)
CCR = 1 _ - 1 _ p(lzp)
8InP(x; p) nx— n
n.E 90 p(1-p)

De otra parte, la varianza del estimador:

Aoyl X)) 1o _lxnp(l—p) _ p(1-p)

. . . .. A X
La varianza del estimador coincide con la cota de Cramer-Rao, con lo que el estadistico p=— es
n

eficiente.
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Oposiciones INE _
FB ““ “ﬂ’ Sea una poblacién definida por: P(X=-1) = 12—9 , P(X=0)= 9-|2-7» ,

: 1-A
 Estadisticos (m P(X=1)=—, donde 0<6<1 ) O<A<l1.
Facultativos 2

Estimar los parametros 6 y A por el método de los momentos, estudiando si son insesgados.

Solucién

METODO DE LOS MOMENTOS: Procedimiento consistente en igualar momentos poblacionales respecto
al origen o, alos correspondientes momentos muestrales respecto al origen a,, formando asi tantas

ecuaciones como parametros poblacionales se pretenden estimar:

o, = EX)=p > a,=a;= =X
n
n
3
n
n
S

Como hay que estimar dos parametros 0 y A hay que calcular los dos primeros momentos.

momentos poblacionales

Ve

0= p=EX = Y xPX=x) = (- 1)( j (0)(6”“) (1)(1;7”j - 9;’”

o, = EX?) = 3¢ PiX=x,) = (-1)? ( ) )’ (e;xj (1)2(1;l) _ z—(za—x

momentos muestrales

d =Y= a =
1 n 2 n
6-A _ _
oy =a; = 5 = - 0-A=2X 0 2% R —1-a,-%
- -
2-0-A —-0- A =2a,-2 0=1— X
0= > — =3 = -0- A =2a,-2 & O=1-a,+X%
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Insesgadez

E(0) = E(1-a,+X) = 1—E(a,) +E(X) =

|
=
|
Q
N
+
-
Il
-
|
7~ N\
N
|
(«=]
|
>
N—
+
VR
D
|
>
N——~
Il
(«>]

E(A) = E(1-a,-%) = 1-E(a,)—E(X) = 1—0, — p = 1_[2—e-xj_(e—x): N

Los estimadores 0 y A son insesgados.
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g ESTIMADORES PUNTUALES: SUFICIENCIA. VEROSIMILITUD. METODO DE LOS MOMENTOS

Jreesn Una muestra aleatoria (x,, --- ,x,) de la poblacién tiene como funcién de densidad

0-1 .
0x si xe (0,1
0 en el resto

0>0

a) Hallar un estadistico suficiente
b) Estimador de maxima verosimilitud de 0
c) Estimador de 6 por el método de los momentos

Solucién

a) Un estimador O es suficiente cuando no da lugar a una pérdida de informacién. Es decir, cuando la
informacion basada en 0 es tan buena como la que hiciera uso de toda la muestra.

TEOREMA DE FACTORIZACION: Identifica estadisticos suficientes.
Establece que dada una muestra aleatoria (x,, --- ,x,) de una poblacién X con funcién de densidad f,

(caso continuo), un estadistico 0 es suficiente para O siysodlosi:
fe (Xlr ot lxn) = g[e(xll oot Ixn)l e:| h(X]_r ot IXn)

Para encontrar un estadistico suficiente 6 hay que factorizar la funcién de verosimilitud de la forma:

L(6) = g(6,0).h(x,, - ,X,)
Funcién de verosimilitud:
LO) = folxy). folXy) coe Fy(xy) = (0X272) (OXE7Y) oo (OX7Y) = O (x, == * x,)072
La funcién de verosimilitud se ha factorizado, = (xl, ,xn) es un estadistico suficiente.

b) Funcién de verosimilitud: L(0) = 0" (x,, ... ,xn)e_1

Funcidn soporte o Log-verosimilitud:

n

InL(6) = |n[e“(x1, ,xn)e_l} = In0"+ [ [ = "+ D In(x'™?)

i=1 i=1

3InL(0) _ n

InL(0) = nIn® + (0-1) ZIn(xi) - =5 % + ZIn(xi) =0 > 0=-

i=1 i=1 iln(xi)
i=1

c) Se plantea la ecuaciéon E(X) = x

x|

0+1 0_ 0+1 T 1o

x|

1 1 1 0+1 1 R
X = E(X) =Io xfo(x)dx = J.Oxﬁxe'ldx = J'o 0x%dx = G[X } 0
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ﬁ ESTIMADORES PUNTUALES: METODO DE LOS MOMENTOS. INSESGADEZ

Una muestra aleatoria (x,, :-- ,x,) de la poblacién tiene como funcién de densidad

—-x+0

fe(x):{e si x>0

0 en el resto

a) Hallar un estimador por el método de los momentos de 0

b) Estudiar si el estimador encontrado en el apartado anterior es insesgado para estimar 6

Solucién
a) Se plantea la ecuaciéon: E(X)= Xx

integracién por partes
f—/%

X = E[X] = J‘ Xfe(X)dX = J‘ Xe_x+edX =140 > é =x—-1
i 0
_ B B - - - o1+
J‘éﬂ = X(-e X+_e,) B I—e X+09§ = —xe ¥ 70 = _(14x)e %= —e 9( xX
u dv u v —/_/V du e

wae_”edx - e " (“—Xxj = 1+6
0

b) Un estimador es insesgado o centrado cuando su valor probable coincide con el valor del parametro
a estimar. Es decir, E(0) = 0

E@) = E(X-1) = E(X)—-1=(0+1)—1=10
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ﬂ ESTIMADORES PUNTUALES: METODO DE LOS MOMENTOS. CONSISTENCIA
El coseno X del angulo con el que se emiten los electrones en un proceso radioactivo es una
variable aleatoria con funcion de densidad:

(1+6x)/2 -1<x<1, -1<6<1

0 en el resto

Se considera una muestra aleatoria (x,, -+ ,x,) de la variable aleatoria

a) Obtener el estimador O por el método de los momentos
b) Calcular la varianza de este estimador y demostrar que es consistente

Solucién

a) Se plantea la ecuaciéon: E(X)= X

2 371

X = E(X)=Il x(1+ex)dx - {X—+9L} _ 9 L bosx
-1 2 2 6 9 3
b) V(6) = V(3X) = 9V(X) = o VX _ 2 vix)
n n
Vi) = £02) - [T = [ x2(1+exjdx - mz— o] PT _ 3o
B o 2 3] " |e 8 |, [3] " 9
2 2
de donde, V(8) = 2V(X) = 2{3_6 } = 3-6
n n 9 n

Consistencia o robustez del estimador 6 :

lim E(@) = lim E(3X) = lim 3E(X) = 3E(X) = 32 =0

n— o n — o

=0

_ 2
lim V(@) = lim V(3%) = lim S—9
n —> o

n — o n — o n

Queda probado que el estimador 0 es consistente
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